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ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время в нашей стране вопросам, связанным с обра-

зованием и наукой, уделяется особое внимание со стороны прави-
тельства, то есть наука и образование считаются приоритетнейшими 
направлениями в развитии республики. Это подтверждают последние 
постановления Президента Республики Узбекистан Шавката Мирзиё-
ева “О мерах по дальнейшему развитию системы высшего образова-
ния” (от 20 апреля 2017 года) и “О мерах по дальнейшему совершен-
ствованию деятельности Ташкентского Университета Информацион-
ных Технологий”. 

Президентом Республики Узбекистан определены конкретные 
задачи по дальнейшему совершенствованию деятельности вузов 
страны, более эффективному использованию его интеллектуального 
потенциала в комплексном развитии регионов, привлечению молоде-
жи к научно-исследовательской деятельности. В реализации постав-
ленных задач очень важным является ориентирование научно-
исследовательских работ на актуальные проблемы социально-
экономической отрасли, обеспечение интеграции между наукой и 
производством, создание программных продуктов и обеспечение их и 
внедрение в  различные отрасли  деятельности человека. 

В основу этого пособия положен курс лекций по теории вероят-
ностей и математической статистике,который читался авторами в те-
чение многих лет на втором курсе Ташкентского университета ин-
формационных технологий и Ташкентского финансового университе-
та бакалаврам всех направлений. Со временем курс неоднократно ме-
нялся в поисках варианта, более доступного для понимания. 

Авторы стремились преподнести материал на уровне, доступном 
студентам технических вузов и стремились опираться только на зна-
ние студентами основ классического математического анализа, ста-
рались избегать громоздких выкладок и доказательств, но в то же 
время сохранить вероятностную и статическую сущность рассматри-
ваемых вопросов и исходили из того, что наиболее эффективной 
формой изучения теории вероятностей, помимо обычного изучения 
теоретического материала, является самостоятельная работа студен-
тов над практическими заданиями. 

В каждом параграфе приведены задачи, которые могут служить 
материалом для практических занятий по курсу. В приложении при-
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ведены краткие статистические таблицы, необходимые для решения 
задач. 

Эти задачи относятся к разным областям,таким как электротех-
ника, информационные системы, надежность технических систем, 
финансы, бытовое обслуживание и т.д.Задачи, собранные для само-
стоятельного решения, весьма различны по трудности и их решение 
будет возможным после приобретения навыков, полученных в ре-
зультате усвоения теоретических знаний. С точки зрения авторов 
наибольший интерес в пособии представляют подробные решения за-
дач и комментарии к ним. 

Данное пособие занимает в некотором смысле промежуточное 
положение между учебником и сборником задач.Оно может быть по-
лезно студентам,преподавателям вузов и широкому кругу читателей, 
занимающимся вопросами самообразования.   

Отметим, что теоретический материал, изложенный в данной 
книге, является математической базой далеко не всех математических 
методов, применяемых в технических и экономических моделях и 
здесь не ставиласьцель охватить в полном объеме математическую 
основу всех математических методов, применяемых в различных об-
ластях деятельности человека. 
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§1.1 ПРОСТРАНСТВО ЭЛЕМЕНТАРНЫХ СОБЫ-
ТИЙ.ОПЕРАЦИИ НАД СОБЫТИЯМИ 

 
1. Случайные события и предмет теории вероятностей 
Дисциплина теории вероятностей отличается большим своеоб-

разием.Необычный характер теоретико-вероятностных понятий явля-
ется причиной того, что долгое время подход к этим понятиям осно-
вывался только на интуитивных соображениях. Настоящее и по-
современному строгое обоснование теории вероятностей появилось 
сравнительно недавно в 30-х годах двадцатого  века – в трудах рус-
ского математика академика А.Н.Колмогорова. С этого времени тео-
рия вероятностей превратилась в стройную дисциплину, в такой же 
мере безупречную, как скажем, математический анализ или теория 
чисел. 

Аксиоматический метод А.Н.Колмогорова состоит в том, что с 
самогоначала фиксируются не подлежащие определению понятия 
данной теории. Их основные свойства формулируются в виде аксиом. 
После этоговсе предложения теории выводятся из аксиом строго ло-
гическим путем, без обращения к посторонним понятиям, наглядно-
сти, «здравому смыслу» и т. д. Но такое построение теории требует от 
студента  знания абстрактной теории меры, интеграла Лебега и т. д. В 
данном учебном пособии, учитывая математическую подготовку сту-
дента, откажемся от такого подхода и рассмотрим интуитивный под-
ход к этим понятиям. Он базируется на совершенно естественных, но 
вместе с тем не вполне строгих рассуждениях. Тем не менее, этот 
способ изложения материала позволяет  быстрее дойти до сути дела. 

На практике часто возникают  такие ситуации, когда исход про-
водимого нами опыта (эксперимента, испытания) нельзя предсказать 
заранее с полной уверенностью. Например, невозможно предсказать, 
какая грань выпадет при бросании монеты, на исход этого опыта 
влияет огромное число факторов, таких, как начальное положение 
монеты в момент броска, начальная скорость, сопротивление воздуха, 
особенности поверхности, на которую падает монета, и т.д.  Анало-
гичным образом,  невозможно предсказать, останется ли исправной 
купленная нами в магазине электрическая лампа после тысячи часов 
работы, выпадет ли выигрыш на лотерейный билет с определенным  
номером и т.д. Во всех подобных ситуациях мы вынуждены считать 
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результат опыта зависящим от случая, рассматривать его как случай-
ное событие. 

Определение 1.Некоторое событие называется случайным по 
отношению к данному опыту, если при осуществлении этого опыта 
оно может произойти , а может и не произойти. 

Примером случайного события может служить выпадение герба 
в опыте с бросанием монеты, выигрыш по данному лотерейному би-
лету, совпадение дней рождения у двух наугад выбранных людей.  
Случайные события обозначаются в дальнейшем латинскими про-
писными буквами , ,A B Cи т.д. 

Виды случайных  событий.Согласно данному выше определе-
нию, событие считается случайным, если его наступление в результа-
те опыта представляет собой  лишь  одну из его возможностей.  Под 
это определение формально подходят и такие события, которые в ре-
зультате данного опыта обязательно наступают; эти события называ-
ют достоверными. Например, достоверным является событие, со-
стоящее в том, что при бросании  игральной кости выпадает целое 
число очков или что выбранное наугад слово из данной лекции  со-
держит не более 50 букв. Итак, достоверное событие можно рассмат-
ривать как одну из разновидностей случайного события. Оно обозна-
чается символом Ω  (омега). 

Аналогичное замечание относится и к невозможным событиям, 
т.е. таким, которые никогда не наступают при осуществлении данно-
го опыта. Невозможное событие тоже можно рассматривать как слу-
чайное. Примером невозможного события может служить получение 
двух выигрышей по одному билету. Невозможное событие обознача-
ется символом пустое множество . 

Определение 2.События называют несовместными, если появ-
ление одного из них исключает появление любого из остальных собы-
тий в одном и том же испытании. 

Комментарий к определению 2. Несовместные события не 
могут появиться в результате одного опыта. 

Можно говорить о нескольких несовместных событиях 

1 2, ,..., nA A A; в этом случае имеют в виду, что события  1 2, ,..., nA A Aне мо-
гут наступить все сразу в результате одного испытания. Если в мно-
жестве 1 2, ,..., nA A Aсобытий каждые два несовместны, то говорят, что эти 
события попарно несовместны. 

∅
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Например, при бросании игральной кости события A «выпадет 
количество очков, равное 1 или 2» и B «выпадет количество очков, 
равное 4 или 5», несовместны.  

Определение 3.События называют равновозможными, если есть 
основания считать, что ни одно из этих событий не является более 
возможным, чем другие. 

Вдальнейшем нас будут интересовать только такие опыты, ко-
торые можно повторить (в принципе) неограниченное число 
раз;именно такой характер носит опыт с бросанием монеты, с покуп-
кой    лотерейного билета, с обследованием изделия на годность или 
брак. Любое случайное событие, наступление которого возможно в 
такого рода опытах, называется массовым или статистическим.  

Массовые случайные события следует отличать от единичных, 
исключительных, обладающих той особенностью, что опыт, с кото-
рым связаны эти события, принципиально невоспроизводимы. На-
пример «1 сентября 2013 года в Ташкенте шел дождь» является ис-
ключительным, так как воспроизвести наступление указанного дня 
невозможно. В то же время события «1 сентября в Ташкенте шел 
дождь» (без упоминания  года) является, несомненно, массовым: ведь 
наблюдать погоду в Ташкенте  1 сентября можно в течение многих 
лет. 

Теперь мы в состоянии ответить на вопрос, с которого, собствен-
но, и должно начинаться знакомство с теорией вероятностей: чем за-
нимается, какие задачи ставит перед собой эта дисциплина? 

Теория вероятностей занимается изучением и выявлениям 
закономерностей, характерных  массовым случайным событиям. 

Простейший пример закономерности такого рода дает опыт с 
бросанием монеты. Предположим, что бросание производится много 
раз подряд. Исход каждого отдельного бросания является случайным, 
неопределенным. Однако результат при большом числе бросаний 
утрачивает случайный характер, становится закономерным. А имен-
но: «доля» тех бросаний, при которых выпадает герб (т.е. отношение 
числа таких бросаний к числу всех бросаний) с увеличением числа 
бросаний приближается к  1/2  . 

 
2. Элементарное событие 
В определении 1 случайное событие было рассмотрено нами 

как результат опыта, зависящего от случая. 
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Следует подчеркнуть, что всякий опыт (эксперимент, испыта-
ние) состоит в осуществлении некоторого вполне определенного 
комплекса условий инаблюдении результата. Рассматриваются 
только такие опыты, которые можно повторять (воспроизво-
дить) при неизменном комплексе условий произвольное число раз 
(по крайней мере, теоретически). 

Предметом наблюдения в том или ином опыте можетбыть неко-
торый процесс, физическое явление или действующая система.Для 
реально воспроизводимого опыта понятие «наблюдаемыйрезультат» 
означает, чтосуществует принципиальная возможность зарегистриро-
вать данный результат опыта с помощью того или иного прибора (в 
простейшем случае, например, визуально). Любой наблюдаемыйре-
зультат интерпретируется как случайный исход опыта (случайноесо-
бытие).Событие может произойти, а может и не произойти в резуль-
тате опыта. 

При математической формализации модели опыта отправным 
пунктом является понятие пространства (множества) элементар-
ных исходов(обозначается Ω ), связанного с данным опытом. Под 
этим понимают множество взаимоисключающих исходов такое, что 
результатом опыта всегда является один и только один исход. Любое 
подмножество данного множества Ω  интерпретируется как событие 
(возможно,и ненаблюдаемое).  Совокупность всех наблюдаемых со-
бытий составляетполе событий для данного опыта. 

Очевидно, что: 
- событиенаступает, если  результатом опыта является элемен-
тарный исход, принадлежащий A ( );Aω∈  

- событие, совпадающее с пустым множеством∅ - невозможное 
событие; 

- событие, совпадающее со всем множеством Ω  - достоверное 
событие. 

МножествоΩдля данного опыта может быть дискретным, непре-
рывным  или иметь более сложную структуру. К дискретным относят-
ся конечные или счетные множества элементарных исходов. К непре-
рывным относятсямножества типа континуума. Любой конечный или 
бесконечный промежутокчисловой прямой является примером мно-
жества типа континуума. В дальнейшем мы рассматриваем только та-
кие модели опытов, для которых множество элементарных исходов 
Ω  либо дискретно, либо непрерывно. 
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Построение множества Ω  (если оно не задано при описании 
опыта) осуществляется на практике, исходя из требования, чтобывсе 
интересующие нас результаты данного опыта могли бытьоднозначно 
описаны на основе построенного множества Ω . Другимисловами, ес-
ли нас интересуют события , ,A B C и т.д., являющиесянаблюдаемыми 
событиями в данном эксперименте, то множество Ωдолжно состоять 
из таких исходов, чтобы существовали подмножества данного мно-
жества, равносильные событиям , ,A B Cи т.д. 

Так как понятие «элементарный исход» строго не определяемо, 
тоуказанная задача допускает не единственное решение и зависит от 
набора интересующих нас событий. Если потребовать, чтобы прави-
лооднозначного описания выполнялось для всего поля событий, то в 
этомслучае понятие элементарного исхода становится более опреде-
ленным. Именно, в совокупности всех подмножеств множества Ω , 
составляющихполе событий, элементарные исходы являются одно-
элементными подмножествами. 

Пример 1.1 Опыт состоит в подбрасывании один раз правиль-
ной шестигранной игральной кости. Обозначим X - число оч-
ков,выпавших на верхней грани кости.Описать множество элемен-
тарныхисходов Ω  и указать состав подмножеств, соответствующих 
следующим событиям: 

{ } { } кратно трем ,  кратно трем ,A X A X= = }( нечетно ,B X= { }3 ,С X= >  

{ }7 ,D X= < { } дробно ,E X= { }0,5 1,5 .F X= < <  
Выявить парысовместных событий. 

Решение: Введем обозначения для следующих наблюдаемых в 
данном опыте событий: 

{ },k X kω = = 1,2,...,6;k= { }(1)  X нечетное числоω = − ; 

{ }(2)  X четное числоω = −  
На базе данных исходов можно сконструировать два достовер-

ныхсобытия: 
{ }1 1 2 3, ,...,ω ω ωΩ =  и { }(1) (2)

2 , .ω ωΩ =  

Какое из них большеподходит в качестве множества элементарных 
исходов? Ясно, что 2Ω следует «забраковать», поскольку, например, 
наблюдаемые события 1 2 6, ,..., , , , ,A B D Eω ω ω не являются подмножества-
ми множеств 2Ω . 
С другой стороны, все перечисленные события могут быть описаны 
как подмножества множества 1Ω . Действительно, 
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{ }3 6, ,A ω ω= { }(1)
1 3 5, , ,B ω ω ω ω= = { }4 5 6, , ,C ω ω ω=  

{ } { }1 1 2 6 1, ,..., ,  ,  .D E Fω ω ω ω= Ω = =∅ =  
Из написанных равенств, в частности, видно, чтоисходы (1 )ω и (2)ω
разложимы на элементы, которые сами являются исходами данного 
опыта. Таким образом, исходы 1 2 6, ,...,ω ω ω более«элементарны», чем ис-
ходы (1)ω и (2)ω . 

Сопоставляя попарно события и проверяя наличие общих эле-
ментов, находим пары совместных событий: A  и B , A иC , A иD , B  
иC , BиD , E  иF ,C  иD ,  D  иF . 

3. Операции над событиями 
В этом пункте мы ознакомимся с тремя основными видами ком-

бинации событий: сумма событий, произведение событие, противо-
положное событие. 

Определение 4. Если с некоторым опытом связаны события A  и
B ,то их суммой называет третье событие A B+ ,которое считаетсяна-
ступившим тогда и только тогда, когда наступает хотя бы одно из со-
бытий AиB . 

Пример 1.2 Пусть в опыте с бросанием игральной кости собы-
тие A  есть выпадение числа, кратного 2, аB– выпадение числа, крат-
ного 3. Тогда A B+ будет выпадение хотя бы одного из чисел 2, 3, 4, 6. 

Определение 5. Если с некоторым опытом связаны события Aи
B , тоих произведением называют третье событиеA B⋅ (или AB), кото-
рое считается наступившим тогда и только тогда, когда наступают 
оба события AиBодновременно. 

Другими словами, AB есть совместное наступление событий Aи
B .Если, например, Aи B – события из вышеприведенного примера, 
связанные с бросанием игральной кости, то событие ABозначает вы-
падение 6 очков. 

Определение 6. Событие Aназовем событием, противополож-
ным A, если оно происходит тогда и только тогда, когда не происхо-
дит A. 

Комментарии к определениям 1-3. 
1) Определения 4 - 5 описывают подмножества элементарных 

событий, благоприятствующих сумме событий Aи B , произведению 
событий AиB ; событию, противоположному к A. 

2) Операции суммы,произведенияидополнения событий  обла-
дают такими свойствами, как 
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( ), , ,A B B A AB BA A B C AB AC+ = + = + = +
( ) ( ) ( ) ( ),A B C A B C AB C A BC+ + = + + = и   т.д. 

Определение 7.Множество событий вместе с операциями сум-
мы, произведения событий и перехода к противоположному событию 
составляют (сигма)алгебру событий(если в операции участвует ко-
нечное число событий, то ее называют алгеброй событий). 

3) Рассматривают сумму трехиболеесобытий  1 2, ,..., ,...nA A A (быть  
может, бесконечного числа), которую  обозначают  

∑
∞

=

=++++
1

21 ......
i

in AAAA .Событие  ∑ iA состоитв том, что врезультатеопы-

танаступит хотябыодноиз событий   ,...,...,, 21 nAAA . 
 Аналогично, произведение трех и более событий (быть может, 

бесконечного числа) ,...,...,, 21 nAAA обозначается ∏
∞

=

=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
1

21
i

in AAAA . Собы-

тие  ∏ iA состоит в том, что в результате опыта наступит каждое из 

событий 1 2, ,..., ,...nA A A . 
Пример 1.3 Пусть при бросании игральной кости событие Aоз-

начает, что выпадет четное число очков, а событие B - что количество 
очков не превзойдет четырех. Ясно, что { }2,4,6 ;A= { }1,2,3,4 ;B=
( ) { }1,2,3,4,6 ;A B+ = ( ) { }2,4AB = . Иными словами, событие BA+ насту-
пает при выпадении чисел 1, 2, 3, 4, 6, а событие AB- при выпадении 
чисел 2,4. 

Для событий ABBABA ,,, + , противоположными соответственно 

к событиям , , , ,A B A B AB+ получим { }1,3,5 ;A= { }5,6 ;B= ( ) { }5 ;A B+ =

( ) { }1,3,5,6AB = . 

Пример 1.4 Пусть при игре в спортлото события , ,A B Cзаключа-
ются в том, что выбранная в результате опыта шестерка чисел содер-
жит соответственно числа 7, 12, 20. Результатом испытания оказалась 
шестерка чисел 7, 8, 9, 20, 21, 42. Какие из следующих событий на-
ступили при этом:  

CACABAABCCBACBA +++ ,,,,,,,,,  ? 
Решение.Обозначим множество {7, 8, 9, 20, 21, 42} черезM . То-

гда получим, что из перечисленных в условии событий наступили 
следующие: A, поскольку7 M∈ ;C , так как20 M∈ ; B поскольку12 M∉ ;
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A B+ , так как 7 M∈ ; A C+ , поскольку 7 M∈ и 20 M∈ . Остальные из 
перечисленных событий не наступили. 

В  алгебре  событий  справедливы  формулы 
,... 2121 nn AAAAAA ⋅⋅⋅⋅=+++            (1.1) 

....2121 nn AAAAAA +++=⋅⋅⋅⋅           (1.2) 
Строгийвывод этих формул мы опускаем. Левая частьформулы 

(1.1)естьсобытие,противоположное к nAAA +++ ...21 . Последнее событие 
наступает тогда и только тогда, когда наступает хотя бы одно из

( 1,2,..., )iA i n= . Событием, противоположным тому, что наступит хотя 
бы одно из iA ,является событие, состоящее в том, что не наступит ни 

одно из iA т.е. наступит каждое из iA ; это означает, что наступит собы-

тие nAAA ⋅⋅⋅⋅ 21 . 
Левая часть формулы (1.2) есть событие, противоположное со-

бытию nAAA ⋅⋅⋅⋅ 21 . Последнее событие состоит в том, что наступит 
каждое из событий 1 2, ,..., nA A A . Событием, противоположным тому, что 
наступит каждое из ( 1,2,..., )iA i n= , является событие, состоящее в том, 

что не наступит хотя бы одно из nAAA ⋅⋅⋅⋅ 21 , т. е. что наступит хотя бы 

одно из nAAA ,...,, 21 ; это означает, что наступит событие nAAA +++ ...21 . 
Пример 1.5Каждый из стрелков делает по одному выстрелу в 

мишень. 
а)Какое  событие  является  противоположным   событию A :  

«хотя  бы  один  стрелок  попал  в   цель»? 
б)Какое событие  противоположно событию «каждый  из стрел-

ков  попал  в   цель?» 
Решение. а) Таким событием является «каждый из стрелков 

промахнулся» или, что то же самое, «ни один не попал в цель». Спра-
ведливость ответа вытекает из того, что событие Aозначает пораже-
ние мишени, а событие A -не поражениемишени. Этот пример иллю-
стрирует формулу (1.1). 

б) Таким событием является «хотя бы один из стрелков промах-
нулся». Этот пример иллюстрирует формулу (1.2). 
Определение 8. РазностьюA B− событий  назовем событие ко-

торое происходит тогда и только тогда, когда происходит Aи не про-
исходитB . 

Определение 9. Мы будем писать A B⊆  и говорить, что собы-
тие Aвлечет за собой событиеB , если из наступления события Aсле-
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дует наступление событияB . Если A B⊆  и B A⊆  то мы будем гово-
рить, что события AиBравносильны, и писать A B= . 

§1.2 ОПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТИ 
 

1. Классическое определение вероятности1 
Определение 1.Всякий опыт, удовлетворяющий тому условию, 

что соответствующее ему множество элементарных исходов 

1 2{ , ,..., }nω ω ωΩ= представляет собой конечное множество  равновероят-

ных исходов,называется  классической  схемой  или   схемой урн. 
Вероятность любого события  

1 2
{ , ,..., }

mk k kA ω ω ω= ⊂ Ω  определяет-

ся по формуле классической вероятности  

( )
m

P A
n

= ,                                      (1.3) 

где m  - число элементов множества A (число всех благоприятных  

событию Aэлементарныхисходов),n - число элементов множества Ω  

(число всех элементарныхисходов эксперимента). 
Классическая схема 2  является математической формализацией 

опытов, в которых элементарные исходы обладают определенной 
симметрией по отношению к условиям опыта, так что нет оснований 
считать какой-либо из исходов более вероятным, чем другой. Таким 
свойством, например, обладают опыты по извлечению наудачу опре-
деленного числа шаров из урны, содержащей заданное количество 
неразличимых на ощупь шаров. (Отсюда и название - схема урн.) 

Пример 1.6 Брошены две игральные кости. Предполагая, что 
элементарные события равновероятны, найти вероятность события 
A= { сумма выпавших очков делится на 6}. 

                                                           
1 или  классическая вероятностная схема - схема урн. 
2 Этим способом пользовались французские математики XVII в. Блез Паскаль и Пьер Ферма, рас-
сматривавшие  формулу (1.3) как определение вероятности. В далекое от нашей эпохи время трудно 
было предвидеть роль понятия вероятности, разнообразие и серьезность будущих приложений тео-
рии вероятностей к естествознанию, технике и экономике. Первоначальным материалом, на котором 
«отрабатывались» простейшие факты теории, были азартные игры. С тех пор задачи о бросании иг-
ральной кости, об извлечении карт из колоды, шаров из урны и т. п. стали традиционными для теории 
вероятностей. Заметим, что и по сей день, эти задачи сохраняют свою роль как тренировочные уп-
ражнения, а в некоторых случаях – как наглядные модели для более серьезных вероятностных схем.  
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Решение.Элементарный исход эксперимента (опыта) можно 

описать парой чисел ( ),i j
ij

ω = , где i–число очков, выпавших на пер-

вой кости, а j –на второй ( ), 1,2,...,6i j = . Поэтому множество элемен-

тарных исходов выглядит  

( ){ }, : 1,2,...,6; 1,2,...,6i j i j
ij

ωΩ = = = = . 

Нетрудно проверить, что число элементов множества Ω  (число 

всех исходов эксперимента) 36n= . Другими словами, общее число 

элементарных событий 36n= .Событие A  соответствует подмножест-

ву 
{(1,5), (5,1), (2,4), (4,2), (3,3), (6,6)} .⊂Ω , 

то есть 
{(1,5), (5,1), (2,4), (4,2), (3,3), (6,6)} .A= ⊂Ω . 

Так как  число элементов множества A (число всех благо-

приятствующих событию Aэлементарныхисходов)  6m= , то по фор-

муле классической вероятности получаем 
6 1

( ) .
36 6

m
P A

n
= = =  

В этом примере помимо нахождения n - числа элементов мно-

жества Ω  (число всех элементарныхисходов эксперимента) и m  - 

числа элементов множества A(число всех благоприятствующих со-

бытию Aэлементарныхисходов), нам удалось полностью описать то, 

из чего состоят множества Ω  иA. Однако во многих случаях описа-

ние содержания этих множеств  является практически невозможным. 
Следует отметить, что это и не является обязательным. Обязательным 
является нахождения чиселmиn . Нахождение этих чисел, а значит, 
вычисление вероятностей в классической схеме лучше вычис-
лять,используя формулы  комбинаторики. 

Теперь приведем классическое определение вероятности. 
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Определение2.Вероятностью ( )P A события A называют отноше-
ние числа элементарныхисходов, благоприятных для  этого события, 

к общему числу всех элементарных исходов испытания:   ( ) .
m

P A
n

=  

 
 
2. Статистический подход к понятию вероятности 
Существует еще один подход к понятию вероятности, не свя-

занный с пространством элементарных событий. В основе этого под-
хода лежит явление устойчивости частоты наступления события при 
многократном повторении испытаний. Пусть в результате некоторого 
опыта возможно появление события .A Повторим опытn раз и подсчи-
таем количествоmнаступлений событий A. Будем предполагать, что в 
данной серии опытов результаты предшествующих испытаний не 

влияют на последующие. Как известно из практики, отношение 
m

n
мало изменяется при больших nнесмотря на то, что событие A слу-
чайное и величинаmтакже зависит от случая. В частности, если мо-
нету подбрасывать многократно, то отношение количества выпавших 
гербов к общему числу бросаний монеты приближенно будет равно 
1/2. 

Отношение 
n

m  называется частотойпоявления события A в n

испытаниях.При условии устойчивости частоты появления события
A число 

n

m удовлетворяет требованиям, предъявляемым к вероятно-

сти как к характеристике того, насколько вероятно изучаемое собы-
тие с точки зрения практики и здравого смысла. Действительно, чис-
ло 

n

m  удовлетворяет неравенству 10 ≤≤
n

m , более вероятным с точки 

зрения здравого смысла событиям соответствует большее значение 
n

m

, для невозможных событий 0=
n

m , для достоверных 1=
n

m ; если собы-

тие Aявляется суммой двух несовместных событийBи C , т.е. A B C= +

, то A B Cm m m

n n n
= + , где , ,A B Cm m m -  количество наступлений событий в 

n опытах. В силу сказанного (и при том условии, что возможно мно-
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гократное повторение опыта с устойчивостью частоты) отношение 
m

n
 называют статистической вероятностью события A . 

В дальнейшем будет доказано (закон больших чисел Бернулли), что 
если для события Aопределена его классическая вероятность p , то 

частное nm

n
, где nm случайная величина, выражающая количество 

наступлений события Aвnнезависимых друг от друга испытаниях, 
при больших n «почти всегда» мало отличается от p . Таким образом, 

известное из практики явление оказывается строго доказанным мате-
матическим утверждением. 

Следует заметить, что статистическое определение вероятности 
в некоторых случаях единственно доступно для измерения и исследо-
вания: действительно, далеко не всегда можно изучать случайные со-
бытия с помощью пространства элементарных событий. Например, 
при изучении стрельбы по мишени невозможно указать разумную 
модель пространства элементарных событий, отражающую сущест-
венные стороны исследуемых испытаний. 

3. Геометрические вероятности 
Рассмотрим, наконец, вопрос о том, что называется вероятно-

стью события в строго математическом смысле. Строгое определение 
понятия вероятности развивает идею конечного пространства эле-
ментарных событий и приводится в солидных учебниках по теории 
вероятностей. Здесь будут указаны лишь главные черты такого опре-
деления. 

Пусть дано некоторое множество X  (пространство элементар-
ных событий, описанное в п. 2). Изучаемые события представляют 
собой подмножества в X . Задана также функция p , которая под-
множествам в X  сопоставляет число из числового отрезка 
[0,1].Требуется, чтобы эта функция обладала свойством аддитивно-
сти, т.е. чтобы для всяких двух непересекающихся подмножеств 

,AB X⊂ для которых p определена, было справедливо равенство 

( ) ( ) ( );P A B P A P B∪ = +            (1.4) 
кроме того, ( ) ( )0, 1P P X∅ = = .  

Определение 3. Значение функции ( )P ⋅ на множестве Aназывает-
ся вероятностью события A . 
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Следует отметить, что множество X  в отличие от п. 43 может 
быть бесконечным; например, X - отрезок числовой прямой, вся пря-
мая, квадрат на плоскости, вся плоскость и т. п. 

Часто функцию ( )P ⋅ бывает невозможно определить для всех 
подмножеств множества X ; в этом случае ее определяют только для 
некоторых (так называемых измеримых) подмножеств (подробнее 
см.в солидных учебниках по теории вероятностей). 

Наглядным примером вероятностной модели может служить 
геометрическая вероятность. 
Пусть X - множество точек квадрата на плоскости, т.е. , ,a x b a y b≤ ≤ ≤ ≤  
из которого  наугад выбирается точка. Определим вероятность того, 
что выбранная точка окажется в подмножестве A X⊂  равенством 

( ) ( )
( )2 ,
S A

P A
b a

=
−

              (1.5) 

где ( )S A  - площадь фигуры A . Ясно, что ( ) 1P X = . Свойство (1.4) для 
функции (1.5) выполняется, поскольку площадь объединения двух 
непересекающихся фигур равна сумме площадей этих фигур.  

Пример 1.7Два приятеля договорились встретиться в установ-
ленном месте в промежутке времени от 6 до 7 ч. По взаимному со-
глашению каждый приходит на место встречи  в случайный момент 
времени из этого временного интервала и ждет другого ровно 10 мин. 
Какова вероятность того, что приятели встретятся?                                                       

Решение.  Пусть x и yозначают моменты прихода на место 
встречипервого и второго приятеля соответственно.  Такое событие 
удобно отметить точкой квадрата (рис. 1.1).  

 
Рис. 1.1 

Условие встречи заключаются в том, что  

                                                           
3 Классическое определение вероятности предполагает, что число элементарных исходов испытания 
– конечно. На практике же весьма часто встречаются испытания, число возможных исходов которых 
– бесконечно. В таких случаях классическое определение неприменимо. 
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1

6
x y− <                        (1.6) 

(сторона квадрата соответствует часу времени, 10 мин составляет 1/6 
ч). Множество точек, удовлетворяющих условию (1.6), отмечено на 
рисунке штриховкой. Площадь этого множества равна 11 /36. Со-
гласно формуле (1.5), вероятность встречи 

( )2

11 1136 .
367 6

p = =
−

 

По условию каждый из приятелей приходит на место встречи, 
выбирая момент прихода наугад.Формула (1.5) естественным образом 
обобщается на случай пространства любой размерности. 

Пусть nRΩ ⊂ . Для подмножества A⊂ Ωопределим значение ( )P ⋅  
равенством 

(A)
( ) ,

( )

mes
P A

mes
=

Ω
 

где ( )mes A– мера множества A (длина, площадь, объем и т.д. в зави-
симости от размерности того пространства, в котором рассматрива-
ются данные множества). 

4. Аксиомы теории вероятностей. 
До сих пор  в попытке определения вероятности события в стро-

го математическом смысле на множестве событий  - системе под-
множеств множества Ω - пространства элементарных событий рас-
сматривалась функция ( )P A  с требованием выполнения условия адди-
тивности  и ( ) ( )0, 1P P X∅ = = . Затемвероятность события Aопредели-
ли как значение функции ( )P ⋅  на множестве A 

Ниже эту идею, следуя А.Н. Колмогорову, сформулируем в виде 
аксиом. 

Вероятностью ( )P A  называется числовая функция, определен-
ная на4 множестве событий - системе подмножеств множества Ω - 
пространства элементарных событий и удовлетворяющая трем усло-
виям (аксиомам вероятностей): 

10. Каждому событию A  поставлено в соответствие неотрица-
тельное число ( )P A . 

20. Если события 1 2, ,...A A  попарно несовместны, то  
                                                           
4 поле событий (см.п.2 §1.1) для данного опыта, и удовлетворяющая трем условиям (аксиомам веро-
ятностей): Далее по тексту. 
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( ) ( ) ( )1 2 1 2, .P A A P A P A+ + = + +L L  
Заметим, что при бесконечном числе событий 1 2, ,...A A  в правой 

части написанного равенства стоит суммаряда. 
Очевидно, если множество Ω является конечным, то любая со-

вокупность попарно не пересекающихся подмножеств состоит лишь-
из конечного числа подмножеств. Отсюда ясно, что для случая ко-
нечного Ω аксиома 20 равнозначна такому (в общем случае болеес-
лабому) требованию: 

2*0. ( ) ( ) ( )P A В P A P В+ = + , если AиBнесовместны. 
Чтобы подчеркнуть существенное различие между аксиомами 20 

и 2*0, часто называют аксиому 2*0 аксиомой аддитивности, а 20- ак-
сиомой счетной аддитивности, 

30. ( ) 1P Ω = . 
Аксиомы 1-3 составляют основу всей теории вероятностей.Все 

теоремы этой теории, включая самые сложные, выводятся изних 
формально-логическим путем. 

Укажем несколько примеров такого вывода. 
Следствие.Исходя  из очевидного соотношения  между под-

множествами 
A A+ = Ω , 

и применяя аксиомы 20 и 30, получаем, что 
( ) ( ) 1.P A P A+ =  

т.е. сумма вероятностей противоположных событий равна единице. 

Задачи для самостоятельного решения 
1. В группе из 30 учеников на контрольной работе 6 учеников полу-

чили оценку «отлично», 10 учеников «хорошо», 9 учеников «удов-
летворительно». Какова вероятность того, что все три вызванных к 
доске ученика, имеют неудовлетворительные оценки по контроль-
ной работе? 

2. Брошены две игральные кости. Найти вероятность следующих со-
бытий: 

а) сумма выпавших очков равна восьми, а разность четырем. 
б) сумма выпавших очков равна восьми, если известно, что их раз-
ностьравна четырем. 

3. В коробке содержится 6 одинаковых занумерованных кубиков. Науда-
чу по одному извлекают все кубики. Найти вероятность того, что номе-
ра извлеченных кубиков появятся в возрастающем порядке. 



22 

 

4. Какова вероятность того, что в январе, наудачу взятого года ока-
жется 4 воскресенья? 

5. Из партии, в которой 31 деталь без дефектов и 6 с дефектом, берут 
наудачу 3 детали. Чему равна вероятность следующих событий: 
а) все три детали без дефектов. 
б) две детали без дефектов. 
в) хотя бы одна деталь без дефектов. 

6. Монета брошена два раза. Найти вероятность того, что хотя бы 
один раз появится герб. 

7. В мешочке имеется 5 одинаковых кубиков. На всех гранях каждого 
кубика написана одна из букв: О, П, Р, С, Т. Найти вероятность то-
го, что на вынутых по одному и расположенных «в одну линию»-
кубиках можно будет прочесть слово «СПОРТ». 

8. На каждой из шести одинаковых карточек напечатана одна из сле-
дующих букв: а, т, м, р, с, о. Карточки тщательно перемешаны. 
Найти вероятность того, что на четырех вынутых по одной и выло-
женных в ряд карточках можно будет прочесть слово «трос». 

9. Куб, все грани которого окрашены, распилен на тысячу кубиков 
одного размера, которые затем тщательно перемешаны. Найти ве-
роятность того, что наудачу извлеченный кубик будет иметь окра-
шенных граней: а) одну; б) две; в) три. 

10. В конверте среди 100 фотокарточек находится одна разыскивае-
мая. Из конверта наудачу извлечены 10 карточек. Найти вероят-
ность того, что среди них окажется нужная. 

11. Восемь различных книг расставляют наудачу на одной полке. 
Найти вероятность того, что две определенные книги окажутся по-
ставленными рядом. 

12. Библиотечка состоит из 10 различных книг, причем 5 книг стоит 
по 4000 сум каждая, три книги - по 1000 сум, две книги - по 3000 
сум. Найти вероятность того, что взятые наудачу две книги стоят 
5000 сум. 

13. В цехе работают 6 мужчин и 4 женщины. По табельным номерам 
наудачу отобраны 7 человек. Найти вероятность того, что среди 
отобранных лиц, окажутся 3 женщины. 

14. В группе 12 студентов, среди которых 8 отличников. По списку 
наудачу отобраны 9 студентов. Найти вероятность того, что среди 
отобранных 5 отличников. 

15. Группа, состоящая из 8 человек, занимает места с одной стороны 
прямоугольного стола. Найти вероятность того, что два опреде-
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ленных лица окажутся рядом, если число мест равно 8. 
16. Бросается 10 одинаковых игральных костей. Вычислить вероят-

ность следующих событий A = {ни на одной кости не выпадет 6 
очков}; B = {хотя бы на одной кости выпадет 6 очков}; C ={равно 
на 3 костях выпадет 6 очков}. 

17. Собрание из 25 человек, среди которых 5 женщин, выбирает нау-
дачу 3 делегатов на конференцию. Найти вероятность того, что в 
состав делегации вошли 2 женщины и 1 мужчина. 

18. Опыт состоит в четырехкратном выборе с возвращением одной из 
букв среди имеющихся: {а, б, к, о, м} и выкладывании слова в по-
рядке поступления букв. Какова вероятность, что в результате бу-
дет выложено слово "мама"? 

19. Среди кандидатов в студенческий совет факультета 3-
первокурсника, 5- второкурсников  и 7-третьекурсников.  Из этого 
состава наудачу выбирают пять человек на предстоящую конфе-
ренцию. Найти вероятности следующих событий: A ={будут вы-
браны одни третьекурсники}; B ={все первокурсники попадут на 
конференцию}; C ={не будет выбрано ни одного второкурсника}.    

20. Два равных противника играют матч из n партий в теннис. Каждая 
партия заканчивается выигрышем, либо проигрышем одного из 
участников. Все исходы данного матча равновероятны. Найти ве-
роятность того, что первый игрок выиграет равно m партий (m n≤ ). 

21. На удачу, выбирается пятизначное число. Какова вероятность сле-
дующих событий: �= {число одинаково читается как слева на пра-
во, так и справа налево (как например, 13531)}; �= {число кратно 
пяти}; �= {число состоит из нечетных цифр}. 

22. 1 сентября на первом курсе изучается 10 предметов. Студент, не 
успевший ознакомиться с расписанием, пытается его угадать.  Ка-
кова вероятность успеха в данном эксперименте, если считать, что 
любое расписание из 3-х предметов равновозможное? 

23. На шахматную доску случайным образом ставят две ладьи белаяи 
черная. Какова вероятность того что ладьи не бьют друг друга? 

24. 12 студентов, среди которых Иванов и Петров, случайным обра-
зом  занимает очередь за учебниками в библиотеку. Какова веро-
ятность того что между Ивановым и Петровым в образовавшейся 
очереди окажутся ровно 5 человек? 

Геометрические вероятности 
25. В шар вписан куб. Точка наудачу брошена внутрь шара. Найти ве-

роятность того, что она попадет внутрь куба. 
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26. Внутрь круга радиуса Rброшена точка. Найти вероятность того, 
что она попадет в квадрат, вписанный в этот круг. 

27. Внутрь круга радиуса R  наудачу брошена точка. Найти вероят-
ность того, что точка окажется внутри вписанного в круг правиль-
ного треугольника. 

28. Быстро вращающийся диск разделен на четное число равных сек-
торов, попеременно окрашенных в черный и белый цвет. По диску 
произведен выстрел. Найти вероятность того, что пуля попадет в 
один из белых секторов. 

29. В квадрат вписан круг. Найти вероятность того, что наудачу бро-
шенная во внутрь квадрата точка попадет внутрь круга. 

30. Два студента условились встретиться в определенном месте между 
12 и 13 часами дня. Пришедший первым ждет второго в течение 
1/4 часа, после чего уходит. Найти вероятность того, что встреча 
состоится, если каждый студент наудачу выбирает момент своего 
прихода (между 12 и 13 часами). 

31. На перекрестке установлен автоматический светофор, в котором 
одну минуту горит зеленый свет и полминуты красный и т.д. В 
случайный момент времени к перекрестку подъезжает автомобиль. 
Какова вероятность того, что он проедет перекресток без останов-
ки? 

32. Два парохода должны подойти к одному и тому же причалу. Вре-
мя прихода обоих пароходов независимо и равномерно распреде-
лено в течение данных суток. Определить вероятность того, что 
одному из пароходов придется ожидать освобождения причала, 
если время стоянки первого парохода - один час, а второго два ча-
са. 

33. На отрезок AB длиной 12 см брошена точка .C  Найти вероятность 
того, что площадь квадрата, построенного на стороне AC, заклю-
чена между 36 см² и 81 см². 

34. Внутри квадрата с вершинами (0;0), (1;0), (1;1), (0;1) наудачу вы-
бирается точка ( ; ).M x y  Найти вероятность события 

{ }2 2 2( , ) : , 0 .A x y x y a a= + ≤ >  

35. Значения ,a bравновозможные в квадрате 1,  1.a b≤ ≤  Найти  веро-
ятности   следующих событий  
A={корни квадратного трехчлена 2 2x ax b+ +  действительны}, 
B ={корни  квадратного трехчлена 2 2x ax b+ + положительны}. 

36. На окружности единичного радиуса наудачу ставятся три точки 
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 и . Какова вероятность того, что ABC∆ -остроугольный? 
37. Из отрезка [ ]1;2−  наудачу взяты два числа. Какова вероятность то-

го, что их сумма больше 1, а произведение меньше 1?  
 
 
 

 
§1.3 ТЕОРЕМЫ СЛОЖЕНИЯ И УМНОЖЕНИЯ ВЕРОЯТ-

НОСТЕЙ. ФОРМУЛА ПОЛНОЙ ВЕРОЯТНОСТИ, 
 ФОРМУЛАБАЙЕСА 

1. Теорема сложения вероятностей  
Теорема 1. Вероятность суммы двух совместных событий равна 

сумме вероятностей этих событий без вероятности их совместного 
появления:  

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB+ = + − ,               (1.7) 
Доказательство. Рассмотрим очевидные соотношения между 

событиями (как между подмножествами множестваΩ ): 
A AB AB= + ,    .A B B A B+ = +  (это видно из рис. 1.2) 

Применяя к этим равенствам аксиому сложения, получим два 
числовыхравенства: 

( ) ( ) ( )P A P AB P AB= + ,         ( ) ( ) ( ).P A B P B P AB+ = +  

Вычитая из последнего равенства предыдущее, получаем фор-
мулу (1.7). 

 
 

Рис. 1.2 
 

Теорема 1 допускает следующее обобщение.   
Теорема 2(обобщенная теорема сложения вероятностей). Ес-

ли 1A , 2A , …, nA  совместные события, то справедливо соотношение 

1 2 1 1 2 1( ... ) ( ) ... ( ) ( ) ( )n n n nP A A A P A P A P A A P A A−+ + + = + + − − ⋅ ⋅ ⋅ − +  

1 2 3 1 2 4 2 1( ) ( ) ( ) .n n nP A A A P A A A P A A A− −+ + + + −⋅⋅⋅L  
Доказательствоопускаем. 
2. Условная вероятность. Теорема умножения вероятностей. 

,A B C
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Определение 1.Событие Аназываетсянезависимымот события 
В, если вероятность события А не зависит от того, наступило событие 
В илинет. В противном случае событие  А называется зависимымот 
события В. 

Комментарий к определению 1. В дальнейшем будет доказа-
но, что если случайное событие А не зависит от В, то и В не зави-
сит от А. 

Примеры: 
1)Монету подбрасывают два раза. Событие А состоит в том, 

что в первый раз выпадет герб, а событие В - в том, что во второй 
раз выпадет решка. Эти события, очевидно, независимы, поскольку 
второе бросание никак не может повлиять на первое. 

2) Из деревьев леса наудачу выбирают одно. Событие А состоит 
в том, что дерево высокое (выше некоторого уровня, равного, на-
пример, 15 м), а событие В - в том, что дерево толстое (скажем, диа-
метр ствола больше 1 м). Эти события зависимы, поскольку вероят-
ность выбрать высокое дерево увеличивается, если выбирать его 
среди толстых деревьев. 

Определение 2.Вероятность наступления события А при усло-
вии, что событие В наступило, называется условной вероятно-
стьюи вычисляется по формуле ( ) ( )

( )B

P AB
P A

P B
=  , если ( ) 0P B ≠ . 

Теорема 1(теорема умножения вероятностей).Вероятность 
произведения событий AиB равна произведению вероятности собы-
тия A на условную вероятность события B при условии, что A
произошло, т. е. 

( ) ( ) ( ),AP AB P A P B=                            (1.8) 
Для независимых  событий AиB справедливо равенство 

( ) ( ) ( )P AB P A P B=  (1.9) 
Доказательство, очевидным образом следует из определе-

ния 2.Убедимся в справедливости теоремы для случая конечного 
пространства элементарных исходов. 



 

Пусть событиям А
браженные на рис. 1.3
область В* - lточек и
всего же в пространстве

определению, ( ) k
P A

n
=

множеством A B∗ ∗∩ . Заметим

действительно, событию
приятствуют т элементарных
означает наступление

как
m k m

n n k
= ⋅ , то ( )P AB P A P B

В случае, когда событие
( ) ( )AP B P B= и равенство (1

Теперь приведем 
тия независимости, а именно

Определение 3. Говорят
выполняется равенство (1.9

В дальнейшем независимость
полнение равенства (1.9

Следствие 1.Если
не зависит от B . 

Действительно, по
того, по теореме умножения

му в случае ( ) 0P B ≠ имеем
Иначе говоря, отношение

ным. Поэтому в дальнейшем
мых событиях Aи B . 
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Рис. 1.3 

А и В соответствуют множества
.3. Далее, пусть область А* содержит

точек и в пересечении A B∗ ∗∩ содержится
пространстве элементарных исходов имеется

k

n
, ( ) m

P AB
n

=  (произведение АВ

Заметим, что условная вероятность

событию В при условии, что А произошло
элементарных исходов, а наступление

наступление одного из k элементарных

( ) ( )AP AB P A P B= ,т. е. имеет место равенство

когда событие  В не зависит от событи
равенство (1.8) примет вид ( ) ( )P AB P A P B=

 более конкретное определениешироко
а именно: 

Говорят, что событие A не зависит
равенство (1.9). 

дальнейшем независимость A от B будет понима
равенства (1.9). 

Если случайное событие B не зависит

по условию ( ) ( ) ( )P AB P A P B P B P A= =

умножения вероятностей ( ) (P AB P B P A=

имеем ( ) ( )BP A P A= ,т. е. событие Aне
отношение независимостиявляется

дальнейшем мы можем говоритьпросто

множества А* и  В*, изо-
содержит kточек, 

содержится т точек; 
имеется п точек. По 

АВ изображается 

вероятность ( )A

k
P B

m
= ; 

произошло, благо-
наступление события А 

элементарных исходов. Так 

место равенство (1.8). 

события A ,имеем 
( ).P AB P A P B  
широкого поня-

зависит от B ,если 

пониматься как вы-

зависит от A ,то и A

( ) ( )P AB P A P B P B P A= = ;кроме 

) ( )BP AB P B P A . Поэто-
не зависит от B . 

независимостиявляется симметрич-
говоритьпросто о независи-
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Следствие 2.Нетрудно видеть, что если Aи B независимы, то 
независимы также события A  и B , Aи  B , A и B . 

Пример 1.8Изурны, состоящей 3 черных и 2 белых ша-
ра,извлекают последовательно (без возвращения) два шара. Со-
бытие Aсостоит в том, что первым будет взят белый шар, а со-
бытиеB-втом, что второй шар окажется черным. Найти вероятность 
произведения (т.е. совместного наступления) событий Aи B . 

Решение. В силу теоремы умножения вероятностей имеем 
( ) ( ) ( )AP AB P A P B= . 

Очевидно, что ( ) 2

5
P A = . Так как после извлечения белого шара в ур-

не осталось 4 шара (1 белый и 3 черных), то при этих условиях ве-

роятность извлечения черного шара ( ) 3

4AP B = . Итак, 

( ) 2 3 6 3

5 4 20 10
P AB = ⋅ = = . 

Пример 1.9 Какова вероятность выпадения двух гербов при 
двукратном бросании монеты? 

Решение.Пусть A - выпадение герба при первом бросании, а
B-выпадение герба при втором бросании; тогда 

( ) ( ) ( ) 1 1 1

2 2 4
P AB P A P B= = ⋅ = . 

Аналогично, применяя теорему умножения несколько раз, 
получаем: вероятность того, что приnбросаниях монеты герб вы-

падаетnраз, равна 1
.

2

n
 
 
 

 

Замечание.Считая ( ) 0,P A ≠  получим, 
( )

( ) .
( )A

P AB
P B

P A
=      (1.10) 

Пример 1.10 Все грани игральной кости заклеены непрозрачной 
бумагой: грани 1, 2, 3 – красной, грани 4, 5, 6 – черной. При бросании 
кости выпала черная грань. Какова вероятность того, что на этой гра-
ни стоит четное число? 

Решение. Очевидно, мы должны найти условную вероятность
( ),Ap B  где событиеBесть выпадение четного числа очков, а событие A

– выпадение числа очков, большего 3. Имеем: 
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2( ) 26( ) .
3( ) 3
6

A

P AB
P B

P A
= = =  

Для сравнения отметим, что безусловная вероятность события B 

(просто ( )P B ) равна 1 .2  

Пример 1.11 Из колод игральных карт наугад выбирают одну 
карту. Пусть событие A заключается в том, что вынутая карта являет-
ся «тузом», а события B – в том, что карта красной масти  («бубно-
вая» или «червовая»). Интуитивная ясно, что A не зависит от B (цена 
карты не зависит от масти). Проверим это подсчетом. Так как  

4
( ) ,

36
P A = 18

( ) ,
36

P B = 2
( ) ,

36
P AB =  

следовательно, события AиB независимы. 

В практических вопросах для установления независимостиодно-
го события от другого редко прибегают к проверке равенства (1.9). 
Обычно при этом довольствуются интуитивными соображениями. 
Так, например, если бросают подряд две монеты, то ясно,что выпаде-
ние той или другой стороны на одной монете не оказываетникакого 
влияния на условия бросания другой, и, значит, следующие два собы-
тия: выпадение герба на одной монете (событие A ) 
и выпадение герба на другой (событие B) - являются независимыми. 

Определение 3. Несколько событий называют попарно незави-
симыми,если каждые два из них независимы. 

Пример 1.12 Монета брошена 3 раза. Пусть , ,A B C- события, со-
стоящие в появлении герба соответственно в первом, втором и треть-
ем испытаниях. Ясно, что каждые два из рассматриваемых событий 
(т. е. Aи B , Aи C , Bи C ) — независимы.  

Таким образом, события ,A Bи C - попарно независимые. 
Определение 4. Несколько событий называют независимыми в 

совокупности, если каждое из них и любая комбинация остальных 
событий (содержащая либо все остальные события, либо часть из 
них) есть события независимые и для любой  комбинациииз них ве-
роятность произведения равна произведению вероятностей. 

Например,отсюда следует, что если каждое из них и любая ком-
бинация остальных событий (содержащая либо все остальные собы-
тия, либо часть из них) есть события независимые.Действительно, ес-
ли события 1 2,A A и 3A независимые в совокупности, то независимыми 
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являются события: 1A и 2A , 1A и 3A , 2A  и 3A , 1 2A A  и 3A , 1 3A A и 2A , 2 3A A и 

1A. 

Комментарий к определению 4.Если несколько событий неза-
висимы попарно, то отсюда еще не следует их независимость в со-
вокупности. В этом смысле требование независимости событий в со-
вокупности сильнее требования их попарной независимости. 

Привести пример, показывающий, что из попарной независимо-
сти событий A , B , Cне следует их независимость в совокупности. 

Теорема2(обобщенная теорема умножения вероятно-
стей).Вероятность произведения нескольких событий равна произве-
дению вероятности одного из них на условные вероятности всех ос-
тальных, причем вероятность каждого последующего события вы-
числяется в предположении, что все предыдущие события уже появи-
лись: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 1 2 11 2 1 2 3 ...... ...

nn A A A A A A nP A A A P A P A P A P A
−

= ⋅ ⋅ ,                   (1.11) 

где ( )
1 2 1... nA A A nP A

−
- вероятность события, вычисленная в предположении, 

что события 121 ,...,, −nAAA наступили. 
Теперь введем более широкое понятие независимости в сово-

купности, а именно: 
Определение 5. События 1 2, ,..., nA A Aназываются независимыми в 

совокупности, если выполняется следующее условие: каково бы ни 
было подмножество { }1 2, ,..., ki i i множеств { }1,2,...,n справедливо равен-
ство 

1 2 1 2
( ... ) ( ) ( )... ( )

k ki i i i i iP A A A P A P A P A=     (1.12) 

Пример 1.13Электрическая схема состоит из nпоследовательно 
соединенных блоков: 

 
Надежность (т.е. вероятность безотказной работы) каждого блока 
равна соответственно   Считая выходы из строя различных 
блоков независимыми событиями, найти надежность всей схемы в 
целом. 

Решение. Событие, заключающееся в исправной работе i-го 
блока, обозначим ; исправность схемы в целом обозначим A. Так как 
блоки собраны последовательно, то A имеет место в том и только в 
том случае, когда имеют место все iA . Поэтому 

1 2... ,nA A A A=  

1 2, , , .np p p…

iA
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откуда в силу независимости событий 1 2, ,..., nA A Aследует 

1 2 1 2( ) ( ) ( )... ( ) ... .n nP A P A P A P A p p p= =  
 

 
 
Таже самая задача для схемы из параллельносоединенных бло-

ков приводит к другому результату. В этом случае выход схемы из 
строя происходит лишь в том случае, когда выходят из строя все бло-
ки.   Это значит, что 

1 2... nA A A A=  
и, следовательно, 

1 2 1 2( ) ( ) ( )... ( ) (1 )(1 )...(1 ).n nP A P A P A P A p p p= = − − −  
Таким образом, надежность всей схемы оказывается равной 

1 2( ) 1 (1 )(1 )...(1 ).nP A p p p= − − − −  
Пример 1.14 Слово «лотос», составленное из букв-кубиков, рас-

сыпано на отдельные буквы, которые затем сложены в коробке. Из 
коробки наугад извлекаются одна за другой три буквы. Какова веро-
ятность того, что при этом появится слово «сто». 

Решение. Введем обозначение для событий: 
{ }1 первой извлечена буква ;A c= � �  

{ }2 второй извлечена буква т ;A = � �  

{ }3 третьей извлечена буква ;A о= � �  

{ }получилось слово сто .A= � �  
Очевидно, 1 2 3.A A A A= Имеем последовательно: 

11 1 2 1 2

1 1 1 1
( ) ; ( ) ( ) ( ) ;

5 5 4 20AP A P A A P A P A= = = ⋅ =  

1 21 2 3 1 2 3

1 2 1
( ) ( ) ( ) .

20 3 30A AP A A A P A A P A= = ⋅ =  

Итак, 
1

( ) .
30

P A =  
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3. Полная группа событий  
Определение. Полной группой называют систему 1 2, ,..., nA A Aпо-

парно несовместных событий, если появление в результате опыта од-
ного и только одного из них является достоверным событием. 

Пример 1.15Стрелок производит по мишени 2 выстрела. Сле-
дующие события 1A -{ }одно попадание ; 2A  -{ }два попадание ; 3A – { }промах

образуют полную группу. 
Для событий, образующих полную группу, имеет место сле-

дующая 
Теорема 3. Сумма вероятностей событий, образующих полную 

группу, равна единице: 

1 2( ) ( ) ... ( ) 1.nP A P A P A+ + + =  

Доказательство: Так как появление одного из событий полной 
группы достоверно, а вероятность достоверного события равна еди-
нице, то 1 2( ) 1.nP A A A+ +⋅⋅⋅+ = Так как любые два события полной груп-
пы несовместны, то по теореме сложения несовместных событий 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ... ( ) 1.n nP A A A P A P A P A+ +⋅⋅⋅+ = + + + =  
С помощью понятия полной группы событий можно дать другое 

определение противоположных событий. 
Противоположными событиями называют два события, об-

разующие полную группу. 
 На основании приведенной выше теоремы, сумма вероятностей 

противоположных событий равна единице: 
( ) ( ) 1.P A P A+ =  

Как правило, при рассмотрении противоположных событий веро-
ятность одного из них обозначают  p, а вероятность другого черезq. 

Таким образом, 1.p q+ =  
Пример 1.16Вероятность того, что день будет ясный равна 0,7. 

Найти вероятность того, что день будет дождливый. 
Решение. По условию 0,7p = . Тогда как 1 .q p= − т.е. 

1 0,7 0,3.q = − =  
Очень часто при решении задач на нахождение вероятности со-

бытия Aбывает удобно найти сначала  вероятность противоположно-
го события ,A  а затем вероятность искомого события по формуле: 

( ) 1 ( ).P A P A= −  
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Пример 1.17Студент из 50 экзаменационных вопросов знает от-
вет на 30 вопросов. Какова вероятность того, что из заданных ему на 
удачу 5 вопросов он знает ответ хотя бы на один вопрос? 

Решение.Обозначим  через  A событие,  заключающееся   в  том,   
что студент  знает  ответ хотя бы на   один вопрос. Тогда событие  A  - 
студент не знает ответа ни на один вопрос  -  противоположное собы-
тие.  Вероятность события A  легко находится по классическому оп-

ределению вероятности:
5
20
5
50

( ) .
m C

P A
n C

= = Тогда искомая вероятность 

5
20
5
50

( ) 1 ( ) 1 .
C

P A P A
C

= − = −  

4. Формула полной вероятности.Формула Байеса. 
Следствием основных теорем – теоремы сложения вероятностей 

и теоремы умножения вероятностей – является так называемая фор-
мула полной вероятности, а следствием теоремы умножения и фор-
мулы полной вероятности является так называемая теорема гипотез 
или формула Байеса. Этот пункт посвящается этим формулам. 

4.1.Одним из эффективных методов подсчета вероятностей яв-
ляется формула полной вероятности, с помощью которой решается 
широкий круг интересных задач.  

Теорема 4 (теорема о полной вероятности).Пусть nBBB ,...,, 21 — 
попарно несовместные,образующие полную группусобытия, имею-
щие соответственно вероятности 1 2( ), ( ),..., ( )nP B P B P B . Пусть событие A  
может наступить только вместе с одним из событий 1 2, ,..., nB B B , и

( ) ( ) ( )
1 2

, ,...,
nB B BP A P A P A  - условные вероятности события Aпри условии, 

что nBBB ,...,, 21 наступили. Тогда вероятность ( )P A  события A равна 

сумме произведений вероятностей событий nBна условные вероятно-
сти ( )

nBP A : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 21 2 ...

nB B n BP A P B P A P B P A P B P A= ⋅ + ⋅ + + ⋅  (1.12) 

Доказательство. По условию,  
( )1 2 ... nA B B B A+ + + = и 1 2 ... .nAB AB AB A+ + + =  

Применяя сначала теорему сложения, а затем теорему умножения ве-
роятностей, получим 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 ... nP A P AB P AB P AB= + + + =
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 21 2 ... .
nB B n BP B P A P B P A P B P A= ⋅ + ⋅ + + ⋅  

Формула  (1.12)  называется  формулой  полной  вероятности. 
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Пример 1.18Производится серия из четырех выстрелов по неко-
торому объекту. Вероятности попадания в цель одного, двух, трех и 
четырех снарядов заданы таблицей 

 

  1  2 3 4 

0,4 0,26 0,22 0,12 
 
 Вероятности    разрушения    объекта    при    условии    попада-

ния одного,  двух,  трех  и  четырех  снарядов  даны  в  таблице 
 

1 2 3 4 

0,5 0,7 0,8 0,99 
 
Найти  вероятность  разрушения   объекта. 

Решение. Первая таблица задает вероятности 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4, , ,P B P B P B P B , а вторая - вероятности

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 4

, , ,B B B BP A P A P A P A(событие iBсостоит в попадании в цель i  ( i

=1, 2, 3, 4) снарядов, событие A ={разрушение мишени}). По формуле 
(1.12) находим 

 ( )  0,4 0,5  0,26 0,7  0,22 0,8  0,12 0,99  0,6768P A = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = . 
 
4.2. Теперь приступаем к обсуждению формулы Байеса.  
Теорема 5 (теорема Байеса).Пусть события 1 2, ,..., ,nB B B  попарно 

несовместные,образующие полную группу и пусть событие Aможет 
наступить только вместе с одним из событий 1 2, ,..., nB B B  Известны ве-
роятности ( ) ( ) ( )1 2, ,..., nP B P B P B событий 1 2, ,..., ,nB B B  и условные вероят-
ности ( ) ( ) ( )

1 2
, ,...,

nB B BP A P A P A события Aпри условиях 1 2, ,..., nB B B . Извест-

но также, что событие A наступило. Тогда вероятности событий 

1 2, ,..., ,nB B B при условии, что событие Aнаступило, находятся по фор-
мулам 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 21 2

, 1,2,...,
...

i

n

i B
A i

B B n B

P B P A
P B i n

P B P A P B P A P B P A

⋅
= =

⋅ + ⋅ + + ⋅
.   (1.13)

 
 

Комментарии к теореме .  
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1) Вероятности ( )A iP B называются послеопытными (апостериор-

ными) вероятностями событий iB, а вероятности ( )iP B  — доопытными 
(априорными) вероятностями событий iB ). Эти вероятности различа-
ются, как будет видно из примеров. 

2) Знаменательв правой частиформулы(1.13)совпадает справой-
частью   формулы   (1.12) и равен   ( )P A , т.е. является формулой пол-
ной вероятности. 

3) События nBBB ,...,, 21 называются  часто гипотезами и формула 
(1.13) дает   вероятности   гипотезы iB ,   при   которой наступило   со-
бытие A . 

Доказательство.Согласно   теореме  умножения   вероятностей,   
имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ii A i i BP AB P B P A P B P A= ⋅ = ⋅ . 

Отсюда 

( ) ( ) ( )
( )

ii B
A i

P B P A
P B

P A

⋅
=                      (1.14) 

Подставляя в знаменатель правой части равенства (1.14) вместо 
( )P A правую часть формулы (1.12), получаем соотношение (1.13). 

Формулы (1.13) называются формулами Байеса (или формула-
ми гипотез). 

Пример 1.19Выход из строя прибора (событие A ) может быть 
вызван   одной из трех причин 321 ,, BBB , вероятности которых ( )1 0.7P B = , 

( )2 0.2P B = , ( )3 0.1P B = . При наличии этих причин выход прибора из 
строя происходит с вероятностями ( )

1
0.1BP A = , ( )

2
0.2BP A = , ( )

3
0.99BP A =

. Известно, что прибор вышел из строя. Найти вероятности ( )1AP B , 

( )2AP B , ( )3AP B . 
Решение.   Используя   формулы   (1.13),   получим 

( )1

0,7 0,1 0,07 7
;

0,7 0,1 0,2 0,2 0,1 0,2 0,13 13AP B
⋅= = =

⋅ + ⋅ + ⋅
 

( )2

0,2 0,2 0,04 4
;

0,7 0,1 0,2 0,2 0,1 0,2 0,13 13AP B
⋅= = =

⋅ + ⋅ + ⋅
 

( )3

0,1 0,2 0,02 2
.

0,7 0,1 0,2 0,2 0,1 0,2 0,13 13AP B
⋅= = =

⋅ + ⋅ + ⋅
 

  Из результатов вычислений видно, что апостериорные вероят-
ности  отличаются от априорных. 

Задачи для самостоятельного решения 
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1. Отдел технического контроля проверяет изделие на стандартность. 
Вероятность того, что изделие стандартное, равно 0.9. Найти веро-
ятность того, что из двух проверенных изделий только одно стан-
дартное. 

2. Студент разыскивает нужную ему формулу в трех справочниках. 
Вероятности того, что формула содержится в первом, втором и 
третьем справочнике равны 0.6, 0.7 и 0.8 соответственно. Найти ве-
роятность того, что формула содержится: а) только в одном спра-
вочнике; б) только в двух справочниках; в) во всех справочниках. 

3. Студент знает 20 вопросов из 25. Найти вероятность того, что из 
наудачу заданных ему 3 вопросов он ответит на все три. 

4. Из партии изделий товаровед отбирает изделия высшего сорта. Ве-
роятность того, что наудачу взятое изделие окажется высшего сор-
та равна 0.8. Найти вероятность того, что из 5 взятых изделий 3-
высшего сорта. 

5. В первом ящике содержится 4 белых и 8 красных шаров. Во втором 
ящике 10 белых и 6 красных. Из каждого ящика взято по одному 
шару. Найти вероятность того, что оба взятых шара белого цвета. 

6. В цехе работают 7 мужчин и 8 женщин. По табельным номерам 
наудачу отобрано три человека. Какова вероятность того, что все 
отобранные лица окажутся женщинами? 

7. В первом ящике 5 белых и 10 черных шаров. Во втором ящике 10 
белых и 5 черных шаров. Из каждого ящика взято по одному шару. 
Какова вероятность того, что хотя бы один из взятых шаров белый? 

8. Вероятность того, что в течение смены станок выйдет из строя рав-
на 0,05. Найти вероятность того, что в течение трех смен станок бу-
дет работать исправно. 

9. Монета бросается до первого выпадения герба. Найти вероятности 
того, что число бросаний монеты будет четным числом. 

10. Три исследователя независимо друг от друга производят измере-
ния некоторой физической величины. Вероятность того, что пер-
вый исследователь допустит ошибку при считывании показаний 
прибора равна 0.1. Для второго и третьего эта вероятность равна 
0.15 и 0.2соответственно. Найти вероятность того, что при одно-
кратном измерении хотя бы один из исследователей допустит 
ошибку. 

11. Только один из n ключей подходит к данной двери. Найти вероят-
ность того, что придется опробовать ровно k ключей (k n≤ ) для от-
крывания данной двери. 
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12. Электрическая цепь состоит из трех соединенных последовательно 
элементов, работающих независимо друг от друга. Вероятность вы-
хода из строя первого, второго и третьего элемента равна 0.1, 0.15, 
0.2соответственно. Найти вероятность того, что тока в цепи не бу-
дет. 

13. Вероятность успешного выполнения упражнения для каждого из 
двух спортсменов равна 0.5. Спортсмены выполняют упражнения 
по очереди, причем каждый делает по две попытки. Выполнивший 
упражнение первым получает приз. Найти вероятность получения 
приза спортсменами. 

14. Вероятность хотя бы одного попадания стрелком в мишень при 
трех выстрелах равна 0.875. Найти вероятность попадания при од-
ном выстреле. 

15. Вероятность хотя бы одного попадания в цель при четырех вы-
стрелах равна 0.9984. Найти вероятность попадания в цель при од-
ном выстреле. 

16. Студент может доехать до института или автобусом,  который хо-
дит через каждый 20 минут или маршрутным такси, который ходит 
через каждые 30 минут. Какова вероятность того, что студент, по-
дошедший к остановке, уедет в течение ближайших пяти минут ? 

17. Монета бросается до тех пор, пока два раза подряд не выпадет од-
ной и той же стороной. Найти вероятности следующих событий:  

а) опыт кончится до шестого бросания;  
б) потребуется четное число бросаний. 
18. В читальном зале имеется 15 учебников, из которых 5 в переплете. 

Найти вероятность того, что из трех взятых наугад учебников хотя 
бы один окажется в переплете. 

19. За некоторый промежуток времени амеба может погибнуть с веро-
ятностью 1/4, выжить с вероятностью 1/4 и разделиться на две с ве-
роятностью 1/2. В следующем таком же «происхождении» проис-
ходит то же самое. Сколько амеб и с какими вероятностями может 
существовать к концу второго промежутка времени? 

20. В семье двое детей. Считая, что рождение мальчика и девочки- не-
зависимые и равновероятные события, выяснить вероятность  того, 
что оба ребенка- мальчики, если известно, что в семье есть маль-
чик.    

21. Тетраэдр, три грани которого окрашены соответственно в крас-
ный, желтый и синий цвета, а четвертая грань, содержит все три 
цвета, бросается наудачу на плоскость. Событие ,K Gи Sсостоят в 
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том, что тетраэдр упал на грань, содержащую соответственно крас-
ный, желтый либо синий цвет. Доказать, что указанные события 
попарно независимы, но не являются независимыми в совокупно-
сти.  

22. Из 100 студентов, находящихся в аудитории, 50 человек знают 
английский; 40 французский; 35 немецкий. Английский и француз-
ский язык знают 20 студентов, английский и немецкий 8, француз-
ский и немецкий 10. Все 3 языка знают 5 человек. Один из студен-
тов вышел из аудитории. Из следующих событий: 

E ={вышедший знает английский}, D={вышедший знает немецкий}, 
F ={вышедший знает французский}. 
а) указать все пары независимых событий. 
б) установить, являются ли событие ,E F иD независимыми в совокуп-

ности. 
23. Известно, что 5% всех мужчин и 0.25% всех женщин - дальтоники. 

На обследование прибыло одинаковое число женщин и мужчин. 
Наудачу выбранное лицо оказалось дальтоником. Какова вероят-
ность того, что это мужчина? 

24. Из урны, содержащей 6 белых и 4 черных шаров, наудачу и после-
довательно извлекают по одному шару до появления черного шара. 
Найти вероятность того, что придется производить четвертое из-
влечение, если выборка производится: а) с возвращением; б) без 
возвращения:  

25. В первой урне 10 шаров, из них 8 белых. Во второй урне 20 шаров, 
из них 4 белых. Из каждой урны наудачу взято по одному шару, за-
тем из этих двух шаров снова наудачу взят один шар. Найти вероят-
ность того, что этот шар оказался белым. 

26. Вероятности того, что во время работы электронной машины про-
изойдет сбой в арифметическом устройстве, в оперативной памяти, 
в остальных устройствах относятся как 3:2:5 . Вероятности обна-
ружения сбоя в арифметическом устройстве, в оперативной памяти 
и в остальных устройствах равны 0.8, 0.9 и 0.9соответственно. Най-
ти вероятность того, что возникший в машине сбой будет обнару-
жен.  

27. Число грузовых машин, проезжающих по шоссе, на котором стоит 
бензоколонка, относится к числу проезжающих по этому шоссе 
легковых автомобилей как 3:2. Вероятность того, что будет заправ-
ляться грузовая машина равна 0.1; для легковой машины эта веро-
ятность равна 0.2. К бензоколонке подъехала для заправки машина. 
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Найти вероятность того, что это грузовая машина. 
28. В специализированную больницу поступают в среднем 50% боль-

ных с заболеванием �, 20% с заболеванием �, 30% с заболеванием
L . Вероятность полного излечения болезни равна 0.7, для болез-
ней L иM эти вероятности равны соответственно 0.8 и 0.9. Больной, 
поступивший в больницу, был выписан здоровым. Найти вероят-
ность того, что этот больной страдал заболеванием K . 

29. Произведено 3 одиночных выстрела по самолету. Вероятность по-
падания при первом выстреле 0.5; при втором 0.6; при третьем 0.8. 
Вероятность сбить самолет при одном попадании равна 0.3; при 
двух попаданиях 0.6. Найти вероятность того, что в результате трех 
выстрелов самолет будет сбит, если для вывода самолета из строя 
достаточно трех попаданий. 

30. Продукция, изготавливаемая в цехе, проверяется 2 контролерами. 
Вероятность того, что деталь попадет на проверку к первому кон-
тролеру равна 0.6; ко второму контролеру 0.4. Вероятность принять 
качественную деталь за бракованную равна для первого контролера 
0.06, для второго контролера эта вероятность 0.02. Среди забрако-
ванных деталей оказалась качественная. Найти вероятность того, 
что она проверялась первым контролером. 

31. В первой урне 5 белых и 10 черных шаров. Во второй 3 белых и 7 
черных шаров. Из второй урны в первую переложили один шар, а 
затем первой урны вынули наугад один шар. Найти вероятность то-
го, что вынутый шар – белый. 

32. В первой урне 1 белый и 2 черных шара, во второй – 100 белых и 
100 черных шаров. Из второй урны переложили в первую один 
шар, а затем из первой урны вынули наугад один шар. Какова веро-
ятность того, что вынутый шар ранее находился во второй урне, ес-
ли известно, что он белый. 

33. В двух корзинах находятся яблоки. В первой 20 штук, из них 5 по-
врежденных, во второй 30 штук, из них 6 поврежденных. Из науда-
чу выбранной корзины взяли яблоко. Какова вероятность того, что 
яблоко не повреждено? 

34.  Среди поступающих на сборку деталей с первого станка 0.1% 
бракованных, со второго 0.2%, с третьего 0.25%, с четвертого 0.5%. 
Из производительности относятся как 4:3:2:1соответственно. Взя-
тая наудачу деталь оказалась стандартной. Найти вероятность того, 
что она изготовлена на третьем станке.  

35. Прибор установленный на борту самолета, может работать в двух 

K
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режимах: в условиях нормального крейсерского полета и в услови-
ях перегрузки при взлете и посадке. Крейсерский режим полета 
осуществляется в 80% всего времени полета, условия перегрузки в 
20% . Вероятность выхода прибора из строя за время полета в нор-
мальном режиме равна 0.1, в условиях перегрузки 0.4. Вычислить 
надежность прибора за время полета. 

36. При переливании крови надо учитывать группу крови донора и 
больного. Человеку, имеющему четвертую группу крови, можно 
перелить кровь любой группы; человеку со 2 или с 3 группой крови 
можно перелить кровь либо той же группы, либо первой;  человеку 
с 1 первой группой крови можно перелить только 1 группу кро-
ви.Среди населения 33.7% имеют 1 группу; 37.5% – 2 группу; 
20.9% – 3 группу; и 7.9% – 4 группу крови. Найти вероятность того, 
что случайно взятому больному можно перелить кровь случайно 
взятого донора. 

37. В коробке находятся две неотличимые по внешнему виду и по ве-
су игральные кости: одна правильная, с одинаковыми вероятностя-
ми выпадения всех шести цифр при случайном подбрасывании, 
другая-неправильная, с неравномерным распределением массы по 
объему. При случайном подбрасывании неправильной игральной 
кости шестерка появилась с вероятностью 1

3 , единица с вероятно-

стью 1
9 , остальные цифры выпадают с одинаковой вероятностью. 

Наудачу извлеченная из коробки игральная кость была подброше-
на, и в результате выпало 6 очков. Найти вероятность того, что бы-
ла подброшена правильная игральная кость.  

38. В  группе из 25 человек, пришедших сдавать экзамен по теории 
вероятностей, имеется 10 отличников, 7 подготовленных хорошо, 5 
удовлетворительно и 3 человека плохо подготовлены. Отличники 
знают все 25 вопросов программы, хорошо подготовленные – 20, 
подготовленных удовлетворительно – 15, и плохо подготовленные 
знают  лишь 10 вопросов. Вызванный наудачу студент ответил на 
два заданных вопроса. Найти апостериорные вероятности гипотез: 

1H ={студент подготовлен отлично или хорошо}, 2H ={студенты под-
готовлены удовлетворительно}, 3H ={ студент подготовлен плохо}.    
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§1.4 ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ НЕЗАВИСИМЫХИС-
ПЫТАНИЙ. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ В СХЕМЕ БЕР-

НУЛЛИ 

При практическом применении теории вероятностей часто при-
ходится встречаться с задачами, в которых одно и то же испытание 
или аналогичные испытания повторяются неоднократно. В результате 
каждого испытания может появиться или не появиться некоторое со-
бытие A , причем нас интересует не результат каждого отдельного ис-
пытания, а общее число появлений события A  в результате испыта-
ний. Например, если производится серия выстрелов по одной и той 
же цели, нас, как правило, интересует не результат каждого выстрела, 
а общее число попаданий. Такие задачи рассматриваются на этой и  
следующей лекциях. Оказывается при определенных условиях они 
решаются весьма просто. 

 
1. Последовательность независимых испытаний (Схема Бер-

нулли). 
 Пусть производится серия из  n испытаний, в каждом из кото-

рых событие A  может наступить, а может и не наступить. Пусть при 
этом выполнено следующее условие: вероятность p наступления со-
бытия A в каждом испытании постоянна, т.е. не зависит ни от номера 
испытания, ни от результатов предыдущих испытаний. 

Это условие означает, что последовательность испытаний неза-
висима (вероятность pне зависит от результатов предыдущих испы-
таний). 

Определение. Последовательность испытаний, удовлетворяю-
щих указанному условию, называется последовательностью незави-
симых испытаний (или схемой Бернулли) относительно события A . 
Схема Бернулли полностью определяется двумя числами - натураль-
ным числом n , означающим количество испытаний, и числом p  (
0 1p< < ), означающим вероятность наступления события A в одном 
испытании (безразлично, в каком по счету). 

Примеры.Следующие серии опытов представляют собой кон-
кретные модели схемы Бернулли: 

   1) Монету подбрасывают nраз;  вероятность появления герба в 
одном испытании  есть 1

2p = . 
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2) Производят nвыстрелов по мишени. Предполагается, что  ве-
роятность  попадания  в  мишень  при  каждом  выстреле постоянна  и  
равна p . 

Отметим, однако, что если в процессе стрельбы стрелок при-
стрелялся и стал лучше поражать мишень, то такая последователь-
ность испытаний не является схемой Бернулли. 

3)  Из кучи зерна отбирают nзерен для проверки их на всхо-
жесть. Вероятность того, что каждое зерно при проверке  дает поло-
жительный результат, постоянна  (так будет, например, в том случае, 
когда куча зерна большая, а   зерна отбирают наугад  после  переме-
шивания). 

В связи со схемой Бернулли рассматривают такие задачи: 
1. Найти вероятность ( )nP k  того, что в серии из nиспытаний со-

бытие A  наступит ровно k раз. Решение этой задачи дает формула 
Бернулли.    

2. Найти вероятность 1 2( , )nP k k  того, что в серии из nиспытаний ко-
личество  k  наступлений события A будет находиться в пределах  

1 2k k k< < . 
3. Решить задачу 1 для больших чисел nи k(формула Бернулли, 

дающая решение задачи 1, неудобна для вычислений при больших nи 
k ). Задача 3 решается с помощью локальной теоремы Муавра- Лапла-
са. 

4. Решить задачу 2 для больших чисел 1 2, ,n k k  (формула Бернулли 
мало пригодна для вычислений 1 2( , )nP k k при больших 1 2, ,n k k ). Задача ре-
шается с помощью интегральной теоремы  Муавра-Лапласа. 

 
2. Формула Бернулли.  
Теорема 1. Вероятность ( )nP k того, что в последовательности из 

nиспытаний в схеме Бернулли событие Aнаступит ровноk раз, выра-
жается формулой 

( ) k k n k
n nP k C p q −=  

где !

!( )!
k
n

n
C

k n k
=

−
число сочетании из n элементов по k ; p — вероят-

ность наступления события A в одном испытании; 1q p= − – вероят-
ность ненаступления события Aв одном испытании. 

Доказательство. Рассмотрим последовательность из k  плюсов и 
n k−  минусов, расположенных в произвольном, но фиксированном 
порядке. Каждая такая последовательность задает событие при «n -
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кратном испытании в схеме Бернулли: знак «+» или «-» на k-м месте 
последовательности означает наступление или ненаступление собы-
тия A  при k-м испытаниисоответственно. Вероятность такого события 
(расположение k  плюсов и n k−  минусов в произвольном, но фикси-
рованном порядке) в силу теоремы умножения вероятностей равна 

knkqp −  и не зависит от порядка плюсов и минусов в рассматриваемой 
последовательности. При этом последовательности с различным рас-
положением kплюсов и n k− минусов определяют различные попарно 
несовместные события. Количество таких последовательностей из k  
плюсов и n k−  минусов равно числу сочетаний из nэлементов по k . 
Действительно, последовательность будет полностью определена, ес-
ли из множества номеров{ }1,2,...,n выбрано k  номерови плюсы в по-
следовательности  поставлены на места с номерами из  
выбранного множества.  
 

Отсюда по теореме сложения вероятностей получаем 
( ) k k n k

n nP k C p q −= , 

где, как известно, число сочетаний из n элементов по k  выражается 
формулой 

!

! ( )!
k
n

n
C

k n k
=

⋅ −
 . 

(их называют биномиальными коэффициентами). 
Пример 1.20Найти вероятность того, что при 10-кратном броса-

нии монеты выпадет ровно 3 герба. 

Решение. Здесь 
1

10, 3,
2

n k p= = = . Согласно формуле Бер-

нулли, получим 

( )
3 7 10

3
10 10

1 1 10 9 8 1 120
3

2 2 1 2 3 2 1024
P C

⋅ ⋅     = = =     ⋅ ⋅     
. 

 
Пример 1.21 Пусть вероятность поражения мишени при одном 

выстреле равна 1
3

. Найти вероятность того, что из 6 выстрелов три 

поразят мишень. 

Решение.Используя  формулу  Бернулли  при  6,n = 3k = , 
1

3
p = , 

2

3
q = ,   находим 



44 

 

( )
3 3

3
6 6

1 2 6 5 4 8 160
3

3 3 1 2 3 729 729
P C

⋅ ⋅   = = ⋅ =    ⋅ ⋅   
  . 

Пример 1.22  Пусть вероятность того, что взятое наудачу из ку-
чи зерно окажется всхожим, равна 0,9.  Какова вероятность того, что 
из 7 отобранных зерен ровно 5 окажутся всхожими? 

Решение. Имеем 

( ) 5 5 2
7 7

7 6 5 4 3
5 0,9 0,1 21 0,0059049 0,124.

1 2 3 4 5
P С

⋅ ⋅ ⋅ ⋅= ⋅ = = ⋅ =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 

Пример 1.23 В схеме Бернулли, связанной с бросанием монеты, 
вычислить вероятности ( )10P k , где 0,10k = , (т. е. вероятности того, что 
в 10 испытаниях герб выпадет ровно k раз). 

 
 

 
Рис.1     Рис.2 

Решение. Используя формулу Бернулли при 
1

2
p q= = , 

0,1,2,...,10k = , получим  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )10 10 10 10 10

1 10 45 120 210
10 , 1 , 2 , 3 , 4 ,

1024 1024 1024 1024 1024
P P P P P= = = = =

( ) ( ) ( ) ( ) ( )10 10 10 10 10

252 210 120 45 10
5 , 6 , 7 , 8 , 9 ,

1024 1024 1024 1024 1024
P P P P P= = = = =

( )10

1
10

1024
P = . 

Результаты вычислений иллюстрирует (рис.1), из которого вид-
но, что наибольшей из вероятностей ( )10P k  является ( )10 5 0,25P ≈ . 
Сравнительно велики и значения ( )10 4P  и ( ) ( )10 6 0,21P ≈ ; в то же 
время «крайние» значения k дают ( ) ( ) 001,0100 1010 ≈= PP . 

Обратим внимание на характерный вид изображенной на (рис. 1) 
ломаной, имеющей пик в точке 5k = . В дальнейшем нам часто  при-
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дется иметь дело с кривой 
2

2
1

2

x

y e
π

−
=   (рис.2). Она называется гаус-

совой кривой (или кривой нормального распределения) и играет ис-
ключительно важную роль в теории вероятностей. 

Тот факт, что ломаная на (рис. 1) и кривая на (рис. 2) имеют зна-
чительное сходство, не случаен. Причины этого явления раскрывают-
ся локальной теоремой Муавра-Лапласа. 

Для вычисления вероятностей ( )1 2,nP k k  того, что в схеме Бер-
нулли из n испытаний количествоmнаступлений события Aбудет на-
ходиться в пределах 1 2k m k≤ < , можно использовать формулу 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2, 1 ... 1n n n nP k k P k P k P k= + + + + − .                      (1.15) 
Событие, о котором идет речь, является суммой попарно несо-

вместных событий 1 1 2( , 1,..., 1)iB i k k k= + − , состоящих в том, что в n
испытаниях событие A наступит ровно iраз; затем, используя теоре-
му сложения вероятностей, получаем формулу (1.15). 

      В частности, вероятность того, что в n испытаниях событие 
наступит: а) менее k  раз; б) более k  раз; в) не менее k  раз; г) не более 
k  раз, находят соответственно по формулам:  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 1 ... 1 ;

1 2 ... ;

n n n

n n n

P P P k

P k P k P n

+ + + −

+ + + + +
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 ... ;

0 1 ... .

n n n

n n n

P k P k P n

P P P k

+ + + +

+ + +
 

 
3. Наивероятнейшее число появлений события в независи-

мых испытаниях. Число 0k  (наступления события в независимых 
испытаниях, в каждом из которых вероятность появления события 
равна p ) называют наивероятнейшим, если вероятность того, что со-

бытие наступит в этих испытаниях 0k  раз, превышает (или, но край-
ней мере, не меньше) вероятности остальных возможных исходов ис-
пытаний. 

Наивероятнейшее число 0k определяют из двойного неравенства  

0np q k np p− ≤ ≤ + , 
причем: 

а) если число np q− -дробное, то существует одно наивероят-

нейшее число 0k ; 
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б) если число np q− – целое, то существует два наивероятней-

ших числа, а именно: 0k  и 0 1k + ; 

в) если  число  np- целое,  то  наивероятнейшее  число 0k np= . 
 
Пример 1.24 Испытывается каждый из 15 элементов некоторого 

устройства. Вероятность того, что элемент выдержит испытание, рав-
на  0,9.  Найти   наивероятнейшее   число элементов, которые выдер-
жат испытание. 

Решение. По условию, 15n = , 0,9p = , 0,1q = . Найдем наи-

вероятнейшее число 0k  из двойного неравенства 

0np q k np p− ≤ ≤ + . 
Подставив данные задачи, получим 

15·0,9 – 0,1≤ 0k < 15·0,9 + 0,9, или 13,5< 0k < 14,4. 
Так как k0 - целое число и поскольку между числами 13,4 и 14,4 

заключено одно целое число, а именно 14, то искомое наиве-
роятнейшее число  0 14k = . 

Пример 1.25 Найти наивероятнейшее число появления герба в 
задаче 2.4. 

Решение.np q− = 10· 0,5 – 0,5 = 4,5 – дробное число; существует 

одно наивероятнейшее число 0k . Имеем 04,5 5,5k≤ ≤ . Следовательно, 

0 5k = . Нетрудно заметить, что расчеты проведенные в п.2. это под-
тверждает, т.е., наибольшей из вероятностей ( )10P k является 

( )10 5 0,25P ≈ .  
4. Полиномиальная схема. Более сложная схема с n  независи-

мых испытаний получается, когда при каждом испытании возможно 
появление одного из  r попарно несовместных 1 2, ,..., rA A A  исходов

1 2( ).rA A A+ +⋅⋅⋅++ =Ω  Пусть 1 2, ,..., rp p p− вероятности этих исходов, тогда

1 2 1.rp p p+ +⋅⋅⋅+ = Полагая 1 2( , ,..., )n rP m m m − вероятность того, что 1A про-

изошло ровно 1m раз, 2A  произошло ровно 2m раз, и т.д., rA  произошло 

ровно rm  раз (нетрудно убедиться, что 1 2 1rm m m+ +⋅⋅⋅+ =  ) имеем 
1 2

1 2 1 2
1 2

!
( , ,..., ) . ... .

! !..... !
rm m m

n r r
r

n
P m m m p p p

m m m
=     (1.16) 

Формула (1.16) носит называние полиномиальной; описанная схема 
независимых испытаний с r   исходами также называется полиноми-
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альной. При 2r =  эта схема превращается в биномиальную схему 
Бернулли. 

5. Предельные теоремы в схеме Бернулли 
Формула  Бернулли ( )nP k = k

nС kp n kq − , выражающая ( )nP k  через n  и p

в схеме Бернулли, становится неудобной при большихn : в этом слу-
чае затруднение вызывает вычисление  k

nС . 
5.1. Существует удобный в практическом отношении способ вы-

числения вероятностей ( )nP k  - приближенный, но достаточно точный 
при больших n . Его описание дано в следующей теореме. 

Теорема 2 (локальная теорема Муавра - Лапласа). Пусть pот-
делена от нуля и от единицы. Тогдапри больших значениях nв схеме 
Бернулли справедливо приближенное равенство 

( ) ( )1
nP k x

npq
ϕ≈ ⋅ ,                                            (1.17) 

где  
k np

x
npq

−=  ,  а ( )
2

21

2

x

x eϕ
π

−
= .                                             

Комментарии к теореме 2. 
 1) Локальная теорема Муавра-Лапласа является глубоким мате-

матическим фактом, ее доказательство связано с использованием не-
тривиальных и тонких построений. 

 2) Функция  ( )xϕ ,упоминаемая в  теореме, затабулирована: таб-
лицы значений этой функции приведены в каждом учебнике по тео-
рии вероятностей. Эта функция четная; ее график называется нор-
мальной или   гауссовой   кривой и  изображен на   (рис. 1.4). 

 

 
Рис. 1.4 

 
 3) Заметим,  что ( )nP k  стремится    к    нулю    при   n → ∞ . 

Наибольшая   из   вероятностей ( )nP k  достигается при  k np≈ (k - бли-
жайшее к  n p целое  число).   В   этом   случае 
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( ) ( )1 1 1

2
nP k x

npq npq
ϕ

π
≈ ⋅ = . 

Пример 1.26Вычислить вероятность того, что при 100-кратном 
бросании монеты герб выпадет: а) ровно 50 раз; б) ровно 60 раз. 

 Решение.а) Здесь 100n = , 50k = , 0,5p = , 0,5q = . Используя форму-
лу   (1),  получим    

( )100 50P =
1

( ) ( )
100 0,5 0,5

х хϕ ϕ=
⋅ ⋅

·
5

1
,  где x= 

50 0,5 100
0

100 0,5 0,5

− ⋅ =
⋅ ⋅

.  

Следовательно, ( )100 50P =
1

5
ϕ⋅ (0)= 

1

5
⋅0,3989=0,079 (значение (0)ϕ  най-

дено по таблице, см. приложение 1) 

б) Аналогично находим ( )100

1
60 ( )

5
P xϕ= , где x=

5,0,0100

1005,060

⋅⋅
⋅−

 =
5

10
=2. 

Таким образом, ( )100

1 1
60 (2) 0,0540 0,0108

5 5
P ϕ= = ⋅ = . 

 Из   формулы   (1.17)   вытекает,   что   график   функции   ( )nP k  

приближенно  совпадает  с графиком  функции ( )f x =
( )х

npq

ϕ
,  где 

,
k np

x
npq

−= k -целое число. Это означает, что график функции ( )nP k  

приближенно совпадает с гауссовской кривой  ( ) 1

2
y xϕ

π
= =

2

2

x

e
−

, 

сдвинутой вправо на n p  и сжатой по вертикали в npqраз, При чем 

график ( )nP k  обладает характерной чертой - наличием пика  в точке 
k np≈  (рис. 1.4). В учебниках по теории вероятностей можно встре-
тить более строгую формулировку локальной теоремы Муавра - Лап-
ласа. 

5.2. Вычисление вероятностей ( )1 2,nP k k в схеме Бернулли по фор-

муле ( )nP k = k
nC kp = n kq −   при больших nявляется еще более затрудни-

тельным, чем использование формулы Бернулли для вычисления 
( )nP k . Заметим, что в практическом отношении вероятности ( )1 2,nP k k  

имеют большее значение, чем ( )nP k . Действительно, при больших n

часто бывает не столь существенным знать то обстоятельство, что со-
бытие A произойдет ровноk раз, но важно знать, что количество на-
ступлений этого события будет находиться в заданных пределах. Так, 
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при проверке семян на всхожесть не столь важно знать, что из вы-
бранных 1000 семян ровно 907 окажутся всхожими, но важно знать, 
что всхожесть семян находится в пределах от 900 до 950. 

Как   отмечалось  выше, вероятности ( )nP k  при больших nмалы. 

Вероятности ( )1 2,nP k k  могут быть сколь угодно близки к единице. 
Удобный приближенный способ вычисления вероятностей 

( )1 2,nP k k  в схеме Бернулли дает следующая теорема. 
Теорема 3 (интегральная теорема Муавра - Лапласа). Пусть p

отделена от нуля и от единицы. Тогда прибольших значениях n в 
схеме Бернулли имеет место приближенное равенство 

( )1 2,nP k k ≈ ( ) ( )/ /
2 1 ,k kΦ − Φ                               (1.18) 

где  / 1
1

k np
k

npq

−=   ,      / 2
2

k np
k

npq

−=    ,  ( )
2

2

0

1

2

х x

x e dx
π

−
Φ = ∫ .                                            

 
 
Комментарии к теореме 3. 
1) Функция ( )xΦ называется функцией Лапласа; она табулирова-

на. Таблицы функции ( )xΦ даны в каждом учебнике по теории веро-
ятностей. Эта функция нечетная. 

2) Отметим, что  
( ) 0xΦ = , ( )1 0,3413Φ = , ( )2 0,4772Φ = , ( )3 0,4986Φ = , ( ) 0,5Φ ∞ = . 

Таким образом, если в формуле (1.18) положить /
2 3k = , /

1 3k = − , то 
получим ( )1 2,nP k k =0,9973. 

Замечание. Часто в практических задачах когда p  отделена 
от 0 и  1требуется, чтобы 10npq> . 

Существует более строгая формулировка интегральной теоремы 
Муавра - Лапласа. 

Пример 1.27Вычислить вероятность того, что при 100-кратном 
бросании монеты количество гербов будет находиться в следующих 
пределах: а)[45;55]; б) [40;60]; в)[35;65]. 

Решение.  Здесь  0,5p = ,  0,5q = ,  100n = ,   100.0,5.0,5npq= =5. 

а) /
1k = 

45 50

5

−
  =-1, /

2k =
55 50

5

−
 =1;  100(45,55) (1) ( 1) 2 (1) 0,6826P = Φ − Φ − = Φ =

. 

б) /
1k  =

40 50

5

−
 =-2,  /

2k  = 
60 50

5

−
 =2; 100(40,60) (2) ( 2) 2 (2) 0,9545P = Φ − Φ − = Φ = . 
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в) /
1k =

35 50

5

−
 =-3;  /

2k = 
65 50

5

−
 =3; 100(35,65) (3) ( 3) 2 (3) 0,9973P = Φ − Φ − = Φ = . 

Из результатов вычислений видно, что вероятности рассматри-
ваемых событий достаточно велики, в особенности последняя веро-
ятность, равная 0,9973. 

      События, имеющие большую вероятность, называются прак-
тически достоверными. 

     В этом случае считается, что в результате опыта событие                                          
обязательно наступит. Насколько должна быть велика вероятность, 
чтобы событие считать практически достоверным? Это зависит от ха-
рактера задачи: в любой ли  задаче возможна замена случайного со-
бытия практически достоверным? Это зависит от характера задачи: 
во всякой задаче замена случайного события практически достовер-
ным содержит «элемент риска». Ясно, что в различных условиях до-
пустимый риск различен. Все же часто останавливаются на вероятно-
сти 0,9973. Мы также примем за определение практически достовер-
ного события такое случайное событие, вероятность которого не 
меньше, чем 2Ф(3)= 0,9973. 

5.3.  Рассмотрим схему Бернулли   с   большим   количеством  n   
испытаний;  обозначим через  σ    число npq .  Из   интегральной   
теоремы   Муавра - Лапласа   вытекает,   что 

( )3 , 3 0,9973nP np npσ σ− + = .                                 (1.19) 

Действительно, при 1 3k np σ= − , 2 3k np σ= + имеем /
1 3k = − , /

2k  = 3 и                            

1 2( , ) (3) ( 3) 2 (3) 0,9993nP k k ≈ Φ − Φ − = Φ = . 
Формула (1.19) позволяет для каждой схемы Бернулли указать 

интервал ( )1 2,k k  такой, что количество наступлений события Aпри-
надлежит этому интервалу с вероятностью 0,9973; иными словами, 
событие 1 2k m k≤ < практически достоверно. Формула (1.19) называ-

ется правилом «трех сигм», а интервал 1 2( , )k k , где 1k np= − 3 npq  , 

2k np= + 3 npq - трехсигмовым интервалом. 
Заметим, что трехсигмовый интервал оказывается удивительно 

узким. Если любому здравомыслящему человеку, не знакомому с 
теорией вероятностей, предложить угадать интервал, в который с 
практической достоверностью попадет количество наступлений со-
бытий при последовательных испытаниях, то, как правило, в ответе 
будет дан гораздо более широкий интервал. 
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Пример 1.28Некоторая система состоит из 10000 (независимых) 
элементов. Вероятность выхода из строя одного элемента равна 0,5. 
Пустьn— количество вышедших из строя элементов системы. Найти 
трехсигмовый интервал. 

Решение. Имеем n =10000, 0,5p = , 0,5q = , σ = 10000.0,5.0,5 50= , 

1 3 500 150k np σ= − = − , 2 3 500 150k np σ= + = + . Итак, с вероятностью 
0,9973 можно утверждать, что количество вышедших из строя эле-
ментов находится в пределах 5000+150 (событие практически дос-
товерное). 

В частности, если взять запас в 5000 элементов для замены вы-
шедших из строя, то в 50% случаев этого запаса не хватит. Если же 
увеличить этот запас всего на 3%, т. е. взять 5150 элементов, то его 
хватит наверняка (т. е. с вероятностью большей, чем 0,9973). Оценка 
трехсигмового интервала этого примера «на глаз», («по здравому 
смыслу») приводит, как правило, к большому преувеличению истин-
ного значения. 

С помощью интегральной теоремы Муавра - Лапласа можно по-
яснить, почему и в каком смысле вероятность p события Aв одном 

испытании совпадает (приближенно) с частотой m

n
наступления со-

бытия A в n испытаниях. Действительно, с вероятностью 0,9973 вы-
полняется неравенство 3 3np npq m np npq− < < + , откуда после деле-
ния всех его частей на nполучим 

3 3
pq m pq

p p
n n n

− ≤ < + . 

Так как 3 ∞→
n

pq
 приn→∞, то частота 

n

m
с практической досто-

верностью при большихn как угодно мало отличается от p . 
Следствие. Используя интегральную теорему Муавра-Лапласа, 

легко можно получить вероятность отклонения относительной часто-
ты от постоянной вероятности в n независимых испытаниях в более 
общем случае, т.е. формулу 

2
m n

P p
n pq

ε ε
  − ≤ ≈ Φ   

   
. 

Пример 1.29Вероятность того, что деталь не стандартна, 0,1p = . 
Найти вероятность того, что среди случайно отобранных 400 деталей 
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относительная частота появления нестандартных деталей отклонится 
от вероятности 0,1p =  по абсолютной величине не более, чем на 0,03. 

Решение. По условию 400, 0.1, 0.9, 0.03n p q ε= = = = . Требуется 

найти вероятность  0,1 0,03
400

m
P
 − ≤ 
 

. 

Пользуясь формулой 

2
m n

P p
n pq

ε ε
  − ≤ ≈ Φ   

   
, 

имеем: 

( )400
0,1 0,03 2 0,03 2 2

400 0,1 0,9

m
P

  − ≤ ≈ Φ = Φ   ⋅   
. 

По таблице значений функции Лапласа находим2 (2) 0,9544Φ = . 
Итак, искомая вероятность приближенно равна 0,9544. 

Смысл полученного результата таков: если взять достаточно 
большое число проб по 400 деталей в каждой, то примерно в 95,44% 
этих проб отклонение относительной частоты от постоянной вероят-
ности по абсолютной величине не превысит 0,03. 

Пример 1.30 Вероятность того, что деталь не стандартна, 0,1p = . 
Найти, сколько деталей надо отобрать, чтобы с вероятностью равной 
0,9544 можно было утверждать, что относительная частота появления 
нестандартных деталей (среди отобранных) отклонится от постоян-
ной вероятности 0,1p = по абсолютной величине не более, чем на 0,03. 

Решение. По условию  

0,1; 0,9; 0,03p q ε= = = ; 0,1 0,03 0,9544
m

P
n

 − ≤ = 
 

. 

Требуется найти n. 
Воспользуемся формулой 

2
m n

P p
n pq

ε ε
  − ≤ ≈ Φ   

   
. 

В силу условия, 

( )2 0,03 2 0,1 0,9544.
0,1 0,9

n
n

 
Φ = Φ = ⋅ 

 

Следовательно, ( )0,1 0,4772nΦ = . По таблице значений функции 

Лапласа (смотреть приложение 2) находим   
( )2 0,4772Φ = . 
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Для нахождения числа nполучаем уравнение 
0,1 2.n =  

Отсюда   искомое  число деталей   400n = . 
Смысл полученного результата таков: если взять достаточно 

большое число проб по 400 деталей, то в 95, 44% этих проб относи-
тельная частота появления нестандартных деталей будет отличаться 
от постоянной вероятности p = 0,1 по абсолютной величине не более, 
чем на 0,03, т. е. относительная частота будет заключена в пределах 
от 0,07  (0,1—0,03=0,07) до 0,13   (0,1+0,03=0,13). 

Другими словами, число нестандартных деталей в 95,44% проб 
будет заключено от 28  (7% от 400) до 52  (13% от 400). 

Если взять лишь одну пробу из 400 деталей, то с большой уве-
ренностью можно ожидать, что в этой пробе будет нестандартных де-
талей не менее 28 и не более 52. Возможно, хотя и маловероятно, что 
нестандартных деталей окажется меньше 28, либо больше 52. 

Более строгая формулировка утверждения о близости частоты и 
вероятности дана в теореме Бернулли (один из вариантов закона 
больших чисел), которую рассмотрим в одном из последующих пара-
графов. 

5.4.Представляет интерес схема Бернулли с малой вероятностью 
p появления события Aв одном испытании и с большим количеством 
n испытаний. Пусть при большом n малая вероятность p такова, что
np λ= , где λ - некоторое число(npq<10). Вероятность ( )nP k в такой 
схеме Бернулли описывается следующей теоремой. 

Теорема 4 (теорема Пуассона).Пусть pблизка к нулю или к еди-

нице так, что приn→∞, npλ = почтипостоянно и р
n

λ= . Тогда в схеме 

Бернулли из n независимых испытаний, в каждом из которых вероят-
ность наступления события A равна p , имеет место приближенное 
равенство 

( ) ( ) .
!

k

nP k P k e
k

λλ −≈ =                     (1.20) 

Комментарий к теореме 3. Обратим внимание на следующее об-
стоятельство: вероятность наступления события Aровно kраз не за-
висит отn, что выглядит неправдоподобно. Это можно объяснить так. 
Пусть n велико; увеличивая nвµ раз и уменьшая p во столько же раз 
(так что np не изменяется), мы в самом деле имеем ( ),nP k p  ≈ 
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,n

p
Р kµ µ

 
 
 

.  Таким образом, независимость вероятности рассматривае-

мого события от nобъясняется тем, что она вычислена в разных схе-
мах Бернулли. 

 Теорему примем без доказательства. 
 
  Пример 1.31 Учебник издан тиражом 100000 экземпляров. Ве-

роятность того, что учебник сброшюрован неправильно, равна 
0,0001.Найти вероятность того, что тираж содержит ровно 5 брако-
ванных книг. 

Решение. По условию, n=100000, p = 0,0001, 5k = . События, со-
стоящие в том, что книги сброшюрованы неправильно, независимы, 
число n велико, а вероятность p  мала, поэтому воспользуемся фор-
мулой (4). Найдём λ: 

λ=np = 100000·0,0001=10. 

( )
5

10
100000

10
5

5
P e−=  = 510 · 

120

000045,0
 = 0,0375. 

 
Задачи для самостоятельного решения 

1. В цехе 6 моторов. Для каждого мотора вероятность того, что он в 
данный момент включен, равна 0,8.Найти вероятность того, что в 
данный момент: а) включено 4 мотора; б) включены все моторы; 
в) выключены все моторы. 

2. Устройство состоит из 8 независимо работающих элементов. Ве-
роятность отказов каждого из элементов за время t одинакова и 
равна 1 / 2.p =  Найти вероятность отказа прибора, если для этого 
достаточно, чтобы отказали  хотя бы три элемента из восьми. 

3. Два равносильных шахматиста играют в шахматы. Что вероятнее 
выиграть: две партии из четырех или три партии из шести (ничьи 
во внимание не принимаются).  

4. Монета брошена 10 раз. Найти вероятность выпадения герба: 
а)от 4 до 6 раз;     б)хотя бы один раз. 
5. Два равносильных противника играют в шахматы. Что вероятнее 

выиграть: 
а) одну партию из двух или две из четырех; б) не менее двух партий 

из четырех или не менее трех партий из пяти. 
6. В семье 5 детей. Найти вероятность того, что среди этих детей: 
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а) два мальчика; б) не более двух мальчиков; в) более двух мальчи-
ков; г) не менее двух и не более трех мальчиков. Вероятность ро-
ждения мальчика принять равной 0.51. 

7. Продукция предприятия содержит в среднем 5% брака. Найти ве-
роятность того, что из 5 проверенных изделий 2 оказались брако-
ванными. 

8. На автобазе имеются 8 машин. Вероятность выхода на работу ка-
ждой из них равна 0.8. Найти вероятность нормальной работы ав-
тобазы в ближайший день, если для этого необходимо иметь на 
линии не менее шести автомашин. 

9. Вероятность того, что телевизор потребует ремонта в течение га-
рантийного срока равна 0.2. Найти вероятность того, что из шести 
телевизоров не более одного потребует гарантийного ремонта. 

10. Монета брошена 20 раз. Найти наивероятнейшее число выпадения 
герба. 

11. Игральная кость брошена 16 раз.Найти наивероятнейшее число 
выпадений очков, кратное трем. 

12. Каждый студент в среднем с вероятностью 0.6 выполняет опреде-
ленное задание за одну минуту.Какова вероятность того, что из 10 
выполнявших задание студентов число успешно выполнивших 
равно 7. 

13. Десять осветительных лампочек для елки включены в цепь после-
довательно. Вероятность для любой лампочки перегореть при по-
вышении напряжения в сети равна 0,1. Определить вероятность 
разрыва цепи  при повышении напряжения в сети.   

14. Пара одинаковых игральных костей бросается 7 раз. Какова веро-
ятность следующих событий:  

A={сумма очков, равная 7, выпадает дважды},   
B ={сумма очков, равная 7, выпадает по крайне мере 1 раз}.  
15. (продолжение) В условиях предыдущей задачи найти вероятность 

событий:  
С ={каждый раз выпадает сумму очков, большая 7}, 
D={ни разу не выпадает сумма очков, равная 12}. 
16. На контроль поступила партия деталей из цеха. Известно, что 5% 

всех деталей не удовлетворяет стандарту. Сколько нужно испы-
тать деталь, чтобы с вероятностью не менее 0.95 обнаружить  хотя 
бы  одну нестандартную деталь? 

17. Фабрика выпускает в среднем 70 % продукции первого сорта. Че-
му равна вероятность того, что в партии из 1000 изделий число 
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первосортных заключено между 652 и 760. 
18. Было посажено 400 деревьев. Найти вероятность того, что число 

прижившихся деревьев больше 250, если вероятность того, что от-
дельное дерево приживется равна 0.8. 

19. Приняв вероятность рождения мальчика равной 0.515, найти веро-
ятность того, что среди 80 новорожденных 42 мальчика. 

20. Автоматическая штамповка клемм для предохранителей дает 10 % 
отклонений от принятого стандарта. Сколько стандартных клемм 
следует ожидать с вероятностью 0.0587 среди 400 клемм. 

21. Стрелок сделал 30 выстрелов с вероятностью попадания при от-
дельном выстреле 0.3. Найти вероятность того, что при этом будет 
8 попаданий. 

22. Средний процент нарушения работы кинескопа телевизора в течение 
гарантийного срока равен 12. Вычислить вероятность того, что из 46 
наблюдаемых телевизоров более 36 выдержат гарантийный срок. 

23. Найти вероятность того, что при 1000 подбрасываниях игральной 
кости четное число очков выпадет 700 раз. 

24. В партии смешаны детали двух сортов: 80 % первого и 20 % вто-
рого. Сколько деталей первого сорта с вероятностью 0.0967 можно 
ожидать среди 100 наудачу взятых деталей, если выборка возврат-
ная. 

25. Монета брошена 45 раз. Найти вероятность того, что «герб» выпа-
дет 15 раз. 

26. Найти вероятность того, что при 690 бросаниях игральной кости 
число очков, кратных 3, выпадет 600 раз. 

27. 20 % продукции предприятия составляет брак. Найти вероятность 
того, что число бракованных среди 400 деталей содержится между 
40 и 90. 

28. Устройство состоит из большого числа независимо работающих 
элементов с одинаковой (очень малой) вероятностью отказа каж-
дого элемента за время T . Найти среднее число отказавших за 
время T  элементов, если вероятность того, что за это время отка-
жет хотя бы один элемент, равна 0.98. 

29. Вероятность того, что деталь стандартная, равна 0,97. Какова ве-
роятность того, что из 200 проверенных ровно 1 нестандартная. 

30. Вероятность поражения цели из автоматического оружия равна 
0.7. Найти вероятность того, что из 60 произведенных выстрелов 
число попаданий содержится между 20 и 40. 

31. ( ) 0.95.p P A= = Найти вероятность того, что в 100 испытаниях собы-
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тие A  произойдет 60 раз. 
32. Согласно технологии, вероятность обрыва нити в течении часа 

равна 0.2. Ткачиха обслуживает 100 ткацких станков. Найти веро-
ятность того, что в течение часа не более чем на 30 станках про-
изойдет обрыв нити. 

33. ( ) 0.8.p P A= = Найти вероятность того, что в 200 испытаниях собы-
тие A произойдет 125 раз. 

34.  Радиотелеграфная станция передает цифровой текст. В силу на-
личия помех каждая   цифра независимо от других может быть не-
правильно принята с вероятностью 0,01. Найти вероятности сле-
дующих событий: A={в принятом тексте, содержащем 1100 цифр, 
будет меньше 20 ошибок},  B ={в принятом тексте, содержащем 
1100 цифр, будет сделано равно 7 ошибок}. 

35. Вероятность рождения мальчик 0,512.p =  Считая применимыми 
локальную и интегральную теоремы Муавра-Лапласа, вычислить 
вероятность события 

 A={среди 100 новорожденных будет 51 мальчик}, B ={среди 100 
новорожденных будет больше мальчиков, чем девочек}, C

={разница между количеством мальчиков и количеством девочек 
из 100 новорожденных не перевисит 10}. 

36. В страховой компании застраховано 10000 автомобилей. Вероят-
ность поломки любого автомобиля в результате аварии равна 
0.006. Каждый владелец застрахованного автомобиля платит в год 
30000 сум страховых и в случае поломки получает от компании 
3 000 000 сум. Найти вероятность  события:  A={по истечении го-
да работы страховая компания потерпит убыток}.Найти вероят-
ность события: mB ={ страховая компания получит прибыль не ме-
нее mсум}, если 1000000000, 5000000000, 10000000000m= . 

37. Игральная кость подбрасывается 500 раз. Какова вероятность того, 
что частота выпадения шестерки окажется в интервале

1 1
0.5, 0.5

6 6
 − + 
 

. 

38. Корректура в 500 страниц содержаний 1000 опечаток. Найти наи-
более вероятное число опечаток одной страницы текста и вероят-
ность этого числа. 

39. При испытании  легированной стали на содержание углерода ве-
роятность того, что в случайно взятой пробе процент углерода 
превысит допустимый уровень, равна 0.01. Считая применимым 
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закон редких явлений (предельная теорема Пуассона), вычислить, 
сколько в среднем необходимо испытать образцов, чтобы с веро-
ятностью 0,95x = указанный эффект наблюдался по крайне мере 1 
раз.  

 

ГЛАВА 2. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 
§2.1ДИСКРЕТНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ И ЗА-

КОНЫ ИХ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
 

1. Описательный  подход к понятию случайной  величины. 
Почти в каждом из примеров, с которыми мы встречались, дело 

обстояло таким образом, что в результате опыта возникало некоторое 
число. Например,  при бросании игральной кости выпадало то или 
иное число очков, при обследовании партии готовых изделий обна-
руживалось то или иное число единиц брака, при исследовании рабо-
ты некоторого банка с клиентами наблюдалось определенное число 
посещающих  клиентов в сутки. Следует сказать, что такое положе-
ние типично для теории вероятностей. Среди решаемых ею задач ис-
ключительно много таких, в которых исход опыта выражается неко-
торым числом �. При этом случайный характер исхода влечет за со-
бой случайность числа �; это означает, что при повторении опыта 
оно меняется непредвиденным образом. Приведем несколько приме-
ров. 

1. Бросается игральная кость;  X  – выпавшее число очков.                       
2. Покупаетсяn лотерейных билетов; X  – число выигрышей.                   
3. Электрическая лампочка испытывается на длительность горе-

ния; X  – полное время горения лампочки.                                                                
4. Некто приходит на платформу  станции  метро, чтобы сесть в 

поезд;  
X  – время ожидания ближайшего поезда.    

Чтобы все примеры подобного рода уложить в единую схему, 
введем понятие случайной величины. 

Определение. Случайной величиной, связанной с данным опы-
том, называется величина, которая при каждом осуществлении этого 
опыта принимает одно из своих возможных значений, заранее неиз-
вестное, (это зависит от случая). 
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Обычно случайные величины обозначаютсяпрописными латин-
скими буквами , , ,...,X Y Z а их возможные значения - строчными латин-
скими буквами , , ,...x y z  или  1 2 1 2, ,..., , ...x x y y и т.д. 

Каждой случайной величине X  соответствует некоторое множе-
ство чисел. Это множество значений, которые может принимать вели-
чина X . Так как, в первом из наших примеров множество значений 
состоит из шести чисел: 1, 2, 3, 4, 5, 6, во втором – из чисел 
0,1,2,…,n,в третьем – X  может принимать (в принципе) любое неот-
рицательное значение, наконец в последнем примере множество зна-
чений есть отрезок[ ]0,m  числовой оси (поезда метрополитена следуют 
с интервалом вm минут). 

Различные случайные величины могут иметь одно и то же мно-
жество возможных значений. Чтобы проиллюстрировать это приме-
ром, представим себе, что имеются две игральные кости, причем одна 
сделана из однородного материала, другая, скажем, склеена из двух 
кусков разной плотности. Обозначим через X  число очков, выпа-
дающих на первом кости, через Y  – число очков на второй. Случай-
ные величины  X  и Y  имеют одно и то же множество возможных 
значений, а именно {1, 2, 3, 4, 5, 6}, однако ведут себя совершенно 
по-разному. Если много раз подряд бросать первую из костей, то час-
тоты событий { } { } { }1 , 2 ,..., 6X X X= = = будут близки к  1/ 6 ; при много-
кратном же бросании второй кости частоты событий 
{ } { } { }1 , 2 ,..., 6Y Y Y= = =  , будут совсем другими. Этот пример показывает, 
что знания одного лишь множества возможных значений недостаточ-
но для описания случайной величины. Необходимо еще знать, как 
часто случайная величина принимает то или другое из своих возмож-
ных значений.  

Определение. Любое правило, устанавливающее связь между  
возможными значениями случайной величины и их вероятностями, 
называется законом распределения случайной величины.  

Мы будем рассматривать дискретные и непрерывные случайные 
величины. Наиболее удобными для изучения являются так называе-
мые дискретные случайные величины. 

2. Виды случайных величин.  
Определение. Дискретной называют случайную величину, ко-

торая принимает отдельные, изолированные друг от друга возможные 
значения с определенными вероятностями. 
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 Множество возможных значений дискретной случайной вели-
чины конечно  или счетное. 

Примерами дискретных случайных величин с конечным числом 
значений могут служить: 

число родившихся мальчиков в течение дня в населенном пунк-
те; 

число вызовов, поступивших от абонентов на телефонную стан-
цию в течение определенного промежутка времени; 

число производимых выстрелов при стрельбе по цели, если 
стрельба ведется до первого попадания – это  пример дискретной слу-
чайной величины, которая принимает бесконечное, но счетное число 
значений. 

Определение. Непрерывной называют случайную величину, ко-
торая может принимать все значения из некоторого конечного или 
бесконечного промежутка.  

Множество возможных значений непрерывной случайной вели-
чины бесконечно и сплошь заполняет некоторый промежуток число-
вой прямой. 

Примерами непрерывных случайных величин, могут служить:  
детали, которые токарь обтачивает до заданного размера,  дальность 
полета снаряда и др.   

3. Распределение дискретной случайной величины.  
Определение.Мы говорим, что задан закон распределения дис-

кретной случайной величиныХ, если указано конечное или счетное 
множество чисел (возможных значения) 1 2, ,..., ,...nx x x и каждому из этих 

чисел ix  сопоставлено некоторое положительное число ,ip  причем сум-

ма всех 1 2 ... np p p+ + + +⋅⋅⋅= 1. 
Закон распределения дискретной случайной величины можно за-

дать аналитически, таблично и графически. 
Пусть нам известны все возможные значения 1 2, ,..., nx x x случайной 

величины X  с их вероятностями 1 2, ,..., np p p  соответственно. Заметим, 
что в результате испытания обязательно произойдет одно из единст-
венно возможных и попарно несовместных событий 
{ } { } { }1 2, ,..., .nX x X x X x= = =  Как известно, такие события образуют 
полную группу и их сумма есть достоверное событие, т.е.

1 2 ... 1.np p p+ + + =  
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Запишем закон распределения случайной величины X  формулой 
{ } ;( 1,..., )i iP X x p i n= = = , или в виде таблицы: 

 
� �	 �
 �� … �� 

{ }iP X x=  
	 

 
� … 
� 
 
Если множество возможных значений случайной величины X  

счетное, то закон распределения случайной величины X  записывает-
ся в виде такой таблицы: 

 
� �	 �
 … �� … 

{ }iP X x=  1p  2p  … np  … 

 
В целях наглядности закон распределения случайной величины 

можно задать графически.Для этогостроят  полигонраспределе-
ния.Например, его называют также  многоугольником распределения-
вероятностей случайной величины: 

 
Рис. 2.1 

Рассмотрим примеры дискретных   случайных величин и законы 
их   распределения.                                                                                

Пример 2.1.Пусть случайная величина X  – число очков, вы-
павших при одном бросании игральной кости. Составим закон рас-
пределения и полигон случайной величины X . 

Решение. Величина X  имеет 6 возможных значений: 1, 2, 3, 4, 
5, 6. Вероятность каждого из них одна и та же, и равна 1/6. Следова-
тельно, закон распределения имеет вид: 

 
 
 

X  1 2 3 4 5 6 

ip  1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 
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Пример 2.2Монета брошена 3 раза. Случайная величина X - 

число появлений герба. Составить  закон распределения X  и постро-
ить ее полигон. 

Решение.Вероятность появления герба в одном испытании
1/ 2p = . Следовательно, вероятность противоположного события

1 1/ 2q p= − = . Возможные   значения   случайной   величины :X 1 0x = ,  

2 1x = , 3 2x = ,  4 3x = . Вероятности   этих   возможных   событий   найдем   
по   формуле   Бернулли 

3 2

3 3 3

1 1 1
( ) ,

2 2 2

k k
k kP k C C

−
     = ⋅ =     
     

для 0 ,1, 2 , 3 .k =  

Так как 1 2 3 4

1 3 3 1
, ,  ,  

8 8 8 8
p p p p= = = = , то ряд распределения Хсле-

дующим образом. 
X  0 1 2 3 

ip  1/8 3/8 3/8 1/8 

 
§2.2 ПОНЯТИЕ ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СЛУ-
ЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН.НЕПРЕРЫВНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ 

ВЕЛИЧИНЫ 
 

1. Понятие функции распределения случайных величин. 
Выше в качестве одного из способов задания дискретной слу-

чайной величины мы рассматривали закон ее распределения, пред-
ставляющую собой ряд распределения или формулу, позволяющая 
находить вероятности любых значений случайнойвеличиныX . Одна-
ко такое описание случайной величины Xне является единственным, а 
главное, не является универсальным. Так, ононеприменимо для не-
прерывной случайной величины. Ниже приведем один из простых  
способов описания случайной величины X , разрешающий эту про-
блему.  Он состоит во введении так называемой функции распределе-
ния, с помощью которойможно задать как дискретные, так и непре-
рывные случайные величины. 

Каждой случайной величине X  можно сопоставить некоторую 
функцию  ( )F x , определенную на всей числовой оси. При любом 
xзначение  ( )F x задается равенством 
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 ( ) ( ),F x P X x= <                       (2.1) 
т.е. вероятность того, что случайная величина X  примет значение, 
меньшее x. 

Определение. Функцией распределения вероятностей (или  про-
сто функцией распределения)или интегральной функцией распреде-
ления называют функцию  ( )F x , определяющую вероятность того, 
что случайная величина X  в результате испытания примет значение, 
меньшееx, т.е.: 

 ( ) ( ).F x P X x= <  
 Геометрически это означает, что  ( )F x есть вероятность того, что 

случайная величина примет значение, лежащее на числовой оси левее 
точки x. 

2. Свойства функции распределения 
��.Значения функции распределения принадлежат отрезку [0; 1]: 

0 ( ) 1.F x≤ ≤  
Доказательство:Свойство вытекает из определения функции 

распределения. Вероятность всегда есть неотрицательное число, не 
превышающее единицы. 

��.  ( )F x –неубываюшая функция, т.е. 1 2 ( )  ( ),F x F x≤  если 1 2.x x≤  
Доказательство:Пусть 1 2.x x≤  Событие, состоящее в том, что X

примет значение, меньшее 2x , можно разделить на следующие два не-
совместных события: 

2 1 1 2( ) ( ) ( ).P X x P X x P x X x< = < + ≤ <  

Отсюда, 2 1 1 2( ) ( ) ( ),P X x P X x P x X x< − < = ≤ <  или 

2 1 1 2( ) ( ) ( ).F x F x P x X x− = ≤ <  Так как вероятность  неотрицательна, то 

2 1( ) ( ) 0,F x F x− ≥   т.е. 2 1( ) ( ).F x F x≥  
Следствие 1. Вероятность того, что случайная величина примет 

значение, заключенное в интервале ( , )a b равна приращению функции 
распределения на этом интервале: 

( ) ( ) ( );P a X b F b F a≤ < = −     (2.2) 
Следствие 2. Вероятность того, что непрерывная случайная ве-

личина �  примет одно определенное значение, равна нулю. 
Действительно, положим  1 1, a x b x x= = +∆ , тогда из формулы (2.2) 

получим: 
1 1 1 1( ) ( ) ( ).P x X x x F x x F x≤ < + ∆ = + ∆ −    (2.3) 
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Устремим x∆  к нулю. Так как X – непрерывная  случайная ве-
личина, то  ( )F x  – непрерывна. В силу непрерывности  ( )F x в точке 1x  

разность 1 1 1( ) ( )F x x F x+∆ − также стремится к нулю. Следовательно, 
( ) 0.P X x= =  

��. Если возможные значения случайной величины принадлежат 
интервалу ( , ),ab то  ( ) 0F x =  при ;x a≤  ( ) 1F x = при x b> .  

Следствие 3. Если возможные значения случайной величины 
расположены на всей оси OX, то справедливы следующие предельные 
отношения: lim ( ) 0;

x
F x

→−∞
= lim ( ) 1.

x
F x

→+∞
=  

��.  ( )F x непрерывна слева при любом x.  
3. Непрерывные случайные величины. Способы их задания. 
Пусть дискретная случайная величина Х задана таблицей рас-

пределения 
 

X  �	 �
 �� … 

P  
	 

 
� … 

 
Формула  ( )

i

i
x x

F x p
<

=∑ дает полную информацию о функции ( )F x

.На рисунке изображен график этой функции для частного случая, ко-
гда Xпринимает только три значения: 1 2 3, ,x x x. Можно при этом считать

1 2 3x x x< < . График представляет собой ступенчатую ломаную со скач-

ками в точках 1 2 3, ,x x x . Величины скачков равны соответственно

1 2 3, ,  p p p . Левее 1x , график совпадает с осьюOX , правее 3x  совпадает с 
прямой  1y = . Аналогичная ступенчатая ломаная будет получатся для 
любой дискретной случайной величины X . 

 
Рис. 2.1 
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Отсюда следует, что функция распределения дискретной слу-
чайной величины изменяет свои значения только скачками. Пред-
ставляет интерес рассмотреть другой крайний случай – когда функ-
ция распределения вообще не имеет скачков т.е. является непрерыв-
ной функцией. Дадим определение непрерывной  случайной величи-
ны. 

Определение.Случайная величина Х называется непрерывной, 
если ее функция распределения  ( )F x  непрерывна при всех 
значенияхx. 

Принимая во внимание формулу 

0 0 0( 0) ( 0) ( )F x F x P X x+ − − = =     (2.4) 
доказанную в следствии 2, можно дать такое определение непрерыв-
ной случайной величины: случайная величина непрерывна, если веро-
ятность каждого ее отдельного значения равна нулю.Нетрудно убе-
диться, что все данные определения непрерывной  случайной вели-
чины - эквивалентны. 

4. Случайные величины, имеющие плотность вероятности. 
Существует простой способ построения примеров непрерывных 

случайных величин. Рассмотрим неотрицательную интегрируемую 
функцию ( )f x  определенную для всех значений x и удовлетворяю-
щую условию: 

( ) 1.f x dx
+∞

−∞
=∫            (2.5) 

Положим 

( ) ( )
x

F x f x dx
−∞

= ∫              (2.6) 

Определенная таким образом функция ( )F x  обладает всеми свойст-
вами функции распределения. Действительно: 

1) ( )F x не убывает – это вытекает из условия  ( ) 0;f x ≥  
2) lim ( ) 1,

x
F x

→+∞
= lim ( ) 0.

x
F x

→−∞
=  Первое из этих равенств совпадает с ус-

ловием (2.5), а второе вытекает из самой сходимости интеграла (2.5). 
3) ( )F x непрерывна слева. Этот факт следует из свойств опреде-

ленного интеграла с переменным верхним пределом. 
Из сказанного вытекает, что функция ( )F x  является функцией 

распределения некоторой случайной величины X . Так как при этом 
( )F x  непрерывна для всех значений x , то величина X будет непре-

рывной случайной величиной. 
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Рассмотренный выше способ построения непрерывных случай-
ных величин позволяет дать следующее определение. 

 Определение.Будем говорить, что случайная величина Xимеет 
плотность вероятности, если существует неотрицательная функция
 ( )f x , такая, что для всех � справедливо равенство (2.6) (где ( )F x  – 
функция распределения величины X ).  

Функция  ( )f x , фигурирующая в этом определении, называется 
плотностью распределения или плотностью вероятности величины 
X . 

Очевидно, что случайная величина, имеющая плотность вероят-
ности, непрерывна. Обратное верно не всегда: можно привести при-
меры непрерывных случайных величин, для которых не существует 
плотности.  

 Определение.Если распределение имеет плотность  ( )Xf x , то го-
ворят, что случайная величина X  имеет абсолютно непрерывное рас-
пределение.   

5. Свойства плотности распределения.  
Свойство 1. Плотность распределения – неотрицательная функ-

ция:  ( ) 0f x ≥  
Свойство 2. Несобственный интеграл от плотности распределе-

ния в пределах от −∞ до+∞   равен единице: 

( ) 1.f x dx
+∞

−∞
=∫  

Задачи для самостоятельного решения 
1. Случайная величина X задана законом распределения: 
 

� -2 -1 0 1 2 
� 0.1 0.2 0.2 0.4 0.1 

 
Построить многоугольник распределения. 
2.  В ящике содержится 5 белых и 25 черных шаров. Из ящика выби-

рается 3 шара. Случайная величина X– числобелых шаров. Из числа 
выбранных составить закон распределения случайной величины X . 

3. В ящике содержится 10 деталей, из них 8 – стандартных. Наудачу 
взято 2 детали. Составьте закон распределения числа стандартных 
деталей среди взятых. 

4. Дискретная случайная величина X  задана законом распределения: 
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5.  
a) �� 2 4 5 6 
 �� 0.3 0.1 0.2 0.6 
 

б) �� 10 15 20 

 �� 0.1 0.7 0.2 
Постройте многоугольник распределения. 
6. Составьте закон распределения случайной величины X  - числа вы-

падений герба при двукратном подбрасывании монеты и построить 
многоугольник распределения. 

7. Два стрелка одновременно стреляют по мишени и делают по одно-
му выстрелу. Вероятность попадания в цель для первого стрелка 
равна 0.5; для второго 0.4. Дискретная величина X  - число попада-
ний в цель: 

а) составить закон распределения дискретной случайной величины X ; 
б) построить многоугольник распределения. 
8. Два стрелка поочередно стреляют по мишени. Вероятность промаха 

для первого стрелка равна 0.2; для второго 0.4. Произведено не бо-
лее 4 выстрелов. Составить закон распределения дискретной вели-
чины X  - числа выстрелов, произведенных до первого попадания. 

9. Два бомбардировщика поочередно сбрасывают бомбы на цель до 
первого попадания. Вероятность попадания в цель первым бомбар-
дировщиком равна 0.7; вторым 0.8. Сначала, сбрасывает бомбы 
первый бомбардировщик. Составить первые четыре члена закона 
распределения дискретной случайной величины �  – числа  сбро-
шенных бомб обоими бомбардировщиками. 

10. Считая вероятность рождения девочки и мальчика одинаковой, со-
ставить закон распределения случайной величины X– числа родив-
шихся мальчиков среди  4-х  новорожденных.  

11. Три стрелка стреляют по мишени и делают по одному выстрелу. 
Вероятность попадания для первого стрелка равна 0.8; для второго 
0.6; для третьего 0.5. Составить закон распределения случайной ве-
личины X  - числа попаданий в цель. 

12. Из урны, содержащей 5 белых, 7 черных шаров извлекают 4 шара. 
X   -  число  белых шаров в выборке.  Составить закон распределе-
ния случайной величины X . 

13. Две монеты подбрасываются по 3 раза. Составить закон распреде-
ления случайной величины X  - числа выпадений «герба». 
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14. Устройство состоит из 4-х независимо работающих элементов. 
Вероятность отказа каждого элемента за время � равна 0,3. Соста-
вить закон распределения числа отказавших элементов за время	�. 

15. Из урны, содержащей 4 белых и 6 черных шаров, извлекаются 5 
шаров. Составьте закон распределения случайной величины X  – 
числа    извлеченных черных шаров. 

16. Два стрелка независимо друг от друга делают по одному выстрелу 
в мишень. Вероятность попадания в мишень  для первого стрелка 
0.9, для второго 0.8. Случайная величина  X  – суммарное  число 
попаданий в мишень в данном эксперименте. Составить ряд рас-
пределения X .  

17. Для сборки прибора требуется 4 однотипных деталей. Всего име-
ется 10 деталей, из которых  только 6 являются доброкачественны-
ми. Наудачу отбирают 5 деталей (одну деталь «про запас»). X  – 
число качественных деталей среди отобранных. Описать закон рас-
пределения X  и найти вероятность того, что можно будет  произве-
сти сборку прибора.   

18. Непрерывная случайная величина X задана функцией распределе-
ния:  

0, если 0

( ) sin , если 0
2

1, если .
2

x

F x x x

x

π

π


 <

= ≤ <

 ≥

 

Найти функцию плотности вероятности ( )f x . 
19. Дана функция плотности вероятности непрерывной случайной ве-

личины � 

0, если 0

( ) sin , если 0
2

1, если .
2

x

f x x x

x

π

π


 <

= ≤ <

 ≥

 

Найти функцию распределения ( )F x . 
20. Дана функция плотности вероятности непрерывной случайной ве-

личины X  
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0, если 0

( ) 3sin3 , если
6 3

0, если .
3

x

f x x x

x

π π

π


 <

= ≤ <

 ≥

 

Найти функцию распределения ( )F x . 
21. Дана функция плотности вероятности непрерывной случайной ве-

личины X  
0, если 1

1
( ) , если 1 2

2
0, если 2.

x

f x x x

x

<
= − ≤ <


≥

 

Найти функцию распределения ( )F x . 
22. Дифференциальная функция непрерывной случайной величины X  

задана на всей оси равенством 
4

( ) .
x x

C
f x

e e−=
+

 

Найти постоянный параметр C . 
23. Дифференциальная функция непрерывной случайной величиныX  

задана на всей оси  равенством 

2

2
( ) .

1

C
f x

x
=

+
 

Найти постоянный параметр C . 
24. Дифференциальная функция непрерывной случайной величиныX  

в интервале (0; / 2)π равна ( ) sin2 .f x C x= ⋅ Вне этого интервала 
( ) 0.f x =  Найти постоянный параметр C . 

25. Случайная величина X задана функцией распределения 

2

0, если 0

( ) , если 0 1

1, если 1.

x

F x x x

x

≤
= ≤ <
 >

 

Найти вероятность того, что в результате четырех испытаний величи-
на X точно три раза примет значение, принадлежащее интервалу 
(0.25; 0.75). 

26. Непрерывная случайная величина X распределена по показатель-
ному закону: 
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2

0, 0
( )

2 , 0.x

x
f x

e x−

<
=  ≥

 

Найти вероятность того, что X  примет значение, принадлежащее ин-
тервалу (1,2). 

27. Найти вероятность того, что непрерывная случайная величина X , 
распределенная по нормальному закону с параметрами 0, 2a σ= = , 
примет значение, принадлежащее интервалу ( )2,3− . 

28. Дана функция плотности вероятности случайной величины X  

0, если 0

( ) sin , если 0

0, если .

x

f x A x x

x

π
π

≤
= < ≤
 >

 

а) определить A ;  б) найти функцию распределения � (�);  в) постро-
ить график функции ( )f x  и ( )F x .  

29. Непрерывная случайная величина X  распределена по нормально-
му закону с параметрами распределения 20, 5a σ= = . Найти вероят-
ность того, что в результате испытания случайная величина примет 
значение из интервала (15;25). 

30.   Случайная величина X  на отрезке [0;  2] распределена по равно-
мерному закону. 

а) найти вероятность события 0 0.5;X< < б) построить график 

функции ( )f x  и ( )F x . 
31.   Автомат штампует детали. Контролируется длина детали X , кото-

рая распределена нормально с математическим ожиданием, равным 
50 мм. Фактически длина изготавливаемых деталей не менее 32 мм и 
не более 68 мм. Найти вероятность того, что длина наудачу взятой 
детали больше 55 мм. Указание: из равенства (32 68) 1P X< < = пред-
варительно найтиσ  (по правилу трех сигм). 

32.  Измеряемая случайная величина X  подчиняется закону распреде-
ления (10,5)N . Найти симметричный относительно aинтервал, в ко-
торый с вероятностью pпопадает измеренное значение. Рассмотреть 
следующие числовые значения:   

а) 0.9974;p = б) 0.9974;p = в) 0.50.p =  
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§2.3 ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СЛУЧАЙНЫХ 
ВЕЛИЧИН И ИХ СВОЙСТВА 

 
1. Понятие числовые характеристики случайных величин. 
Из §2.1известно, что исчерпывающей информацией ослучайной 

величине является ее закон распределения. Но далеко не в каждой за-
даче нужно знать весь закон распределения. В ряде случаев можно 
обойтись одним или несколькими числами, отражающими наиболее 
важные особенности закона распределения, например числом, имею-
щим смысл среднего значения случайной величины, или же числом, ха-
рактеризующим средний размер отклонения случайной величины от ее 
среднего значения, и т. д. Такого рода числа называют числовыми ха-
рактеристиками случайной величины (или соответствующего закона 
распределения). Их роль в теории вероятностей чрезвычайно велика; 
многие задачи удается решить до конца, оставляя в стороне законы 
распределения и оперируя только числовыми характеристиками. 
Наиболее важное место среди числовых характеристик занимает так 
называемое математическое ожидание (или среднее зна-
чение)случайной   величины. 

2. Математическое ожидание дискретных случайных вели-
чин. 

Чтобы подойти естественным путем к понятию математического 
ожидания, будем рассуждать следующим образом. Пусть X – ди-
скретная случайная величина и связана с некоторым опытом. Предпо-
ложим, что опыт осуществлен Nраз и при этом величина X : 

1Nраз принимала значение 1x ;  

2N раз принимала значение 2x ;…и т. д.  
Найдем среднее арифметическое всех значений, принятых величиной 
X  в данной серии опытов. Оно запишется: 

1 1 2 2 1 2
1 2

x N x N N N
x x

N N N

+ ⋅ ⋅ ⋅ = + + ⋅⋅ ⋅     (2.7) 

Дробь 1 /N N  есть частота, с которой появлялось значение 1x ; с уве-

личением числа опытов N эта дробь будет приближаться к 1p– веро-

ятности события { }1 .X x=  Аналогичным образом дробь 2 /N N будет 

приближаться к  2p   и т. д. В итоге получаем, что с увеличением N

среднее арифметическое будет приближаться к числу 1 1 2 2 .x p x p+ +⋅⋅⋅  
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Определение.Математическим ожиданием или средним значени-
ем дискретной случайной величины Xс законом распределения 

 
Таблица 1 

X  1x  2x  …. nx  

P  1p 2p  …. np  
называется число 

1 1 2 2( ) .n nM X x p x p x p= + +⋅⋅⋅+     (2.8) 
Таким образом, математическое ожидание дискретной случай-

ной величины  X  равно сумме произведений возможных значений ве-
личины X  на их вероятности. 

Смысл числа  ( )M X заключается  в том, что около числа ( )M X  ко-
леблется среднее арифметическое значений, принимаемых величиной 
X  в больших сериях опытов. 

В случае, когда таблица 1 состоит из бесконечного числа столбцов 
и, значит, в правой части (2.8) стоит сумма бесконечного числа сла-
гаемых, к определению математического ожидания мы добавим сле-
дующее требование: ряд (2.8) должен сходиться абсолютно. Другими 
словами, должен сходиться ряд 

( ) 1 1 2 2M X x p x p= + + ⋅⋅⋅ 
составленный из абсолютных величин членов ряда (2.8). Смысл этого 
требования очень прост. Если произвольным образом поменять мес-
тами столбцы таблицы 1, то измененная таблица будет по-прежнему 
задавать закон распределения величины X . В сумме (2.8) при этом 
произойдет перестановка слагаемых. Для того, чтобы число ( )M X ос-
тавалось неизменным, нужно, следовательно, потребовать, чтобы 
сумма ряда (2.8) не менялась при любой перестановке слагаемых.Как 
известно, таким свойством обладают только   абсолютно   сходящие-
ся   ряды. 

Число ( )M X  часто называют центром распределения случайной 
величины X . Это название связано с механической моделью случай-
ной величины. Если в точках 1 2, ,...x x оси Ох сосредоточены массы 

1 2, ,...m m , то центром масс такой системы является точка 

1 1 2 2

1 2

x m x m
x

m m

+ +⋅⋅⋅=
+ +⋅⋅⋅  
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Предположив, что   сумма всех масс равна 1, получаем:

1 1 2 2 ,x x p x p= + +⋅⋅⋅ что аналогично формуле для   математического ожи-
дания. 

Пример 2.1 Найти математическое ожидание числа очков, выпа-
дающих при бросании игральной кости. 

Решение.Обозначим указанную случайную величину черезX . Ее 
закон распределения имеет вид: 

 
X  1 2 3 4 5 6 

P 
6

1 
6

1 
6

1 
6

1 
6

1 
6

1 

 
Отсюда  

1 1 1 21 7
( ) 1 2 6 3.5

6 6 6 6 2
M X = ⋅ + ⋅ + ⋅⋅ ⋅ + ⋅ = = =  

Пример 2.2 В ящике находятся n запакованных изделий, каждое 
из которых с вероятностью 
может оказаться дефектным. Из ящика 
необходимо выбрать исправное изделие. Для этого извлекаем из ящи-
ка наугад любое изделие, распаковываем его и подвергаем осмотру. 
Если при этом обнаруживается дефект, то извлекаем следующее изде-
лие и т. д. 

Рассматривается случайная величина X  — число изделий, кото-
рое будет опробовано. Найти   ее  математическое  ожидание. 

Решение.Возможные значения для числа проб будут: 
1, 2, 3, ..., ,n  

а их вероятности соответственно 
2 11 ,  (1 ),  (1 ),..., (1 )np p p p p p p−− − − −  

 (например, вероятность события { }3X = будет 2(1 ),p p− поскольку это 
событие означает, что из трех выбранных изделий первые два оказались 
дефектными,   а  третье - исправным).   Отсюда 

2 1( ) 1 (1 ) 2 (1 ) 3 (1 ) (1 )nM X p p p p p n p p−= ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − + ⋅⋅⋅+ ⋅ −  
Перемножив скобки и приведя подобные члены, будем иметь: 

2 1 1
( ) 1 .

1

n
n p

M X p p p
p

− −= + + + ⋅⋅⋅+ =
−

 

Смысл полученного результата можно пояснить следующим обра-
зом. Пусть имеется не один ящик, а большое число ящиков (в каждом 
по "	изделий). Из каждого ящика с помощью некоторого числа проб 
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выбирается исправное изделие. Если сложить все полученные таким 
образом числа и разделить на число ящиков, то должно получиться 

число,   близкое к 
1

.
1

np

p

−
−  

3. Свойства математического ожидания. 
В начале этой лекции  говорилось о важной роли числовых ха-

рактеристик при решении разного рода задач на случайные величины. 
Чтобы сделать аппарат числовых характеристик более эффективным, 
необходимо изучить их свойства. Из определения математического 
ожидания  непосредственно вытекает следующий факт.  

��. Математическое ожидание постоянной величины равно самой по-
стоянной. 

Действительно, постоянную величину #	можно рассматривать 
как дискретную случайную величину X , принимающую только одно 
значение cс вероятностью  1.  Но тогда ( ) 1 .M X c c= ⋅ =  

��. Постоянный множитель # можно выносить за знак матема-
тического ожидания. 

( ) ( )M cX cM X=       (2.9) 
Для дискретной случайной величины равенство (2.9) очевидно:  

если X  имеет закон распределения 
 
 
 

 
то cX , будет иметь закон распределения: 
 

 
 
 
 
 

отсюда следует: 

1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ).n n n nM cX cx p cx p cx p c x p x p x p cM X= + +⋅⋅⋅+ +⋅⋅⋅= + +⋅⋅⋅+ +⋅⋅⋅ =  
��. Математическое ожидание суммы. Наиболее существенным из 

всех свойств математического ожидания является следующий факт, 
который часто называют теоремой сложения математических ожида-
ний. 

X  1x  2x  …. 

P  1p 2p  …. 

cX  1cx  2cx  …. 

P  1p 2p  …. 
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Теорема. Математическое ожидание суммы двух случайных ве-
личин равно сумме их математических ожиданий: 

( ) ( ) ( ).M X Y M X M Y+ = +      (2.30) 
Доказательство этой теоремы мы приведем для случая, когда 

система ( , )X Y является системой   дискретного   типа.  

Пусть 1 2, ,...x x –возможные  значения величины X и 1 2, ,...y y – воз-
можные значенияY. Возможные  значения величиныZ X Y= + будут со-
держаться среди чисел zв виде ,i jx y+  причем 

{ }, :

( ) ,
i j

ij
i j x y z

P Z z p
+ =

= = ∑             (2.31) 

где p
ij есть вероятность события { }, .i jX x Y y= =  

Отсюда  

, , ,

( ) ( ) ( )

( ) ( ).

i j ij i ij j ij
z i j i j i j

i i j j
i j

M Z zP Z z x y p x p y p

x p y p M X M Y

= = = + = + =

= + = +

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

Методом математической индукции формула (2.30) переносится 
на любое конечное число слагаемых: 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ).n nM X X X M X M X M X+ + ⋅⋅⋅ + = + + ⋅⋅ ⋅ +  
Заметим, что доказанные выше свойства математического ожи-

дания 
( ) ( )M cX cM X=  и ( ) ( ) ( )M X Y M X M Y+ = +  

называют обычно свойствами линейности. Оба свойства линейности 
можно записать в виде одной формулы: 

( ) ( ) ( ), ( , ).M aX bY aM X bM Y a b const+ = + −  
Рассмотрим следующую важную задачу.  
Пример 2.3 Производится n независимых опытов. В каждом из 

них с одной и той же вероятностью pможет появиться некоторое со-
бытие A . Требуется найти математическое ожидание случайной вели-
чины X  – числа  наступлений события Aв n опытах. 

  Решение. Обозначим через iX число наступлений события Aв i

-м опыте (   1,2,...,i п= ). Очевидно, 

1 2 .nX X X X= + +⋅⋅⋅+  

Закон распределения каждой из величин 1 2, ,..., nX X X один и тот же 
 

Значения iX 0 1 
 Вероятности q p  
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где 1 .q p= − Следовательно, ( ) 0 1iM X q p p= ⋅ + ⋅ = по теореме сложения  
математических ожиданий  имеем: 

1 2( ) ( ) ( ) ( ) .nM X M X M X M X np= + + ⋅⋅ ⋅ + =  
��. Математическое ожидание произведения. Доказанная в пре-

дыдущем пункте формула (2.30) наводит на мысль о возможности ана-
логичной формулы для случайной величины X Y⋅ : 

( ) ( ) ( )M X Y M X M Y⋅ = ⋅     (2.32) 
Однако формула (2.32) в общем случае неверна; чтобы в этом убе-
диться, достаточно взять в качестве X  случайную величину с законом 
распределения: 
 

 
 
 
 

Тогда 2X  будет постоянной, равной величиной 1 и равенство
2( ) ( ) ( )M X M X M X= ⋅  уже выполняться не будет (1 0 0).≠ ⋅ В связи с этим 

вводится следующее определение: 
Определение. Пусть случайные величины X   и Y  имеют рас-

пределения: 

 
Говорят, что они независимы, если для любого 1,2,...,i n= и

1,2,...,j m= справедливо 
( , ) .i j i jP X x Y y p q= = =      

Теорема.Если случайные величины X иY независимы, то ма-
тематическое ожидание их произведения равно произведению их ма-
тематических ожиданий, т. е. 

( ) ( ) ( )M X Y M X M Y⋅ = ⋅  
Эту важную теорему часто называют теоремой умножения, ма-

тематических ожиданий. 
При доказательстве ограничимся случаем, когда система X и Y

дискретного типа. 
Доказательство. Возможные значения X  обозначим, как и ра-

нее через, 1 2, ,...x x , а возможные значения  Y  через 1 2, ,...y y . 

X  -1 1 
P  

 2
1

 2
1  

X  1x 2x  … nx   
   и 

Y  1y  2y  … my  

P  1p 2p  … np  P  1q 2q  … mq  
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Применив рассуждения, аналогичные при выводе формулы 
(2.30), получим равенство 

, j

( ) i j ij
i

M X Y x y p⋅ = ∑  

где ijp есть вероятность события { }, .i jX x Y y= = Ввиду  независимости 

величин X  и Y  имеем: 
( , ) ( ) ( )i j i jP X x y y P X x P Y y= = = = = (2.33) 

Обозначив 
( ) , (Y ) ,j i j jP X x r P y s= = = =  

перепишем равенство (2.33) в виде .ij i jp rs=  

Итак, 

,

( ) .i j ij i j i j
i j ij

M X Y x y p x y r s⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅∑ ∑  

Преобразуя полученное равенство, будем иметь: 

( ) ,i i j j
i j

M X Y x r y s
  ⋅ =   

  
∑ ∑  

что и требовалось получить.  
4. Дисперсия дискретных случайных величин. 
Различные случайные величины могут иметь одно и то же ма-

тематическое ожидание. Рассмотрим, например, величины X иY , за-
коны распределения которых заданы таблицами вида: 

 
 
    и   

 

 
Математические ожидания этих величин совпадают (равны нулю), 

2 1
( ) 0.01 0.02 0

3 3
M X = − ⋅ + ⋅ = и

1 1
( ) 100 100 0,

2 2
M Y = − ⋅ + ⋅ +  

однако характеры распределений величин X и Y являются раз-
личными. В то время, как величина X  может принимать лишь значе-
ния,  мало отличающиеся от ее математического ожидания, значения 
величиныY  значительно удалены от ( ).M Y  

Аналогичных примеров можно привести много. В двух различ-
ных географических местностях могут оказаться одинаковые средние 
уровни осадков, в двух учреждениях с различным соотношением низ-

X  0.01−  0.02 

P  2
3  1

3  

Y  100−  1 0 0  

P  1
2 1

2 
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кооплачиваемых и высокооплачиваемых служащих может оказаться   
одна и та же средняя  заработная плата и т. д.  

Укажем еще один пример. Пусть имеются два различных при-
бора для измерения одной и той же физической величины. Практи-
чески результат измерения никогда не совпадает точно с измеряемой 
величиной: каждое измерение сопровождается случайной ошибкой. 
Обозначим ошибку при измерении первым прибором через X , вто-
рым - через Y. Очевидно,Xи Y случайные величины. Предполагая оба 
прибора исправными, будем иметь: 

( ) 0, ( ) 0M X M Y= =  
(написанные равенства означают, что измерения свободны от систе-
матической ошибки). Однако сам по себе этот факт еще не означает 
одинаковой точности обоих приборов. Вполне может быть, что для 
одного из приборов ошибка (по абсолютной величине) принимает в 
среднем большие значения, чем для другого.Другими словами один из 
приборов может оказаться более «разболтанным», давать большее рас-
сеивание результатов измерения, чем другой. 

Определение.Дисперсией случайной величины  X   называется 
число 

2( ) ( ( ))D X M X M X= −      (2.34) 
Другими словами, дисперсия есть математическое ожидание квад-
рата отклонения, случайной величины от своего математического 
ожидание. 

Величина  
( ) ( )X D Xσ =      (2.35) 

носит      название      среднего       квадратического отклоненияслу-
чайной величины X . Если дисперсия характеризует средний размер 
квадрата отклонения, то число ( )Xσ  можно рассматривать как неко-
торую среднюю характеристику самого отклонения, точнее, величины 

( ) .X M X−  
   Из определения (8) легко вытекают следующие два свойства 

дисперсии. 
5. Свойства дисперсии. 
��. Дисперсия постоянной величины равна нулю. 
Действительно, рассматривая постоянную величину c как дис-

кретную случайную величину с единственным возможным значением 
c ,  получим: 

2( ) ( ) 0.D c M c c= − =  
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��. При умножении случайной величин X  на постоянное число c  

ее дисперсия умножается на 2c . 
Действительно, 

( )( ) ( )2 22 2 2( ) ( ( )) c ( ) ( )D cX M cX M cX M X M X c M X M X= − = − = − =  
2 ( ).c D X=  

��. Формула для вычисления дисперсии. 
2 2( ) ( ) ( ( )) .D X M X M X= −  

��. Теорема сложения дисперсий. Если величины X  и Y   неза-
висимы, то дисперсия их алгебраическойсуммы равна сумме их дис-
персий: 

( ) ( ) ( ).D X Y D X D Y+ = +  
Пример 2.4 Найти дисперсию случайной величины X , подчи-

ненной биномиальному закону   распределения.  
Решение.Воспользовавшись представлением X в виде 
1 2 nX X X X= + + ⋅⋅⋅ (см. пример 3) и применяя теорему сложения дис-

персий, получим: 
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ).n nD X X X D X D X D X+ + ⋅⋅ ⋅ + = + + ⋅⋅ ⋅ +  

Дисперсия любой из величин iX , 1,2,...,i n=  вычисляется непосредст-
венно:  

2 2 2( ) ( ) ( ( )) (1 ) .iD X M X M X p p p p pq= − = − = − =  
Итак ( )D X npq= . 

6. Математическое ожидание случайной величины, имею-
щей плотность вероятности.  

Определение.  Пусть X - непрерывная случайная величина, рас-
пределенная с некоторой   плотностью ( )f x .  Если сходится интеграл 

( ) ,x f x dx
+∞

−∞
< ∞∫   (2.36) 

то говорят, что существует ( )M X ,которое  определяется по фор-
муле 

( ) ( ) .M X xf x dx
+∞

−∞
= ∫  (2.37) 

Другими словами, если интеграл (2.37) сходится абсолютно, то 
математическое ожидание величины Xсуществует и равно этому инте-
гралу. 

Пример 2.5 Найти математическое ожидание случайной вели-
чины X , распределенной по нормальному закону с плотностью 
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2

2

( )

21
( ) .

2

x a

x e σϕ
σ π

−−
=     (2.38) 

Решение. Имеем: 
2

2

( )

21
( ) ( )

2

x a

M X xf x dx xe dxσ

σ π

−+∞ −+∞

−∞
−∞

= =∫ ∫
 

В последнем интеграле произведем замену переменной     

.
x a

t
σ
− =  

Тогда получим: 
2 2 2

2 2 21
( ) ( ) .

2 2 2

t t t
dta

M X t a e dt te dt e
σσ

π π π

+∞
+∞ +∞− − −

−∞ −∞
−∞

= + = +∫ ∫ ∫  

Первый из двух интегралов правой части равен нулю в силу не-
четности подинтегральной функции, второй подстановкой 2t u=  сво-

дится к 
2ue du π

+∞ −

−∞
=∫  

В итоге получаем: ( ) .M X a=  
Этим выяснен теоретико-вероятностный смысл параметра $, вхо-

дящего в выражение для нормального закона: параметр $ совпадает 
с математическим ожиданием случайной величины X . 

Смысл второго параметра σ будет установлен позже. 
Пример 2.6 Найти математическое ожидание случайной ве-

личины X , равномерно распределенной на отрезке[ ],a b .  
Решение.Имеем:  

(X) ( )
b

a

x
M xf x dx dx

b a

+∞

−∞
= =

−∫ ∫  

Отсюда  
2 2 2

( ) .
2( ) 2( ) 2

b
a

x b a a b
M X

b a b a

− += = =
− −

 

Мы получили, таким образом, что числу ( )M X соответствует се-
редина отрезка[ ],a b .  

7. Определение дисперсии и среднего квадратического от-
клонения непрерывных случайных величин. 

Определение. Дисперсией абсолютно непрерывной случайной 
величины называют математическое ожидание квадрата ее отклоне-
ния от её математического ожидания.  



81 

 

Отсюда для абсолютно непрерывной случайной величины, рас-
пределенной с плотностью ( )f x ,  получим  

2( ) ( ( )) ( ) .D X x M X f x dx
+∞

−∞

= −∫     (2.39) 

После упрощения ( )2
M X MX −
 

 , получим более краткую фор-

мулу для вычисления дисперсии: 
2 2( ) ( ) ( ( ))D X M X M X= −     (2.40) 

а именно:   
2

2( ) ( ) ( )D X x f x dx xf x dx
+∞ +∞

−∞ −∞

 
= −  

 
∫ ∫     (2.41) 

Аналогично 
 

( ) ( )X D Xσ =  
носит название среднего квадратического отклонения величины X . 
Если дисперсия характеризует средний размер квадрата отклонения, 
то число ( )Xσ можно рассматривать как некоторую среднюю характе-
ристику самого отклонения, точнее, величины ( ) .X M X−  

Пример 2.7 Найти дисперсию случайной величины X , распреде-
ленной по нормальному закону с плотностью 

2

2

( )

21
( )

2

x a

x e σϕ
σ π

−−
=

 
По формуле (2.41) имеем: 

2

2

( )
2 21

( ) ( )
2

x a

D X x a e dxσ

σ π

−+∞ −

−∞

= −∫  

Произведя замену ( ) / ,x a tσ− = получим 
2 2

22
2 22 2( )

2

t tt

du te dt u eD X t e dt
v t dv dt

σ
π

+∞ − −−

−∞

 
= ⇒ = − = = =

 = ⇒ = 
∫  

2 2

2 2 21
.

2

t t

te e dtσ
π

+∞
− −+∞

−∞
−∞

 
= − + 

 
 

∫  

 
Интеграл, стоящий в правой части в скобках, равен 2π . Следова-
тельно, 2( ) .D X σ= Тем самым, выясняется смысл параметра σ  в плот-
ности распределения нормального закона,σ – есть  среднее квадрати-
ческое отклонение величины X . 
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Пример 2.8 Найти дисперсию случайной величины X , равномер-
но распределенной на отрезке[ ],a b .  

           Воспользовавшись формулой (2.41), получим: 
22 3 3 2( )

( ) .
2 3( ) 4

b

a

x dx a b b a a b
D X

b a b a

+ − + = − = − − − 
∫  

Отсюда имеем: 
2 2 2 2 22 ( )

( ) .
3 4 12

a ab b a ab b b a
D X

+ + + + −= − =  

 
8. Нормированные случайные величины. 
Определение.Случайная величинаY  называется нормированной, 

если ее математическое ожидание равно нулю, а дисперсия – едини-
це: ( ) ( )0, 1M Y D Y= = . 

От любой случайной величины Xможно перейти к нормирован-
ной случайной величине Y  с помощью линейного преобразования:

,
X a

Y
σ
−=  

где  a – математическое ожидание, σ – среднее квадратическое от-
клонение величины X  от своего математического ожидания.  

Выделим один частный случай. Для величины X , распределенной 
по нормальному закону с плотностью (2.42), нормированность означает:

0,  1.a σ= =  Следовательно, в случае нормированного нормального за-

кона плотность вероятности имеет вид: 
2

21
( )

2

x

x eϕ
π

−
= и называется 

стандартным нормальным законом. 
9.Определение моды и медианы. 
Определение.Модой случайной величины Xнепрерывного типа 

называется действительное  число Xm , определяемое как точка мак-

симума плотности распределения вероятностей ( )f x . 
Мода  случайной величины X дискретного типа определяется 

как такое возможное значение Xm , для которого 
( ) max ( )X k

k
P X m P X x= = =  

Таким образом, мода случайной величины дискретного типа 
есть ее наиболее вероятное значение в случае, если такое значение 
единственно. 
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Определение.Медианой случайной величины X  непрерывного 
типа называется действительное число Xh , удовлетворяющее условию 

( ) ( ),X XP X h P X h< = >  
т.е. корень уравнения 

1
( ) .

2
F x =  

Таким образом, вероятность того, что случайная величина X  
примет, значение, меньше Xh  или большее ее, одна и та же и равна 
0,5. 

Так как данное уравнение может иметь множество корней, то 
медиана определяется, вообще говоря, неоднозначно.  

Определение. Медианой случайной величины X  дискретного 
типа называется наименьшее действительное число Xh , удовлетво-
ряющее системе неравенств 

1
( ) ;

2
1

( ) .
2

X

X

P X h

P X h

 ≤ ≥

 ≥ ≥


 

Отметим важное свойство медианы случайной величины: мате-
матическое ожидание абсолютной величины отклонения случайной 
величины X  от постоянной величины C  минимально тогда, когда эта 
постоянная C   равна медиане Xh , т.е. ( ) ( )min X

C
M X C M X h− = −  

Определение.Квантиль порядка p случайной величины X  назы-
вается наименьшее действительное число pt , удовлетворяющее систе-

ме неравенств  
( ) ;

( ) 1 .
p

p

P X t p

P X t p

≤ ≥
 ≥ ≥ −

 

Задачи для самостоятельного решения 
1. Случайная величина X  – число выпавших очков при одном броса-

нии игральной кости. Найти ( ),  ( ),  ( )M X D X Xσ . 
2. В урне 7 шаров, из них 4 белых, остальные черные. Из урны науда-

чу берут 3 шара. X  – число взятых белых шаров. Найти
( ),  ( ),  ( )M X D X Xσ . 

3. Две игральные кости одновременно бросаются 2 раза. X  – число 
выпадений четного числа очков на обеих игральных костях. Найти 

( ),  ( ),  ( )M X D X Xσ  Охотник, имеющий 4 патрона, стреляет в цель до 
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первого попадания (или пока не израсходует все патроны). Найти 
математическое ожидание и дисперсию числа израсходованных па-
тронов, если вероятность попадания при каждом выстреле равна 
0.25. 

4. В некотором цехе брак составляет 5% всех изделий. Составьте таб-
лицу распределения числа бракованных изделий из 6 взятых науда-
чу деталей. Найти ( ),  ( ),  ( )M X D X Xσ . 

5. X и Y – независимые случайные величины ( )  4,  ( )  5D X D Y= = . Найти 
дисперсию случайной величины   3 3Z X Y= + . 

6. Математическое ожидание и дисперсия случайной величины X  
равны 2 и 10соответственно. Найти математическое ожидание и 
дисперсию случайной величины 2 5Z X= + . 

7. Найти среднее квадратическое отклонение случайной величины X , 
заданной законом распределения 
 

� 3 5 7 9 
� 0.4 0.3 0.2 0.1 

 
8. Случайная величина X  распределена по биномиальному закону 

( ) , 0,1,2,...k k n k
nP X k C p q k n−= = =  

Найти ( )M X  и ( )D X  
9. Стрелок стреляет до первого попадания. (Геометрическое распре-

деление). Вероятность поражения мишени при одном выстреле 
равна 
. Найти математическое ожидание и дисперсию числа про-
изведенных выстрелов. 

10. Из урны, содержащей 4 белых и 6 черных шаров, извлекаемся 4 
шара. Случайная величина X – число извлеченных белых шаров.  
Найти ( )M X , ( )D X  и ( )Xσ . 

11. Рабочий обслуживает 4 станка. Вероятность того, что в течение 
часа станок не потребует внимание рабочего, равна для первого 
станка 0.9, для второго 0.8, для третьего 0.5, для четвертого 0.7. 
Найти математическое ожидание и дисперсию числа станков, кото-
рые не потребуют внимания рабочего в течение часа. 

12. В партии из 8 деталей 5 стандартных. Наудачу отобраны 4 дета-
ли. Составить закон распределения дискретной случайной величи-
ны X числа стандартных деталей среди отобранных и найти ( )M X  и

( )D X . 
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13. Независимые случайные величины �	и	'  заданы законами рас-
пределения 

 
 
 
 

' 0 1 2 
� 0.3 0.5 0.2 

 
Составить закон распределения случайной величины � · ' и прове-
рить свойство математических ожиданий независимых случайных 
величин: ( ) ( ) ( ).M X Y M X M Y⋅ = ⋅  

14. Независимые случайные величины �	и '  заданы законами рас-
пределения: 

 
 

 
Составить закон распределения их разности �	 − 	'  и проверить 
свойство дисперсии ( ) ( ) ( ).D X Y D X D Y− = +  

15. Дискретная случайная величинаXзадана законом распределения. 
Найти ( )D X и ( )Xσ  для 

 
X 4.3 5.1 10.6 
P 0.2 0.3 0.5 

16. Случайная величина Xпринимает только два возможных значе-
ния 1x  и 2,x 2 1.x x>  Вероятность того, что случайная величина X  при-

мет значение 1x , равна 0.6 ( ) 1.4;  ( ) 0.24.M X D X= = Составить закон 
распределения случайной величины X . 

17. Дискретная случайная величина X  принимает два возможных 
значения 1x  и 2,x 1 .x x< Вероятность того, что случайная величина 

примет значение 1x равна 0.2. ( ) ( )2.6, 0.8M X Xσ= = .Составьте закон 
распределения случайной величины X . 

18. Дискретная случайная величина X  - число появлений события A  
в двух независимых испытаниях. Вероятность наступления события 
A  в каждом испытании постоянна, ( ) 1.2.M X =  Найти ( ).D X  

19. Вероятность выхода из строя элементов некоторого устройства при 

� 1 2 3 4 5 
� 0.2 0.1 0.3 0.3 0.1 

' 2 3 6 7 
Р 0

.
0
.

0.
3 

0.
4 

� 2 4 5 
� 0

,
0
.

0
.
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каждом испытании равна 0.9. Найдите дисперсию дискретной слу-
чайной величины X - числа отказов устройства при проведении 10 
независимых испытаний. 

20. Прибор состоит из пяти элементов. Отказ k-го элемента за время 
Т независимо от остальных элементов происходит с вероятностью

( )0.2 1 0.1p k= + − ⋅  Определить: 
 а) математическое ожидание и дисперсию числа отказавших 

за время Т элементов.   
б) вероятность того, что за время Т откажет хотя бы один из 

элементов прибора. 
21. Случайная величина X  задана функцией плотности вероятности:  

2

0, 0;

0 2;3
( )

8
0, 2.

x

xx
f x

x

≤
 < ≤= 


>

 

Найдите математическое ожидание и дисперсию случайной вели-
чины X.  

22. Задана функция плотности вероятности непрерывной случайной 
величины X: 

0,
;

6
( ) 3sin3 ,

;
6 3

0,
.

3

x

f x x
x

x

π

π π

π




≤
=  < ≤

 >


 

Найти числовые характеристики  ( )M X , ( )D X  и ( )Xσ . 
23. Задана функция плотности вероятности непрерывной случайной 

величиныX 
0, 2;

( ) 0.5, 2 4;

0, 4.

x

f x x

x

≤
= < ≤
 >

 

Найти ( )M X , ( )D X  и ( )Xσ . 
24. Задана функция плотности вероятности непрерывной случайной 

величины X: 

5

0, если 0;
( )

если 0.5 ,x

x
f x

xe−

<
=  ≥
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Найти ( )M X , ( )D X  и ( )Xσ .. 
25. Известно, что М(X) = 3, D(X) =13. Найти функцию плотности веро-

ятности непрерывной случайной величины X, распределенной по 
нормальному закону. 

26. Непрерывная случайная величина Xзадана функцией плотности 
0, если 0;

( ) 2 , если 0 1;

0, если 1.

x

f x x x

x

≤
= < ≤
 >

 

 Найти ( )M X , ( )D X  и ( )Xσ . 
 
27. Непрерывная случайная величина X задана функцией плотности 

вероятности 

2

2
( ) ,

(1 )
f x

xπ
=

+
  .x− ∞ < < ∞  

Найти ( )M X . 
28. Cлучайная величина X  задана функцией плотности 

2( ) , ( 0, 0 ).xf x Ax e xλ λ−= > ≤ <∞  

Найти функцию распределения ( ).F x  
29. Случайная величина X  задана функцией распределения 

 
( ) .F X A B arctgx x= + ⋅ − ∞ < < ∞  

Найти: 
а) коэффициенты A  и B ; 
б) функцию плотности вероятности ( );f x  
в)  ( ).M X  

30. Случайная величина X  задана функцией плотности вероятности 

2

0,
;

2
2

( ) cos , ;
2 2

0,
.

2

x

f x x x

x

π

π π
π

π

 ≤ −

= − < ≤

 >


 

Найти ( )M X и ( ) .D X  
31. Случайная величина X  распределена равномерно. ( ) 4 ,M X =

( ) 3 .D X =  
Найти функцию плотности вероятности. 

32. Случайная величина X  распределена по закону распределения: 
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2

0, 0;

0 2;
( ) ,

4
1, 2.

x

xx
F x

x

≤
 < ≤= 


>

 

Найти ( ).M X  
33. Случайная величина X  задана функцией плотности вероятности: 

2

0, 0;

0 1;( ) 3 ,
0, 1.

x

xf x x

x

≤
 < ≤= 
 >

 

Найти ( ).M X  
34. Случайная величина X  задана функцией плотности вероятности: 

 
, 0,

( )
0, 0.

xA e x
f x

x

− − ≥
= 

<
 

Найти: 
а) коэффициент A ; 
б) ( ).M X  

35. Случайная величина X  подчинена закону распределения Лапла-
са: 

2
1

( ) ,
22

x a

f x e
−

= 0.a >  

где $ - произвольное действительное число.Найти ( )M X  и ( ).D X  
36. Случайная величина X  имеет функцию плотности вероятности 

вида 

2 2

0, 0,
( )

, 0.h x

x
f x

Axe x−

≤= 
>

 

Найти: 
а)  коэффициент A ; 
б)  ( )M X  и ( ).D X  

37. Случайная величина X в интервале (−$	; 	$)  задана функцией 

плотности
2 2

1
( ) .f x

a xπ
=

−
Вне этого интервала ( ) 0.f x =  

Найти дисперсиюэтой случайной величины. 
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§2.4 НАИБОЛЕЕ ИЗВЕСТНЫЕ ДИСКРЕТНЫЕ И  
НЕПРЕРЫВНЫЕ ЗАКОНЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ И  

ИХ ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
 
В этом параграфе описаны основные законы распределения дис-

кретных и непрерывных случайных величин, используемых для по-
строения теоретико-вероятностных моделей реальных социально-
экономических явлений.  

Начнем с дискретных распределений 
1. Биномиальное распределение. 
Пусть производится определенное число n  независимых опы-

тов. В каждом из них с одной и той же вероятностью p  может насту-
пить некоторое событие A .Рассматривается случайная величина X  – 
число наступлений события A   в n  опытах. Тогда  

 
где 

( ) ( ) ( ) ( 0,1,2,..., ).k k n k
n nP k C p q k n−= ⋅ =  

Это непосредственно следует из формулы Бернулли.  
Определение.Закон распределения, характеризующийся приве-

деннойвыше таблицей, называют биномиальным.  
Найдем математическое ожидание и дисперсию дискретной слу-

чайной величины X , распределенной по биномиальному закону: 
1

1 1

! ( 1)!
( ) ;

!( )! ( 1)!( )!

n n
k n k k n k

k k

n n
M X k p q np p q np

k n k k n k
− − −

= =

−= = =
− − −∑ ∑  

Также 2 2

1

!
( )

!( )!

n
k n k

k

n
M X k p q

k n k
−

=

= =
−∑  

1 1

! !
( 1)

!( )! !( )!

n n
k n k k n k

k k

n n
k k p q k p q

k n k k n k
− −

= =

= − + =
− −∑ ∑  

2 2

2

( 2)!
( 1)

( 2)!( )!

n
k n k

k

n
n n p p q np

k n k
− −

=

−= − + =
− −∑  

2( 1) .n n p np= − +  
Отсюда 

2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) .D X M X M X n p np np n p npq= − = − + − =  
 

ЗначенияХ 0 1 2 ... " − 1 " 
Вероятности 

, 

��(0) ��(1) ��(2) … ��("
− 1) 

��(") 
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2. Распределение Пуассона. 
Определение.Говорят, что случайная величина X  распределена 

по закону Пуассона, если ее ряд распределения имеет вид: 
 

ЗначенияХ 0 1 2 ... 
Вероятности 
, 
- 
	 

 … 

 

где  
!

k

kp e
k

λλ −= ( 0,1, 2, ...).k =  Здесь λ – фиксированное положительное 

число (разным значениям . отвечают разное распределения Пуассо-
на).  
 
 

Легко проверить, что  
0 1 2

1 2 ... ... * ... 1
0! 1! 2!np p p e e eλ λ λλ λ λ − 

+ + + + = + + + = = 
 

 

Найдем математическое ожидание и дисперсию дискретной слу-
чайной величины , распределенной по закону Пуассона. 

Для любого 0λ > закон Пуассона задается в виде  

( )
!

k
kP X k e

k

λ −= =  
Отсюда имеем  

( )1 1 1

( ) ;
! 1 ! !

k k k
k k k k k

k k k

M X k e e e e e
k k k

λ λ λλ λ λ
∞ ∞ ∞

− − − −

= = =

= = = = =
−∑ ∑ ∑  

 
2 2 2

1 1 1 2 1

( ) ( 1) ;
! ! ! ( 2) ( 1)!

k k k k

k k k k k

M X k e k k e k e e e
k k k k k

λ
λ λ λ λ λλ λ λ λ λ λ λ

−∞ ∞ ∞ ∞ ∞
− − − −

= = = = =

= = − + = + = +
− −∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

 
Следовательно, 2 2 2 2( ) ( ) ( ( )) ;D X M X M X λ λ λ λ= − = + − =  

Таким образом, параметр 0,λ >  есть не что иное, как  математиче-
ское ожидание, которое совпадает с дисперсией случайной величины
X . 

3.  Геометрическое распределение. 
Производится  ряд независимых опытов, в каждом из которых с 

одной и той же вероятностью наступает событиеА.  Опыты продол-
жаются до первого появления события А, после чего прекращаются. 
Рассматривается случайная величина Х – число произведенных опы-

X
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тов до первого появления события А Составим для нее закон распре-
деления. 

а) возможные значения случайной величины Х это 1, 2, 3, 
…(бесконечно).  Событие { }X n=  (n −  любое  натуральное число) оз-
начает, что в первых 1n −  опытах событие А не наступает, а в " – м 
опыте наступает. Вероятность такого исхода равна: 

1
1 2

1

(1 )(1 )...(1 ). n
n

n раз

p p p p pq−

−

− − − =
14444244443

 

Где 1q p= − . Следовательно, закон распределения величины X  будет: 
{ } 1.nP X n pq −= =  

Отсюда  

1
2

1 0

1 1
( )

1 (1 )
n n

N n

p
M X npq p q p

q q p

∞ ∞
−

= =

′′   = = = = =   − −   
∑ ∑  

 
Аналогично 

2 2 1 1
3 2

1 1 0

1 1 1 2 1 2 1
( ) ( 1) .

1 (1 )
n n n

n n n

p
M X n pq n n pq p q p

p q p q p p p

∞ ∞ ∞
− −

= = =

′′   = = + = − = − = − = −   − −   
∑ ∑ ∑  

Следовательно, 
2 2

2 2 2 2

2 1 1 1 1
( ) ( ) ( ( )) .

q
D X M X M X

p p p p p p
= − = − − = − =  

б) пусть теперь возможность проведения опыта конечно, т.е. по-
сле  " опытов он прекращается независимо от того, что событиеА на-
ступает или нет. Тогда  

{ } 1,kp X k pq−= = для 1, 2, ..., 1k n= −  
и 

{ } 1 1 1 2 1... (1 ...) .n n n nP X n pq pq pq q q q− + − −= = + + = + + + =  
Вычислим 

1 1
1 1 1

1 0

1
( ) .

nn n
k n k n

k k

q
M X kpq nq p q nq

p

− −
− − −

= =

− = + = + = 
 

∑ ∑  

1
2 2 1 2 1

1

( )
n

k n

k

M X k pq n q
−

− −

=

= +∑  

21
2 2 2 1 2 1 2 1 2 1

2 2
1

1 2
( ) ( ) ( ( )) .

n n nn
k n k n

k k n

q q q q
D X M X M X k pq n q k pq n q

p p p

− ∞
− − − −

= =

 − −= − = + − = + − + 
 

∑ ∑

Перейдем к непрерывным распределениям. 
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4. Закон равномерного распределения на отрезке. 
Определение.Мы говорим, что случайная величина Х равно-

мерно распределена на отрезке [a,b], если она имеет плотность веро-
ятности следующего вида: 

 

 
Отсюда получаем, что            

 

2 21
( ) .

2(( ) 2

b

a

b a a b
M X xdx

b a b a

− += = =
− −∫  

3 3 2 2
2 21

( ) .
3( ) 3

b

a

b a a ab b
M X x dx

b a b a

− + += = =
− −∫  

 
Следовательно, 

2 2 2 2 2
2 2 2 ( )

( ) ( ) ( ( )) .
3 4 12

a ab b a ab b b a
D X M X M X

+ + + + −= − = − =  

5. Закон нормального распределения на прямой. 
Нормальный закон распределения наиболее часто  встречается 

на практике. Главная особенность, выделяющая его среди других за-
конов, состоит в том, что он является  предельным законом, к кото-
рому приближаются другие законы  распределения при весьма часто 
встречающихся типичных условиях. 

Определение.Мы говорим, что непрерывная случайная величи-
на  Х  подчиняется нормальному закону распределения, если она име-
ет плотность вероятности следующего вида: 

2

2

( )
.

21
( )

2

x a

x e σϕ
σ π

−−
=       

Это стандартная запись нормального закона распределения. У 
нормального распределения два параметра:  a  и σ  , чей теоретико-
вероятностный смысл состоит в том, что: ( )M X a= и ( ) 2D X σ=  
(вычисления производить самостоятельно). 

Нетрудно получить представление для функции распределения 
нормального закона. 

1 если ;
,

( )
0, если ,  или .

a x b
f x b a

x a x b

≤ ≤
= −
 < >

0, если ;

( ) , если ;

1, если .

x a

x a
F x a x b

b a
x b

<
 −= ≤ ≤ −

>
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( )
2

2

( )

21

2

x t

a

a

Ф x e dtσ
σ

σ π

−−

−∞

= ∫  

и следовательно 

( )
2

2

( )

2

a

a

tb

P a X b e dtσ
−−

≤ ≤ = ∫  

Если в последнем интеграле произвести замену ,
t a

y
σ
− = то получим 

( ) ( )
2

2

( )

0
2

0

1

2

b

a

a

a

t
b a

P a X b Ф x e dt Ф Ф

β
σ

σ
α

σ

σ β α
σ σπ

−

−

−

− − −   ≤ ≤ = = = −   
   

∫ , 

 
где Ф-(�) есть стандартный нормальный закон с функцией распреде-
ления 

( )
2

0
21

2

tx

Ф x e dt
π

−

−∞

= ∫  

 
В частности, вероятность попадания в отрезок рав-

на: 

0 0 0(3) ( 3) 2 (3) 1 0,997......Ф Ф Ф− − = − =  
Как мы видим, эта вероятность отличается от 1на весьма малую 
величину.  
Отсюда следует, что событие 3 3a X aσ σ− ≤ ≤ + является практически 
достоверным, т.е. что практически возможные значения величины � 
расположены на отрезке . Этот факт носит название 
«правило трех сигм». 

6. Показательный (экспоненциальный) закон распределения  
Определение. Показательным называют распределение вероят-

ностей непрерывной случайной величины Х, которое описывается 
плотностью: 

 

где . – постоянная положительная величина, которая  называется па-
раметром распределения. Функция распределения (интегральная 
функция) показательного закона имеет вид: 

 

( 3 , 3 )a aσ σ− +

( 3 , 3 )a aσ σ− +

0, при 0;
( )

при 0,,x

x
f x

xe λλ −

<
=  ≥

0, при 0;
( )

при 0,1 ,x

x
F x

xe λ−

<
=  ≥−
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Нетрудно убедиться, что 

 

 

 

 

Отсюда 

 
Задачи для самостоятельного решения 

1. Составить закон распределения случайной величины X  - числа вы-
падений герба при двукратном подбрасывании монеты. 

2. Две игральные кости одновременно бросают 2 раза: 
а) написать биноминальный закон распределения дискретной 

случайной 
величины X  - числа выпадений четного числа очков на двух иг-
ральных костях; 

б) построить многоугольник распределения. 
3. В партии деталей имеется 10% нестандартных. Наудачу отобраны 4 

детали. Составить закон распределения числа нестандартных дета-
лей среди 
отобранных. 

4. Две игральные кости одновременно бросают 2 раза: 
а) написать биноминальный закон распределения дискретной 

случайной 
величины X  - числа выпадений четного числа очков на двух иг-
ральных костях; 

5. В партии деталей имеется 10% нестандартных. Наудачу отобраны 4 
детали. Составить закон распределения числа нестандартных дета-
лей среди отобранных. 

6. Дискретная случайная величина X  - число появлений события A  в 
двух независимых испытаниях. Вероятность наступления события 
A  в каждом испытании постоянна, ( )M X  =1.2. Найти ( )D X . 

7. Вероятность выхода из строя элементов некоторого устройства при 
каждом испытании равна 0.9. Найдите дисперсию дискретной слу-

0

( )
x x

x du e dx u e
M X xe dx

v x dv dx

λ λ
λ λλ

+∞ − −
−  = ⇒ = −

= = = = ⇒ = 
∫

0

1
;

0
x xxe e dxλ λ

λ

+∞
− −+∞

= − + =∫

2 2

2
0

( )
2

x x
x du e dx u e

M X x e dx
v x dv xdx

λ λ
λ λ

λ
− −+∞

−  = ⇒ = −
= = =  = ⇒ = 
∫

2
2

0

2
2 ;

0
x xx e xe dxλ λ

λ

+∞
− −+∞

= − + =∫

2 2
2 2 2

2 1 1
( ) ( ) ( ( )) .D X M X M X

λ λ λ
= − = − =
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чайной величины X  - числа отказов устройства при проведении 10 
независимых испытаний. 

8. Вероятность попасть в самолет при выстреле из ружья равна 0.001. 
Произведено 3000 выстрелов. Составить закон распределения слу-
чайной величины X  - числа попаданий в самолет. 

9. Охотник, имеющий 4 патрона, стреляет в цель до первого попада-
ния (или пока не израсходует все патроны). Найти математическое 
ожидание и дисперсию числа израсходованных патронов, если ве-
роятность попадания при каждом выстреле равна 0,25. 

10. Аппаратура состоит из 1000 элементов, каждый из которых неза-
висимо от остальных выходит из строя за время Т, 0,005p =  Найти 
вероятности следующих событий: А={ за время Т не выходит из 
строя ни один элемент}, В={ за время Т выходит из строя хотя бы 
один элемент}, С={ за время Т выходит из строя не более три эле-
ментов}. 

11.  Среднее число вызовов, поступающих на АТС в минуту, ровно 
120. Найти вероятности следующих событий: А={ за две секунды на 
АТС не поступит ни один вызова}, В={ за две секунды на АТС не 
поступит менее двух вызовов}, С={ за три секунды на АТС посту-
пит менее три вызовов}. 

12.  Случайная величина �  на отрезке [0; 	2] распределена по равно-
мерному закону. 

а) найти вероятность события0 0,5X< < ; 
б) построить график функции ( )f x  и ( )F x . 

13. Автобусы идут с интервалом 5 минут. Считая, что случайная вели-
чина X  – время ожидания автобуса на остановке – распределена 
равномерно на указанном интервале,  

а)   найти среднее время ожидания и дисперсию времени ожи-
дания; 

б) вычислить вероятность того, что время ожидания превысит 3 
мин. 

14. Время ожидания у бензоколонки автозаправочной станции  являет-
ся случайной величиной X , распределенной по показательному за-
кону со средним временем ожидания, равным 4. Найти вероятности 
следующих событий: { } { }2 6 , 8A X B X= ≤ ≤ = ≥ .	

15. Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадрати-
ческое отклонение непрерывной случайной величины X , заданной 
по показательному закону с функцией плотности 10( ) 10 , 0.xf x e x−= ≥  
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16. Величина X  задана функцией плотности вероятности 

 

Найти ( ) ( ) ( ), ,M X D X Xσ . 
17. Химический завод изготовляет серную кислоту номинальной плот-

ности 1,84г/см³(плотность кислоты нормально распределен).  В ре-
зультате статистических испытаний обнаружено, что практически  
99,9% всех выпускаемых реактивов имеют плотность  в интервале   
(1,82; 1,86). Найти вероятность  того, что кислота удовлетворяет 
стандарту, если для этого достаточно, чтобы ее плотность не откло-
нялась от номинала более, чем на 0,01 г/см³. 

18. В нормально распределенной совокупности 15% значений x  мень-
ше 12 и 40%значений   больше 16,2. Найти среднее значение и стан-
дартное отклонение данного распределения.    

19. Деталь, изготовленная автоматом, считается годной, если отклоне-
ние X  контролируемого размера от номинала не превышает 10 мм. 
Точность изготовления деталей характеризуется стандартным откло-
нением σ. Считая, что для данной технологии 5σ =  и X  нормально 
распределена, выяснить, сколько процентов годных деталей изготов-
ляет автомат.  

20.  (продолжение). В условиях предыдущей задачи выяснить, какой 
должна быть точность изготовления, чтобы процент годных деталей 
повысился до 98? 

21. Коробки с шоколадом  упаковываются автоматически. Их средняя 
масса равна 1,06 кг. Известно, что 5% коробок имеют массу, мень-
шую 1 кг. Каков процент коробок, масса которых превышает 940, ес-
ли масса шоколадов нормально распределена? 

 
§2.5. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕКТОРЫ И ИХ РАСПРЕДЕЛЕ-

НИЕ. ДВУМЕРНОЕ НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 
 

1. Случайныевекторы.Если случайное событие описывается упоря-
доченным набором действительных чисел  то этот набор 

представляет значение n-мерной случайной величины 
. Можно также говорить о системе случайных вели-

чин или об n-мерном векторе. Каждое элементарное событие может 

0.4

0, если 0;
( )

если 0.0.4 ,x

x
f x

xe−

<
=  ≥

1 2, ,..., ,nx x x

1 2( , ,..., )n nX X X X=
uur
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рассматриваться как результат сложного испытания, состоящего в из-
мерении всех величин , и интерпретироваться как точкаn-

мерного пространства или как вектор 

.Каждая из величин является случайной величи-

ной(одномерной). Если говорят, что -случайный вектор (или n-

мерная случайная величина), то величины называют его 

случайными координатами. 

2. Двумерные распределения вероятностей. Распределения коор-
динат случайной величины.Распределение системы двух случайных 
величин или двумерного случайного вектора  задает-

ся функцией совместного распределения 

                              (2.43) 

Каждая из случайных величин и (координаты случайного векто-

ра) определяется соответствующей функцией распределения (одно-
мерной)  

        (2.44)        

(Координаты случайного вероятности и -независимы). 

3. Дискретные и непрерывные двумерные распределения вероят-
ностей. 

Двумерная случайная величина (вектор) называется дис-

кретной если совместная вероятность выглядит следующим образом: 

    (2.45) 

и отлична от нуля только для счетного множества (спектра) точек 
 , т.е. если и являются дискретными случайными величи-

нами. Распределения случайных координат и определяются веро-

ятностями 

1 2, ,..., nX X X

1 2( , ,..., )nX X X 1 2( , ,..., )n nX X X X=
uur

1 2, ,..., nX X X

nX
uur

1 2, ,..., nX X X

1 2,X X ( )2 1 2,X X X=
uur

( ) ( ) { }
2

1 2 1 2 1 1 2 2Ф , Ф , P , 
X

x x x x X x X x= = < <uuur

1X 2X

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1 2 1

2 2 2 2 1 2 2 2

, ,

, ,

Ф x P X x P X x X Ф x

Ф x P X x P X X x Ф x

= < = < < ∞ = ∞


= < = < ∞ < = ∞

1X 2X

( )2 1 2,X X X=
uur

( ) ( )
2

1 1 2 2 1 2,  = ,  
X

P X x X x P x x= = uuur

1 2( , )x x 1X 2X

1X 2X
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    (2.46) 

Двумерный случайный вектор  называется непрерывным 

(имеет непрерывное распределение вероятностей), если функция рас-
пределения  непрерывна всюду и если двумерная плотность 

распределения вероятностей 

2

2
1 2

1 2 1 2
1 2

( , )
( , ) ( , )

x

F x x
f x x f x x

x x

∂= =
∂ ∂

uur        (2.47) 

существует и кусочно-непрерывна. Дифференциал  назы-

вается элементом вероятности. Спектр непрерывного двумерного рас-
пределения вероятностей есть множество точек, в которых плотность 
распределения (2.47) отлична от нуля. Распределения координат и 

определяются плотностями распределения 

          (2.48) 

Отметим, что 

           (2.49) 

4. Математическое ожидание и моменты. Математическое ожидание 
(среднее значение) функции  двух случайных величин и 

определяется через их совместное распределение формулой 
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

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∞
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        (2.50) 

если эти выражения существует в  смысле абсолютной сходимости. 

Математические ожидания  определяют точку 

, называемую центром совместного распределения вероятностей 

(центром рассеяния). Величины  называются момен-

тами порядка  относительно точки . В частности, моменты 

порядка  относительно начала (начальные моменты) и относи-

тельно центра распределения (центральные моменты) определяются 
соответственно формулами:  

   (2.51) 

Центральные моменты второго порядка представляют особый интерес 
и имеют специальные названия и обозначения 

        (2.52) 

 (ковариация и ,  или кор-

реляционный момент, или смешанный момент 2-го порядка),  

 - коэффициент корреляции 

между и ). 

Заметим, что 

                          (2.53) 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

, , ,

, ,         для дискретного распределения,

, ,  для непрерывного распределения,

X X

M g X X g x x dF x x

g x x P x x

g x x f x x dx dx

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

= =


= 



∫ ∫

∑∑

∫ ∫

( ) ( )1 1 2 2,  M X a M X a= =

( )1 2,a a

( ) ( )1 2

1 1 2 2

r r
M X x X x− −

1 2r r+ ( )1 2,x x

1 2r r+

( ) ( ) ( )1 21 2

1 2 1 21 2 1 1 2 2,   
r rr r

r r r rM X X M X a X aα µ= = − −

( ) ( )
( ) ( )

2 2
11 1 1 1 1

1 22 2
22 2 2 2 2

дисперсии  и .
M X a D X

X X
M X a D X

λ σ

λ σ

= − = =  −
= − = = 

( )( ) { }12 21 1 1 2 2 1 2cov ,M X a X a X Xλ λ= = − − = 1X 2X

1 2

12 1 1 2 2
12 21 ,

1 211 22

X X

X a X a
r r r M

λ
σ σλ λ

 − −= = = = ⋅ 
 

1X 2X

121 1,r− ≤ ≤ ( )12 1 2 1 2 12 1 2M X X a a rλ σ σ= ⋅ − =



100 

 

5. Условные распределения вероятностей, связанные с двумя слу-
чайными величинами.Распределение системы двух случайных вели-
чин и  определяет условное распределение величины  при 

и условное распределение величины при .  В случае 

дискретного совместного распределения эти условные распределения 
также являются дискретными и описываются условными вероятностя-
ми:  

      (2.54) 

В случае непрерывного совместного распределения условные распре-
деления величин и  также являются непрерывными и описывают-

ся условными плотностями распределений: 

 

Отметим, что 

 

Если дано дискретное или непрерывное распределение вероятностей 
системы двух случайных величин и , то условное математическое 

ожидание функции  при  есть 

 

если эти выражения существуют в смысле абсолютной сходимости. 
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Заметим, что  есть функция от . 

6. n-мерные распределения вероятностей.Распределение системы n
случайных величин или n-мерного вектора  задается 

 

Распределение подсистемыm n<  величин  есть m-мерное 
распределение (маргинальное распределение). Соответствующая m-
мерная функция распределения получается из n-мерной путем под-
становки   для каждого из n-m аргументов , которые не входят в 

выбранную подсистему, например: 

1 2 1 2

2 2 2

( , ) ( , , ,....., ),

( ) ( , , ,....., ),

F x x F x x

F x F x

= ∞ ∞
= ∞ ∞ ∞

и т.д. 

n-мерная случайная величина  называется дискрет-
ной, если совместные вероятности 

       (2.55) 

 отличны от нуля лишь для счетного множества точек  , т.е. 
если каждая из величин  дискретна. 

n-мерная случайная величина называется непрерыв-
ной, если функция распределения непрерывна всюду и 
если плотность распределения вероятностей 

1 2
1 2 1 2

1 2

( , ,...., )
( , ,...., ) (( , ,...., )

, ...n

n
n nx

n

F x x x
f x x x f x x x

x x x

∂= =
∂ ∂ ∂

uur    (2.56) 

существует и кусочно-непрерывна. 

   Дифференциал  называется элементом вероятности. 
Спектр непрерывного распределения вероятностей есть множество 
всех точек , в которых плотность распределения (2.56) от-
лична от нуля. 

7. Математическое ожидание и моменты.Математическое ожидание 
функции  от nслучайных величин  

определяется формулой  
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1 1 1 2,X xM g X X= 1x
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( )1 2, ,...,n nX X X X=
uur

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1, ,..., , ,..., ,...,
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( )1 2, ,..., nx x x

( )1 2, ,..., ng X X X 1 2, ,..., nX X X
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1 2 1 1( , ,......, ) ... ( ,...., ) ( , ...., )n n nMg X X X g x x dF x x
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

= ∫ ∫ ∫  

 

если эти выражения существуют в смысле абсолютной сходимости. 

n математических ожиданий  опре-
деляют точку  , которая называется центром распределения 

вероятностей. Величины   называются мо-
ментами порядка  относительно точки .  

В частности, моменты относительно начала(начальные моменты) и 
относительно центра распределения(центральные моменты) опреде-
ляются формулами: 

 

    Центральные моменты второго порядка представляют особый инте-
рес и имеют специальные названия и обозначения: 
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Эти моменты определяют матрицу моментов .  Ее определитель 
называется обобщенной дисперсией n-мерного распределения. 

Коэффициент корреляции 
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определяет корреляционную матрицу n-мерного расширения, если 

только все . Величину  иногда называют коэф-

фициентом разброса. 

 

8. Примеры многомерных распределений 

         8.1. Полиномиальное распределение. 

k-мерный случайный вектор  имеет полиномиальное 
распределение с параметрами , если  

 

для Характеристическая функция имеет вид: 

 

моменты   

 

Полиномиальное распределение есть многомерный аналог биномиаль-
ного распределения. Маргинальное распределение каждой из компо-
нент вектора  есть биномиальное распределение. 

Если - независимые k-мерные биномиальные случайные 
величины с параметрами соответственно, то век-

тор имеет полиномиальное распределение с параметрами  
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Полиномиальное распределение является моделью случайного экспе-
римента, представляющего n независимых испытаний, исходом каж-
дого из которых является событие одного из k непересекающихся 
классов; означает вероятность того, что результат любого 

испытания принадлежит i-му классу, причем . 

8.2. Равномерное распределение. 

Пусть S – ограниченное борелевское множество в . Обозначим че-
рез его  – мерную меру Лебега. 

     Случайный вектор  имеет равномерное распределе-
ние в S, если  и его плотность вероятности 

равна  

 

Представляет интерес частный случай, когда S– k- мерный параллеле-
пипед   

 

 

8.3. Двумерное нормальное распределение. 

Двумерный случайный вектор  имеет нормальное распреде-

ление, если его характеристическая функция равна 

, причем квадратичная 

форма неотрицательна, т.е. для 

любых действительных . Если ранг квадратичной формы  
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равен 2, т.е. детерминант матрицы отличен от нуля, то 

двумерное нормальное распределение называется невырожденным 

или собственным. Если ранг квадратичной формы равен 0 или 1, 

то двумерное нормальное распределение называется вырожденным 
или несобственным.  

        Если случайный вектор  имеет невырожденное нормальное рас-

пределение, то его плотность равна

 

где Смысл величин 1 2 1 2, , ,M m σ σ и ρ сле-

дующий:  

– коэффициент 

корреляции компонент  и . 

  Плотность невырожденного двумерного нормального распределения 
удобно записывать в виде: 

 

где - элементы матрицы . 

Маргинальные плотности нормального распределения: Следующие 

. 

  Условная плотность распределения компоненты при условии, что
,  

равна 0. 
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, . 

Плотность невырожденного нормального распределения сохраняет 
постоянное значение на эллипсах 

, называемых эл-

липсами равных вероятностей, причем вероятность попадания вектора
  внутрь такого эллипса равна . 

     Если двумерное нормальное распределение вырождено, то в случае, 
когда ранг квадратичной формы равен нулю, оно сосредоточено 

в точке , т.е.  

   Если ранг квадратичной формы равен единице, то нормальное 

распределение сосредоточено на прямой, определяемой соб-
ственным вектором матрицы C , который соответствует ненулевому 
собственному значению. 

8.4. Многомерное нормальное распределение. 

Случайный вектор имеет многомерное нормальное рас-
пределение,  если его характеристическая функция  

имеет вид: где С – неотрицательно опреде-

ленная симметрическая k×k матрица, - транспонированный вектор-

столбец . 

     Если ранг матрицы (равен k, т.е. ), то распределение называ-
ется  

невырожденным или собственным. Смысл вектор

 и матрицы   
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– ковариационная 

матрица. 

    Если случайный вектор имеет невырожденное нормальное рас-

пределение, то его плотность распределения 

равна  

 

8.5. Распределение Дирихле. 

Случайный вектор имеет распределение Дирихле с вектор-

ным параметром  

 

 где – мерный симплекс:

 

моменты , где 

 

8.6. Многомерное распределение Стьюдента (t - распределение).  
Случайный вектор имеет t–мерное распределение Стью-
дента с n степенями свободы, вектором сдвига и матрицей точно-
сти T , если 

, 

( )( ){ } ( )( ), , 1,...,
T T

i i j j k k k kM m m i j k M m mξ ξ ξ ξ= − − = = − −
uur uur uur uur

kξ
uur

( ) ( )1 2, ,...,
k k

k kf x f x x xξ ξ=uur uur

uur

( )
( )

( ) ( )11 1
exp

22 det
k

T

k k k k kk
f x x m C x m

C
ξ

π
− = − − − 

 
uur

uur uur uur uur uur

( )1,...,k kξ ξ ξ=
uur

( ) ( )1,...,  0,  1, ,k i i kα α α α > =

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
11

1
1 21

Г ....
... , ,

Г Г ...Г,...,

0,  ,

k

k k

k
k k

kk

k

x x x S
f x f x x

x S

αα

ξ ξ

α α
α α α

 + +
∈

= = 
 ∉

uur uur

uur

uur

)–  ( 1S k−

1

: 1,  0,  1, .
k

k
k i i

i

S x R x x i k
=

 = ∈ = ≥ = 
 

∑
uur

0 0 0 0

, cov( , ) , ( )
(1 )k

i jk i
i j iDξ

α αα αµ ξ ξ ξ
α α α α

= = =
−

uur

uur

( )1,..., ,k kα α α=
uur

0 1 ... .kα α α= + +

( )1,...,k kξ ξ ξ=
uur

km
uur

2
det

12( ) 1 ( ) ( )
(2 )

2

k

k n

T
k k k k k

k

k n
T

f x x m T x m
n nξ

π

+−
+ Γ 

  = + − −    Γ 
 

uur

uur uur uur uur uur



108 

 

где T  – симметрическая положительно определенная матрица,ее мо-
менты: 

 

       Если имеет нормальное распределение с нулевым вектором ма-
тематических ожиданий и невырожденной ковариационной матрицей

 а  имеет«хи-квадрат» распределение с n  степенями свобо-

ды, то вектор , где , имеет – мерное распреде-

ление Стьюдента с n  степенями свободы, вектором сдвига и мат-
рицей точностиT . 

     Если случайный вектор имеет – мерноераспределение Стьюден-
та сn  степенями свободы, вектором сдвига  и матрицей точности T

, то случайная величина  имеет F-

распределение с kи n  степенями свободы. 

Задачи для самостоятельного решения 
1. По данным приведенным в таблице, найти выборочный коэффици-

ент корреляции. 
Y 
X 

-1 0 5 6 

2 3 2 5 4 
3 2 3 4 5 
4 6 1 5 3 

 
2. По данным приведенным в таблице, найти выборочный коэффици-

ент корреляции. 
Y 
X 

2 3 4 5 6 

2 6 2 4 2 5 
3 1 2 0 4 0 
4 2 3 4 7 6 
 

3. По данным таблицы найти условное среднее  и . 
 

( ) ( )( ) 1,  cov( ) ,  2.
2

T

k k k k k k

n
M m M m m T n

n
ξ ξ ξ ξ −= = − − = >

−

uur uur uur uur uur uur

nη
uur

1,С T −= 0ξ

( )1,...,k kξ ξ ξ=
uur

0

i
i i

n
m

ηξ
ξ

= + k

km
uur

kξ
uur

k

km
uur

( ) ( )1 T

k k k km T m
k

ζ ξ ξ= − −
uur uur uur uur

yX xY
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Y 
X 

3 4 5 6 

2 5 3 1 4 
3 1 2 2 5 
4 0 4 5 3 

4. По данным таблицы найти условное среднее  и . 
 

Y 
X 

3 3,5 4 4,5 5 

7 5/22 3/22 0 0 0 

9 2/22 3/22 5/22 3/22 1/22 
 

5. Найти коэффициент корреляции по данным таблицы: 
 
Y 
X 

-2 0 1 5 1 

3 0,1 0 0,2 0,15 0,05 
5 0,12 0,01 0,05 0,02 0,05 
1 0 0,1 0 0,05 0,1 
 

6. Найти коэффициент корреляции по данным таблицы: 
 
Y 
X 

8 2 6 4 

10 0,1 0 0,2 0,15 
2 0,05 0,12 0,1 0 
7 0,05 0,1 0 0,01 
5 0 0,05 0,02 0,05 
 

7. По данным таблицы найти условное среднее  и . 
 

Y 
X 

5 7 10 

1 0,15 0,15 0,2 
3 0,1 0,05 0,17 
4 0,1 0,03 0,05 

 

yX xY

yX xY
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8. Даны совместное распределения случайных величин X иY. Най-
ти условное среднее Y при условии, что 2X = . 
 

Y 
 

X  
1 9 19 

0 12

50
 

10

50
 

1

50
 

2 2

50
 

25

50
 0 

 
9. Дано совместное распределение случайных величин X и Y. Най-
ти условное среднее X при условие, что 20Y = ; 

 
Y 
X 

20 25 30 35 40 

16 0,4 0,06 0,1 0,02 0,03 

26 0,1 0,09 0,1 0,08 0,02 
 

10. Дано совместное распределение случайных величин X иY. Най-
ти условное средней Y при условии, что 140X = . 

 
Y 

X 
5 10 15 20 

100 0,04 0,02 0,01 0 

120 0,02 0 0,06 0,02 

140 0,03 0,02 0,1 0,2 
160 0,01 0,12 0,02 0,02 
180 0,14 0,10 0,02 0,05 

 
11. По данным таблицы найти условное среднее  и . 

 
Y 

X 
8 13 18 23 28 33 38 

25 0,1 0,15 0,2 0,05 0,02 0,05 0 
50 0,1 0,1 0,1 0 0,06 0,05 0,02 

yX xY
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§2.6 ЗАКОН БОЛЬШИХЧИСЕЛ И ЦЕНТРАЛЬНАЯ 
ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА 

 
1. Постановка задач. 
Как известно, предмет теории вероятностей, составляют законо-

мерности, свойственные массовым случайным событиям.  Простей-
шая из них – устойчивость частоты -лежит в основе всех приложений 
теории вероятностей к практике. 

Пусть производится большая серия однотипных опытов. Исход 
каждого отдельного опыта является случайным, неопределенным. 
Однако, несмотря на это, средний результат всей серии опытов утра-
чивает случайный характер, становится закономерным. Под законом 
больших чисел в теории вероятностей понимается ряд теорем, в каж-
дой из которых устанавливается факт приближения средних характе-
ристик большого числа опытов к некоторым определенным постоян-
ным. 

В основе доказательств этих теорем лежит важное неравенство, 
установленное в 1845 г. П.Л.Чебышевым.  

 
2. Неравенство Чебышева. 
Пусть – случайная величина с математическим ожиданием 0. 

Выберем какое-либо положительное число 1 и рассмотрим событие 
| |X M ε− ≥      (2.57) 

Геометрический смысл этого события заключается в том, что 
значение случайной величины попадает в интервал на числовой оси 
интервала от до  . С возрастаниемε  эта область сужается, 
следовательно, вероятность попадания в нее (т.е. вероятность события 
(1)) становится все меньше. Неравенство Чебышева замечательно тем, 
что устанавливает для этой вероятности весьма простую оценку. 

Теорема 1. Пусть неотрицательная случайная величина имеет 
математическое  ожидание. Тогда для любого справедливо соот-
ношение 

( )
( ) .

M X
P X ε

ε
> ≤      (2.58) 

Следствие 1. Пусть случайная величина  имеет математиче-
ское ожидание. Тогда для любого   справедливо 

(| |)
(| | ) .

M X
P X ε

ε
> ≤      (2.59) 

X

X
m ε− m ε+

X
0ε >

X
0ε >
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Следствие 2. Пусть случайная величина  имеет математиче-
ское ожидание  и дисперсию. Тогда для любого справедливо 

( )( ) ( )
2

D X
P X M X ε

ε
− > ≤     (2.60) 

3. Различные формы закона больших чисел. 
Определение. Пусть  последовательность случайных 

величин. Говорят, что справедлив закон больших чисел, если среднее 
значение этих случайных величин утрачивает случайный характер, 
т.е. для любого  

1 2 ...
0.nX X X

P p
n

ε + + − ≥ → 
 

  при n→∞   (2.61) 

Неравенство Чебышева позволяет доказать ряд важных теорем, 
объединенных общим названием «закон больших чисел». Основная 
из этих теорем принадлежит самому П.Л.Чебышеву. 

Теорема 2(Чебышев). Пусть случайные величины             
независимые, причем дисперсии их равномерно ограничены. Тогда 
каково бы ни было положительное постоянное число справедли-
во соотношение 

1 2 1 2... ( ) ( ) ... ( )
0.n nX X X M X M X M X

P
n n

ε + + + + + − ≥ → 
 

 при n→∞. (2.62) 

Доказательство.Положим, 
1 2 ...

.n
n

X X X
S

n

+ +=  

В силу свойств математического ожидания имеем: 
1 2( ) ( ) ... ( )

( ) .n
n

M X M X M X
M S

n

+ + +=  

Далее, так как величины независимы и дисперсии их 
равномерно ограничены, то 

1 2
2

( ) ( ) ... ( )
( ) .n

n

D X D X D X nC C
D S

n n n

+ + += ≤ =  

Сопоставив полученное неравенство с неравенством Чебышева полу-
чим: 

1 2 1 2
2

... ( ) ( ) ... ( )n nX X X M X M X M X C
P

n n n
ε

ε
 + + + + + − ≥ ≤ 
 

 

Это показывает, что с увеличением n вероятность события 
 стремится к нулю. 

Смысл теоремы Чебышева можно пояснить следующим приме-
ром. Пусть требуется измерить некоторую физическую величину m. 
В силу неизбежных при измерении ошибок результат измерения  бу-

X
0ε >

1 2, , , nX X X…

0ε >

1 2, , , ,...nX X X…

0ε >

1 2, , , ,...nX X X…

( )n nS M S ε− ≥
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дет случайной величиной. Обозначим эту величину через . Ее мате-
матическое ожидание будет совпадать с измеряемой величиной  m, а 
дисперсия равна некоторой величине (характеризующей точность 
измерительного прибора). Произведем независимых измерений и 
обозначим: – результат первого измерения, – результат второго 
измерения   и т.д. 

Совокупность величин   представляет собой сис-
тему    независимых случайных величин, каждая из которых имеет 
тот же закон распределения, что и сама величина . Среднее арифме-
тическое    этих величин тоже является, конечно, случайной вели-
чиной. Однако с увеличением nэта величина почти перестает быть 
случайной, она все более приближается к постоянной  m. Точная ко-
личественная формулировка этой близости и дается как раз теоремой 
Чебышева; она состоит в том, что событие    становится как 
угодно достоверным при достаточно большом n. 

Из теоремы Чебышева в качестве следствия можно получить 
другую важную теорему, которая впервые была доказана Я.Бернулли 
и  опубликована в 1713 году. 

Теорема 3(Бернулли).  Пусть производится независимых 
опытов, в каждом из которых с вероятностью pможет наступить не-
которое событие .  Рассмотрим случайную величину  – число на-
ступлений события  в опытах. Каково бы ни было положительное 
число , вероятность события 

 
nn

p
n

ε− <  

стремится к единице при n → ∞ . 
Иначе говоря, как бы ни было мало , с увеличением числа опы-

тов становится сколь угодно достоверным тот факт, что частота  на-
ступления события Aотличается от вероятности этого события мень-
ше, чем на заданную . 

Чтобы вывести теорему Бернулли из теоремы Чебышева, доста-
точно заметить, что , где  есть число наступлений 
события   в 
– м опыте ( ). Случайные    величины  имеют один 

и тот же закон распределения: 
 

Х

D
n

1X 2X

1 2, , , ,nX X X… …

Х

nS

)nS m ε− ≤

n

A nν
A n

ε

ε

ε

1 2n nX X Xν = + +…+ iX

A
i 1, 2, ,i = … 1 2, , , nX X X…
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Значения  0 1 

Вероятности  q  

 
(где );  значит 
для каждой из них математическое ожидание равно: 

0 1 ,q p p⋅ + ⋅ =  
а дисперсия 

2
1( ) (0 ) (1 ) .D X p q p p pq= − ⋅ + − ⋅ =  

Таким образом, все условия теоремы Чебышева выполняются, и 

для среднего арифметического величин  т.е. для , спра-

ведливо предельное соотношение 

lim 1.n

x

v
P p

n
ε

→∞

 − < = 
 

 

Попутно убедимся в справедливости следующего факта. 
( )

,n nv M v np
M p

n n n
  = = = 
 

 

2 2

( )
,n nv D v npq pq

D
n n n n

  = = = 
 

 

Применив неравенство Чебышева к случайной величине , получим 

1 .nv pq
P p

n n
ε − < > − 

 
 

Мы получаем, таким образом, оценку, хотя и весьма грубую, для 
вероятности того или другого отклонения частоты события в серии 
из   опытов от вероятности события  в одном опыте. 

4. Центральнаяпредельнаятеорематеориивероятностейдля 
сумм независимых случайных величин. 

До сих пор мы говорили об устойчивости средних характери-
стик большого числа опытов, точнее, об устойчивости сумм вида 

(2.63) 

Однако не следует забывать, что величина   –  случайная, а 
значит, она имеет некоторый закон распределения. Оказывается, – и 
этот замечательный факт составляет содержание другой группы тео-
рем, объединяемых общим названием «центральная предельная тео-

iX

 P p

1  q p= −
( )iM X

1 2, ,..., ,nX X X nv

n

nv

n

A
n A

1 2 ...
.n

n

X X X
S

n

+ +=

nS
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рема», – что при весьма общих условиях закон распределения   
близок к нормальному закону, так как величина   лишь постоянным 
множителем отличается от суммы 

1 2 ... nX X X+ + . 
Сначала приведем центральную предельную теорему для одина-

ково распределенных случайных величин. 
Теорема 4 (центральная предельная теорема). Если случай-

ные величины независимы, одинаково распределены и 
, то 

1 2 ...
lim ( ).n

x

X X X na
P x Ф x

nσ→∞

+ + − < = 
 

                            (2.64) 

При некоторых условиях центральная предельная теорема имеет 
место также и для неодинаково распределенных независимых слагае-
мых. Ниже приведем такую теорему в условиях Ляпунова. 

Пусть теперь  случайные величины независимые и 
не обязательно имеющие одинаковые распределения: 

( )32 3( ) , ( ) ,k k k k k k kM X a D X M X a cσ= = − =  

и 2 2 3 3

1 1 1

, , ,
n n n

n k N k N k
k k k

A a B b C c
= = =

= = =∑ ∑ ∑  

Теорема 5 (Ляпунова).Если   независимые случай-
ные величины, конечны и то 

1 2 ...
lim ( ).n n

x
n

X X X A
P x Ф x

B→∞

 + + − < = 
 

                               (2.65) 

5. Применение центральной предельной теоремы.  
Допустим, что производится измерение какой-либо физической 

величины. На результат измерения влияет огромное количество слу-
чайных факторов, таких, как колебание атмосферных условий, сотря-
сения измерительного прибора, усталость наблюдателя и т.п. Каждый 
из этих факторов, взятый в отдельности, порождает ничтожную 
ошибку в измерении данной величины. Результирующая ошибка 
будет, следовательно, суммой огромного числа малых случайных ве-
личин ; и хотя закон распределения каждой из этих величин нам 
неизвестен, тем не менее можно утверждать заключить, что вся сум-
ма будет иметь закон распределения, близкий к нормальному.  

При математической обработке результатов измерений исходят 
из следующего постулата: случайная ошибка измерения подчиняется 

nS

nS

1 2, ,..., nX X X
( )iM X a= 2( ) ,iD X σ=

1 2, ,..., ...nX X X

1 2, ,..., nX X X

, , k k ka b c 0,n

n

C
B →

kX ν

kX

ν
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нормальному закону распределения.  Из двух параметров этого зако-
на один, а именно математическое ожидание, равен нулю. Второй па-
раметр – среднее квадратическое отклонение – характеризует в из-
вестном смысле точность измерений. 

Другой важный пример, иллюстрирующий роль нормального 
распределения в приложениях теории вероятностей, дает массовое 
производство, существующее во многих отраслях  современной про-
мышленности. В процессе массового производства изготовляются 
большие партии однотипных изделий. Все наиболее существенные 
характеристики выпускаемых изделий должны, естественно, соответ-
ствовать определенному стандарту. Однако в действительности на-
блюдаются отклонения от стандарта, которые порождаются причи-
нами случайного характера (следует учесть, что выпуск изделия свя-
зан, как правило, с большим числом операций, некоторые из них не 
могут быть выполнены абсолютно точно). Каждая из этих причин са-
ма по себе порождает лишь ничтожную ошибку , но, складываясь,  
такие ошибки могут давать вполне ощутимые  отклонения от стан-
дарта.  И здесь, так же, как в случае ошибок измерений, имеются все 
основания считать, что суммарное отклонение от стандарта следует 
нормальному распределению. 

    Подобных примеров можно привести очень много из самых 
различных областей науки и техники. Они объясняют, почему нор-
мальный закон так часто возникает в задачах прикладного характера.   

 
Задачи для самостоятельного решения 

1. Используя неравенство Чебышева, оценить вероятность того, что 
если  

2. Дано: и . Используя неравенство Че-

бышева, найтиε . 
3. В некоторой местности средняя скорость ветра равна 16 км/с. Оце-

нить вероятность того, что при однократном наблюдении скорость 
ветра не превысила 80 км/с. 

4. В осветительную сеть параллельно включено 20 ламп. Вероятность 
того, что за время T лампа будет выключена, равна 0,8. Пользуясь 
неравенством Чебышева, оценить вероятность того, что абсолютная 
величина разности между числом включенных ламп и средним 
числом включенных ламп за время T  окажется меньше трех. 

5. В населенном пункте ежедневное потребление воды в среднем со-

kX

( ) 0.2X M x− < ( ) 0.004.D X =

( )(X) 0.9P X M ε− < ≥ ( ) 0.009D X =
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ставляет 50 000 литров. Оценить вероятность того, что суточное 
потребление воды не превзойдет 150 000 литров. 

6. Для случайной величины . Пользуясь нера-
венством Чебышева, оценить неравенство . 

7. Используя неравенство Чебышева, оценить вероятность того, что 
случайная величина отклонится от своего математического ожи-
дания менее чем на три среднеквадратических отклонений (Прави-
ло «Трех сигм»). 

8. ( ) 0.004.D X = Пользуясь неравенством Чебышева, оцените вероят-

ность неравенства. ( ) 0.2X M X− < . 

9. Случайная величина задана законом распределения: 
 
 
 
 

Оценить  
10. Последовательность независимых случайных величин

задана законом распределения : 
 

 nα−  0 nα  

P     

      
Применима ли к заданной последовательности теорема Чебышева? 

11. Последовательность независимых случайных величин 
задана законом распределения: 

12. Применима ли к заданной последовательности теорема Че-
бышева: 
 

 a−  a  

P    

13. Последовательность независимых величин задана 
законом распределения( ): 

( ), 1 , ( )  0.2X М X Xσ= =
0.5   1 .5X< <

X

X

( ) 0.2.X M X− <

1 2, ,..., ,nX X X ( 2)n≥

nX

2

1

n 2
1

2

n
−

2

1

n

1 2, ,..., nX X X

nX

2 1
n

n+
1

2 1
n

n

+
+

1 2, ,..., nX X X

 1n≥
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 0,2 0,8 
X

P



118 

 

 
 nα−  0 nα  

P     

       
Применима ли к заданной последовательности теорему Чебышева? 

14. Последовательность независимых случайных величин 
задана законом распределения  

 
  0  

P     

 
Можно ли применить к заданной последовательности теорема Че-
бышева? 

15. Дискретная случайная величина задана законом распределе-
ния 

 
   

P    

Оценить  

16. . Оценить неравенство на основании не-
равенства Чебышева. 

17. Известно, что  Пользуясь неравен-

ством Чебышева найтиε . 
18. В некоторой местности средняя скорость ветра 20 км/ч. Оценить 

вероятность того, что при однократном наблюдении скорость ветра 
не превзойдет 100 км/ч. 

19. В некоторой местности в среднем 75 солнечных дней. Оценить ве-
роятность того, что в течении года солнечных дней будет не более 
200. 

20. Случайная величина имеет характеристики . Оценить 
снизу вероятности события  , ,
.  

21. Число  солнечных дней в году для данной местности является 

nX

1

2n 1

1
1

2n−− 1

2n

1 2, ,..., nX X X

nX 3− 3
1

3

1

3

1

3

nX 3 5

0.6 0.4

( )( ) 0.3 .P X M X− <

 ( )  0.002D X = ( ) 0.2X M X− <

( )( ) 0.9,P X M X ε− < ≥ ( ) 0.006.D X =

 X ( ) 1, 0,2M X σ= =
{0.5 1.5}A X= ≤ < {0.75 1.35}B X= ≤ < { 2}C X= ≥

 X
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случайной величиной со средним значением 100 дней и средне-
квадратичным отклонением 20 дней. Оцените сверху вероятность 
событий , . 

22. Вероятность рождения мальчика . Считая применимыми ло-
кальную и интегральную теоремы Муавра-Лапласа, вычислить ве-
роятность события 
А={ среди 100 новорожденных будет 51 мальчика} 
В={ среди 100 новорожденных будет больше мальчиков, чем де-

вочек}. 
23. Отдел технического контроля проверяет качество наудачу отобран-

ных 900 деталей. Вероятность p того, что деталь стандартна, равна 
0.9. Случайная величина – число стандартных деталей в партии. 
Найти наименьший интервал, симметрично относительно , в 
которым с вероятностью,  не меньшей 0.9544, будет заключено 
число стандартных деталей. 

24. Сколько раз нужно подбросить монету, чтобы с вероятностью, не 
меньшей 0.975, утверждать, что частота выпадения герба попадает 
в интервал  (0.4,0.6)?  

а) получить  оценку указанного числа, используя неравенство Че-
бышева; 

б) получить оценку указанного числа, считая применимой инте-
гральную теорему Муавра-Лапласа. 

25. В урне содержатся белые и черные шары в отношении 3:2. Произ-
водятся последовательные опыты по извлечению одного шара с 
возвращением, причем каждый раз фиксируется цвет вынутого ша-
ра. Каково минимальное число извлечений, при котором с вероят-
ностью, не меньшей  0.9948, можно ожидать, что отклонение отно-
сительной  частоты появления белого шара от вероятности его по-
явления в одном опыте не превысит величины ? 

а) получить  оценку указанного числа извлечений, используя не-
равенство Чебышева; 

б) получить оценку указанного числа извлечений, считая приме-
нимой интегральную теорему Муавра-Лапласа. 

26. Случайная величина  – результат измерения   некоторой физиче-
ской величины, закон распределения которой неизвестен. Опреде-
лить, какую максимально возможную относительную точность из-
мерения можно гарантировать с вероятностью, не меньшей 0.95, 
если и 

{ 120}A X= ≥ { 150}B X= ≥
0.512p=

X
( )M X

0.05ε =

X

( ) ( )0.1, 0.02M X Xσ= =
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а) проводится одно измерение; 
б) проводится 5 измерений и в качестве результата  берется сред-

нее арифметическое измеренных значение; 
в) проводится 100 измерений и в качестве результата  берется 

среднее арифметическое измеренных значений с условием, что 
применима центральная предельная теорема. 

27. Случайная величина  распределена по закону Пуассона с пара-
метромλ . Показать, что предельной формой закона распределения 

стандартизированной случайной величины   при яв-

ляется нормальный закон . 

 

ГЛАВА 3. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 
§3.1 ВЫБОРОЧНЫЙ МЕТОД. СТАТИСТИЧЕСКОЕ 

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 
1.Введение. 

Математическая статистика - раздел математики, в которомизу-
чаются методы сбора, систематизации и обработки результатов на-
блюдений массовых случайных явлений для выявления существую-
щихзакономерностей. 

Математическая статистика тесно связана с теорией вероятно-
стей.Обе эти математические дисциплины изучают массовые случай-
ныеявления. Связующим звеном между ними являются предельные 
теоремы теории вероятностей. При этом теория вероятностей выво-
дит из математической модели свойства реального процесса, а мате-
матическаястатистика устанавливает свойства математической моде-
ли, исходя изданных наблюдений (говорят «из статистических дан-
ных»). 

Предметом математической статистики является изучение слу-
чайных величин (или случайных событий, процессов) по результатам 
наблюдений. Полученные в результате наблюдения (опыта, экспери-
мента) данные сначала надо каким-либо образом обработать: упоря-
дочить,представить в удобном для обозрения и анализа виде. Затем 
оценить, хотя бы приблизительно,интересующие нас характеристики 
наблюдаемой случайной величины. Например, дать оценку неизвест-
ной вероятности события, оценкунеизвестной функции распределе-
ния, оценку математического ожидания, оценку дисперсии случайной 

X

x
Z

λ
λ

−= λ → ∞

(0,1)N
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величины, оценку параметров распределения, вид которого неизвес-
тен, и т.д. 

Одной из важнейших задач математической статистики являет-
сяразработка методов, позволяющих по результатам исследования 
выборки (т. е. части исследуемой совокупности объектов) делать 
обоснованные выводы о распределении признака (случайной величи-
ны ) изучаемых объектов для всей генеральной совокупности, из 
которой извлечена выборка. 

Результаты исследования статистических данных методами ма-
тематической статистики используются для принятия решения (в за-
дачах планирования, управления, прогнозирования и организации 
производства, при контроле качества продукции, при выборе опти-
мальноговремени настройки или замены действующей аппаратуры и 
т.д.), т.е.для научных и практических выводов. 

Говорят, что «математическая статистика - это теория 
принятия 
решений в условиях неопределенности». 

Элементыматематической статистика видны в работахЯ. Бер-
нулли, П. Лапласа, они получили дальнейшее развитие в работах К. 
Пирсона. В ее современном развитии определяющую роль сыграли 
труды Г. Крамера, Р. Фишера, Ю. Нейманаи др. Большой вклад в ма-
тематическую статистику внесли русские ученые П. Л. Чебышев, А. 
М. Ляпунов, А. Н. Колмогоров, Б. В. Гнеденкои другие. 

2.  Задачи математической статистики. 
Задачами математической статистики являются: 
- указание способов сбора и группировки статистических сведе-

ний; 
- разработка методов анализа статистических данных,  завися-

щих от целей исследования. 
Задача математической статистики состоит в создании методов 

сбора и обработки статистических данных для получения научных и 
практических выводов. 

Рассмотрим некоторую конечную совокупность случайных вели-
чин  , характеризующую исход изучаемого эксперимента. 
Обычно в этих случаях говорят, что эксперимент состоит в проведе-
нии испытаний, а -случайная величина,описывающая -тое испы-
тание. 

X

1 2, ,..., nX X X

n iX i
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Совокупность наблюдаемых случайных величин ( )1 2, ,...,n nX X X X=
называется выборкой, а сами величины  – элементами выборки, а 
их число – ее объемом.Реализация выборки обозначается 

В большинстве случаев и реализация, и сама выборка обо-
значаются одними и теми же буквами. 

Часто возникают ситуации, когда компоненты незави-
симы и распределены так же, как и некоторая случайная величинаZ . 
В таких случаях множество возможных значений Z  с функцией рас-
пределения называют генеральной совокупностью , имеющей-
функцию распределения . 

Наблюдаемые значения выборки при проведении эксперимента 
можно выбрать двояко: 

–  повторный,    т.е.    каждый    отобранный    элемент    совокуп-
ности  возвращается обратно; 

– бесповторный, т.е. отобранный элемент обратно не возвраща-
ется. 
Далее, элементы выборки должны правильно представлять генераль-
ную совокупность т.е. если все элементы генеральной совокупности 
имеют одинаковую вероятность попадания в выборку, то такая вы-
борка называется репрезентативной.(представительной) 

На практике применяются различные способы отбора. 
1.  Отбор, не требующий расчленения генеральной совокупности 

на части: 
– простой случайный бесповторный отбор; 
– простой случайный повторный отбор 

2. Отбор, при котором генеральная совокупность разбивается на 
части: 
– типичный отбор; 
– механический отбор; 
– серийный отбор. 

Простым случайным называется такой отбор, при котором объ-
екты извлекаются наугад, по одному из всей генеральной совокупно-
сти. 

Типичным называют отбор, при котором объекты выбираются не 
из всей генеральной совокупности, а из каждой ее типической части. 

Механическим называется отбор, при котором генеральная сово-
купность «механически» делится на столько групп, сколько, элемен-

iX

n nX

1 2, ,..., .nx x x

1 2, ,..., nX X X

( )F x
( )F x
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тов должно войти в выборку и из каждой группы выбирается один 
элемент. 

Серийным называется отбор, при котором элементы отбираются 
из генеральной совокупности не по одному, а «сериями» которые 
подвергаются сплошному обследованию. 

 
3. Вариационный ряд и порядковые статистики. 
Первым этапом обработки данных является составление вариа-

ционного ряда. 
Вариационный ряд – это ряд, расположенный в порядке возрас-

тания элементов выборки: где –

порядковые  статистики выборки; при этом и – крайние  эле-

менты вариационного ряда называются минимальным и максималь-
ным порядковыми статистиками соответственно. 

Пусть из генеральной совокупности извлечена выборка и для по-
лученной  реализации составлен вариационный ряд , 

причем ( )1x наблюдалось раз,  – раз и т.д. n- объем выборки. На-

блюдаемые ( )ix называются вариантами, - частотами, - относитель-

ными частотами. Случайная величина называется разма-

хом выборки.  
 
4. Эмпирическая функция распределения. 
Статистическим распределением называют перечень вариант и 

соответствующих им частот или относительных частот. 
По статистическому распределению можно построить эмпириче-

скую функцию распределения. 
Определим для каждого действительного x случайную величину

, равную числу элементов выборки , значения которой 

не превосходят x, т.е. { };n nчисло n X xµ = < и положим ( ) n
nF x

n

µ=  

Эта функция называется эмпирической функцией распределения на-
блюдаемой случайной величиныZ . При этом, еслиZ имеет функцию 
распределения то ее называют теоретической функцией  рас-
пределения. 

Для каждой реализации  выборки функ-
ция распределения однозначно определена и обладает всеми 

(1) (2) ( )... ,nX X X≤ ≤ ≤ (1) (2) ( ), ,..., nX X X

(1)X ( )nX

(1) (2) ( )nx x x≤ ≤…≤

1n (2)x 2n

in in

n

( ) (1)n nW X X= −

nµ 1 2( , , , )nX X X…

( ),F x

1 2( , , , )nx x x… 1 2( , , , )nX X X…
( )nF x
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свойствами функции распределения: изменяется от 0 до 1, не убывает 
и непрерывна слева. 

Эмпирическая функция распределения играет фундаментальную 
роль в математической статистике. Важнейшее ее свойство состоит в 
том, что при увеличении числа испытаний над случайной величиныZ   
происходит сближение этой функции с теоретической, т.е. по закону 
больших чисел  при каждом фиксированном x. 

Все свойства функции распределения справедливы и для ха-
рактерны свойства : 
1. значение эмпирической функции принадлежат отрезку [0; 	1]; 
2. –  неубывающая функция; 
3. если самая маленькая варианта, то для , если ( )nx  

самая большая варианта, то для  

 
5. Полигон и гистограмма. 
В  целях наглядности  строят различные  графики статистиче-

ских распределений. 
 
Определение. Полигоном частот называют ломаную, отрезкико-

торой соединяют точки 
( ),i ix n , 1,i n=  

Для построения полигона необходимо расположить варианты  

на оси абсцисс, а на оси ординат соответствующие им значения частот

, затем соединив прямой точки получим отрезки, состав-

ляющие сам полигон. 
 
Определение.Полигоном относительных частот называют ло-

маную, отрезки которой соединяют точки  
( ), /i ix n n , 1,i n=  

Если наблюдаемая случайная величина дискретна, то по постро-
енным полигонам мы увидим, что случайная величина принимает от-
дельные значения с определенными частотами или относительными 
частотами. 

 
 

( ) ( )nF x F x→
( )nF x

( )F x

( )nF x

(1)x ( ) 0nF x = (1)x x<

( ) 1nF x = ( ).nx x>

( )ix

( )in
( ) ( )( , )i ix n
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in

n
 

 

 
 
 
x 

Рис. 1 
Пусть теперь наблюдаемая случайная величина непрерывна. То-

гда при конечном числе экспериментов отдельные значения наблю-
даются по одному разу. В этом случае используют гистограмму. Дан-
ные интервалы длиной hделятся на несколько интервалов, для каждо-
го –го интервала находят сумму частот вариант, попавших в данный-
интервал. 

Другими словами, гистограмму строят в следующим образом. 
Область возможных значений наблюдаемой случайной величины 
разбиваем на равные интервалы  длины 

[ ]1 0 1 0 1 1; , ,( , ],...,( , ].i i m mh a a a a a a a a− −= −  
Рассмотрим  – число элементов выборки попавших в интервал 

и строим прямоугольник с высотой  Полученную фигуру 

называют гистограммой. 
Гистограмму можно рассматривать как статистический аналог 

неизвестный плотности распределения наблюдаемой случайной ве-
личины. 

 
Рис.2 

Задачи для самостоятельного решения  

1.Для данной выборки:  2,1,3,3,4,4,3,3,3,2,3,1,1,2,3,3,4,2,2,3,3.                                                                     
a) составить вариационный ряд,                                                                             

i

iτ

( ]1,i iα α− .i

nh

τ
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б) составитьтаблицу частот,                                                                                   
в) построить полигон относительных частот.                 

2.Среди работников предприятия наудачу отобрано 20 человек и полу-
ченыследующие сведения об их тарифных разрядах:  
1,2,4,6,3,4,4,2,6,3,5,3,3,1,5,4,2,5,4,3.  

а) составитьстатическое распределение выборки и настройте по-
лигон частот,                 

б) составитьэмпирическую функцию распределения.  
 
3. По данному распределению частот составить распределение относи-

тельных частот 
 

 4 7 8 12 

 5 2 3 10 

 
4. Построитьполигон частот и относительных частот по данному рас-

пределению выборки; 
 

 
 
 
 
 
5.Выборка объема 30 задана в виде распределения частот: 
 

 2 8 16 

 10 15 5 

 
Найти распределение относительных частот. 

6. По данному распределению выборки найти её эмпирическую функ-
цию распределения 

 1 4 6 

 10 15 25 

ix

in

ix

in

ix

in

 1 2 4 5 8 

 5 10 15 7 3 

ix

in
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7. По данному распределению выборки построить полигон частот 
 

 2 3 5 6 

 10 15 5 20 

 
8. Построить полигон относительных частот по данному распределению 

выборки 
 2 4 5 7 10 

 0.15 0.2 0.1 0.1 0.45 

 
9. По данному распределению выборки найти эмпирическую функцию 

 
 4 7 8 

 5 2 3 

 
 

10. Построить полигон относительных частот по выборке: 
 

 20 40 65 80 

 0.1 0.2 0.3 0.4 

 
11. Построить полигон частот: 

 
 15 20 25 30 10 

 10 15 30 20 25 

 
12. По данному распределению выборки построить гистограмму частот: 

 
 
 

ix

in

ix

iτ

ix

in

ix

iτ

ix

in
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Номер ин-
тервала 

Частичный 
интервал 

Сумма час-
тот вариант 
интервала 

относительные 
частоты 

2 (3�4	, 3�] "� 
"�
"  

1 [2,7] 5  

2 (7,12] 10  

3 (12,17] 25  

4 (17,22] 6  

5 (22,27] 4  

 
13. По приведённому распределению выборки построить гистограмму 

относительных частот: 
 

Номер ин-
тервала 

Частичный 
интервал 

Сумма частот ва-
риант интервала 

относительные 
частоты 

2 (3�4	, 3�] "� 
"�
"  

1 [0,2] 20  

2 (2,4] 30  

3 (4,6] 50  

 
 

 
100in n= =∑   

 
14. По данному распределению объёма n=30 построить гистограмму 

частот и относительных частот: 
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Номер 
интервала 

Частичный 
интервал 

Сумма 
частот 
вариант 

интервала 

относительные 
частоты 

Плотность от-
носительные 

частоты 

2 (3�4	, 3�] "� 
"�
"  

"�
"ℎ 

1 [5,10] 2 
1

15 
2

150 

2 (10,15] 6 
1
5 

6
150 

3 (15,20] 12 
2
5 

12
150 

4 (20,25] 10 
1
3 

10
150 

  " = 30 ; "�
" = 1  

15. Построить гистограмму относительных частот по данному распре-
делению выборки: 

 

Номер 
интервала 

Частичный 
интервал 

Сумма частот 
вариант интер-
вала 

2 (3�4	, 3�] "� 

1 [2,5] 6 

2 (5,8] 10 

3 (8,11] 4 

4 (11,14] 5 

  " = 25 



130 

 

16. Построить полигон относительных частот по данному распределе-
нию выборки: 

 
�� 1 4 5 8 9 

<� 0.15 0.25 0.3 0.2 0.1 

 
17. На основании приведенных данных найти эмпирическую функцию: 

 
 

�� 2 5 7 

"� 3 2 5 

 
18.  Построить полигон относительных частот: 

 
 5 10 12 20 

 0.1 0.2 0.3 0.4 

 
19.  По данному распределению выборки найти эмпирическую функцию 

и построить ее график: 
 

 3 7 8 10 

 5 2 3 10 

 
В задачах 20-24 построить графики эмпирических функций рас-

пределения, гистограммы и полигоны частот для выборок, представ-
ленных статистическими рядами. 

20. 
 5 16 17 18 19 

 1 4 5 4 2 

 

ix

iτ

ix

in

ix

in
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21. 
 2 3 4 5 6 7 8 

   1   3 4 6 5 2 1 

 
22. 

Гран. интерва-
лов 

10-
20 

20-
30 

30-
40 

40-
50 

50-
60 

60-
70 

70-
80 

Частоты 1 2 7 18 12 8 2 

 
23. 

Гран. 
ин-
тер-
валов 

(18,20] (20,22] (22,24] (24,26] (26,28] (28,30] (30,32] 
(32,
34] 

Час-
тоты 

4 3 3 2 4 7 12 5 

 
24.По выборке: 

 
1,9 3,1 1,3 0,7 3,2 1,1 2,9 2,7 2,7 4,0 

1,7 3,2 0,9 0,8 3,1 1,2 2,6 1,9 2,3 3,2 

4,1 1,3 2,4 4,5 2,5 0,9 1,4 1,6 2,2 3,1 

1,5 1,1 2,3 4,3 2,1 0,7 1,2 1,5 1,8 2,9 

0,8 0,9 1,7 4,1 4,3 2,6 0,9 0,8 1,2 2,1 

3,2 2,9 1,1 3,2 4,5 2,1 3,1 5,1 1,1 1,9 

0,9 3,1 0,9 3,1 3,3 2,8 2,5 4,0 4,3 1,1 

2,1 3,8 4,6 3,8 2,3 3,9 2,4 4,1 4,2 0,9 

 

ix

in
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построить гистограмму и полигон относительных частот по этой 
выборке, предварительно сгруппировав данные. В качестве длины 
интервала взять следующие значения: a) ;  б) ;  в) . 
 

§3.2 ПОНЯТИЕ СТАТИСТИКИ  И  ОБЩИЕ ТРЕБОВА-
НИЯ,  ПРЕДЪЯВЛЯЕМЫЕ К СТАТИСТИЧЕСКИМ 

ОЦЕНКАМ 
 
1. Понятие статистической оценки 
Значение эмпирической функции распределения в каждой точке 

можно рассматривать в качестве оценки для значения в этой точке 
теоретической функции распределения, а различные выборочные ха-
рактеристики (моменты, квантили и т. д.) - как оценки соответствую-
щих характеристик генеральной совокупности. Следует отметить, что 
для выборок большого объема значительная разница между значе-
ниями реализации выборочных характеристик и значениями соответ-
ствующих теоретических характеристик маловероятна, и поэтому ра-
зумно (по крайней мере для больших выборок) принять выборочную 
характеристику за приближённое значение соответствующей теоре-
тической характеристики, когда последняя неизвестна. Таким обра-
зом, в термин «оценка» вкладывается определённый асимптотический 
смысл. В тоже время в случае применения статистической теории на 
практике часто приходится строить приближённые значения для раз-
личных неизвестных теоретических характеристик изучаемой модели 
при любых объёмах выборки, в томчисле и ограниченных, и при этом 
обосновывать соответствующие рекомендации с точки зрения каких-
либо критериев  оптимальности. Общие методы решения подобных 
задач развиты в теории оценивания неизвестных параметров распре-
делений. 

Ниже приводится таблица, содержащая данные измерения роста 
1000 школьников старших классов. 

 
Интер.рост Число 

школьн. 
 Интер.рост Число 

школьн. 

143-146 1 167-170 170 

146-149 2 170-173 120 

0.3h = 0.6h = 1.2h =
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149-152 8 173-176 64 

152-155 26 176-179 27 

155-158 65 179-182 10 

258-161 120 182-185 3 

161-164 181 185-188 1 

164-167 201 

 
1000in =∑  

 
Гистограмма, соответствующая этой таблице, показана на рисунке 

 
 

 

 

 

 Рис. 3 
 
По этой гистограмме, естественно предположить, что распреде-

ление случайной величины является нормальным. Из гистограммы 
 
 
                                y 

 
 
 
                                                                      .            x 
 

   Рис. 4 
напрашивается вывод, что наблюдаемая величина имеет равномерное 
распределение на отрезке [0;1]. 
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На практике редко встречается, когда изучаемый нами закон 
распределения неизвестен «полностью». Чаще всего дело обстоит 
так, что вид закона распределения ясен заранее (из каких-либо теоре-
тических соображений) и требуется найти только некоторые пара-
метры, от которых он зависит. 

Например, если заранее известно, что закон распределения слу-
чайной величины нормальный, то задача сводится к нахождению зна-
ченийдвух параметров a и σ  (математическое ожидание и среднее 
квадратическое отклонение).  

Рассмотрим среднее арифметическое элементов выборки, кото-
рое по закону больших чиселприn→∞ стремится к математическому 
ожиданию:   

1 2 ...
.n

n n

X X X
X a

n
θ + + += = →     (3.1) 

Отсюда следует, что в качестве оцениваемого параметра  мо-
жем предложить среднее арифметическое элементов выборки, кото-
рое называется выборочной средней. 

2. Понятия статистики и общие требования, предъявляемые к 
оценкам. 

Введем следующее понятие. 
Определение. Статистикой называется любая случайная вели-

чина, являющаяся функцией от выборки  
Итак, в вышеприведенном примере в качестве оценок параметра

a и нормального распределения предлагаем статистику средней 
арифметической элементов выборки – выборочную сред-
нюю ивыборочную дисперсию соответственно. 

Для того, чтобы статистические оценки давали «хорошие» при-
ближения оцениваемых параметров, они должны удовлетворять опре-
деленным требованиям.  

Перечислим основные требования, которым должны удовлетво-
рять предлагаемые оценки неизвестных параметров распределения. 

3.  Несмещенная оценка. 
Определение. Несмещенной называют статистическую оценку nθ

, математическое ожидание которой равно оцениваемому параметру θ  
при любом объеме выборки т.е.  

Определение.Смещенной называют оценку, математическое 
ожидание которой не равно оцениваемому параметру. При этом раз-
ность ( ) ( )n nb Mθ θ θ= − называют смещением оценкиθ . 

a

1 2( , ,..., ).nX X X

2σ
1 2( , ,..., )nX X X

( ) .nM θ θ=
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Приведем примеры несмещенных оценок.Нетрудно доказать, что 
если выборка извлечена из генеральной совокупности с конечным  r-м 

моментом ( ) ( ) ( ),r ra r X x dF x= = ∫ то выборочный r -й момент

( ) 1

2
r

n ja r X= ∑ будет несмещенной оценкой . Действительно, 

1 2

1 ( )
( ( )) ( ( ) ( ( ) ... ( )) ( ).r r r

n n

na r
M a r M X M X M X a r

n n
= + + + = = (3.2) 

В частности, выборочная средняя  есть несмещенная оценка математи-
ческого ожидания ( ) ( )a M X XdF x= = ∫ .  Выборочная дисперсия 

2
2

1

1
( )

n

n i n
i

X X
n

σ
=

= −∑ не является несмещенной оценкой дисперсии

2 2( ) ( ( )) ( )D X x M X dF xσ = = −∫ , так как       можно представить в 

виде 2 2 2

1

1
( ) ( )

n

n i n
i

X a X a
n

σ
=

= − − −∑ ,  Отсюда     

2
2 2( )nM

n

σσ σ= −                                                (3.3) 

поскольку  
2

2 2 2( ) , ( )i nM X a M X a
n

σσ− = − =  

Равенство (3.3) дает нам возможность построить несмещенную оценку 
дисперсии  

22

1

1
( ) .

1

n

n i n
i

S X X
n =

= −
− ∑      (3.4) 

которая называется исправленной выборочной дисперсией.  

Нетрудно заметить, что из несмещенности оценки для не 
следует несмещенность оценки  для .  

4. Состоятельная оценка. 
Очень часто нас интересуют асимптотические свойства оценок

для θ выборок  объемаn → ∞ . 
Определение. Если бесконечная последовательность 

случайных величин, то говорят, что  стремится по вероятности к 

(т.е. ),  каково если бы ни было положительное числоε  
{ }{| | 0nP Z Z ε− ≥ → приn→∞ 

Определение.Состоятельной называют статистическую оценку, 
которая при " → ∞стремится по вероятности к оцениваемому парамет-
ру. 

( )rM X

2
nσ

2
ns

2σ
ns σ

nθ
1 2( , , , )nX X X…

1 2, , , ,...nZ Z Z…
nZ Z

p

nZ Z→
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Теорема 1. Если >�  несмещенная оценка для θ  и ( ) 0nD θ → , то 
она состоятельна.  

Действительно, из неравенства Чебышева имеем 

{ } 2

( )
| | 0.n

n

D
P

θθ θ ε
ε

− ≥ ≤ →     (3.5) 

Из (3.5) и неравенства ( ) ( )n n nM Mθ θ θ θ θ θ− ≤ − + − следует, что 
при вероятность события стремится к нулю, что и тре-
бовалось доказать. 

С помощью теоремы 1 во многих случаях легко доказывается 
состоятельность оценок . 

 
5. Оптимальность и эффективность оценок. 
Пусть требуется оценить параметр θ в теоретической функции 

распределения по статистической информации, доставляемой со-
ответствующей выборкой  Предположим, что в данной 
задачесуществуют несмещенные оценки, т.е. статистики

,удовлетворяющие условию Обозначим 
класс всех несмещенных оценок в данной задаче через Fθ. Далее, до-

полнительно предположим, что дисперсия всех оценок из класса Fθ

конечны. В этом случае точность оценок можно измерять величиной 
их дисперсии, и мы получаем простой критерий сравнения различных 
оценок из класса . Пусть  и  Fθ– оценки из класса Fθ. Если 

для любого      (3.6) 
то по критерию минимума дисперсии оценка равномерно (по пара-
метру >) не хуже оценки . Если условие (3.6) выполняется для лю-
бой оценки   то  называется несмещенной оценкой с равно-
мерно минимальной дисперсией.   

Определение.Оптимальной называют статистическую оценку, 
которая (при заданном) объеме выборки имеет наименьшуюдиспер-
сию 

     (3.7) 

Пример. Пусть  – выборка из бернуллиевской модели

( )B p . Требуется  оценить неизвестный параметр p . 
Здесь поэтому выборочное среднее является несме-

щенной оценкой. Более того, из неравенства Чебышева следует, что  

n → ∞ nθ θ ε− ≥

nθ

( )F xθ

1 2( , ,..., ).nX X X

1 2( , ,..., )n n nT T X X X= ( ) .nM T θ=

F
θ

*
nT

*( ) ( )n nD T D T≤ ,θ ∈Θ
*

nT

nT

,nT Fθ∈ *
nT

{ }*( ) inf ( )
n

n nT F
D T D T

θ∈
=

1 2( , ,..., )nX X X

( ) ,nM X p= nX
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она и состоятельная. Чуть  позже покажем, что в данном случае  име-

ет наименьшую дисперсию т.е. она оптимальная. 

Пусть как обычно – плотность распределения наблюдаемой 
случайной величиныX  .Тогда величину 

 

называют количеством фишеровской информации, содержащейся в 
одном наблюдении. 

Теорема 2. (неравенство Рао-Крамера). Для любой несмещенной 
оценки >� справедливо неравенство 

 

Определение. Если существует оценка nθ , для которой нижняя 
граница Рао-Крамера достигается, то ее называют эффективной.  

Эффективная оценка является и оптимальной. 
Пример 3.1Пусть  – выборка из нормального распре-

деления с параметрами  ( ), ,a σ σ – известно. Так как 

отсюда  то 

Для оценки имеем т.е. 

в этом случай нижняя граница Рао-Крамера достигается. Оценка na - 
эффективная.  

Задачи для самостоятельного решения 
1. Найти выборочную дисперсию по данному распределению выбор-

ки объема 10n = . 
 
�� 186 192 194 

"� 2 5 3 
 

2. По данному распределению выборки объема 10n = найти вы-
борочную среднюю. 
 
�� 1250 1270 1280 
"� 2 5 3 

 

nX
(1 )

( ) ,n

p p
D X

n

−=

( )f xθ

2
log ( ) log ( )

( )
f x f x

i Dθ θθ
θ θ

 ∂ ∂    = =    ∂ ∂     

1
( ) .

( )nD
ni

θ
θ

≥

1 2( , ,..., )nX X X

2

2

( )
log log( 2 )

2d

x a
f πθ

θ
−= − −

2

log ( )
,af x x a

a θ
∂ −=

∂
2

4

( )
( ) .

M X a
ni nθ

θ
−= n na X=

2 1
( )

( )nD a
n ni

σ
θ

= =
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3. Из генеральной совокупности произведена выборка объема 50n = . 
 
�� 2 5 7 10 
"� 16 12 8 14 

Найти несмещенную оценку генеральной средней.  
 

4. Дана таблица частот результатов работы 40 студентов. 
 
�� 2 3 4 5 
"� 3 8 25 4 

Найти выборочную среднюю и выборочную дисперсию. 
 

5.Найтивыборочную дисперсию по данному распределению выборки 
объема 100n = . 

 
�� 2502 2804 2903 3028 
"� 8 30 60 2 
 

6. По данному распределению выборки объема 50n = найти выбороч-
ную дисперсию. 

 

�� 0.1 0.5 0.6 
0.

8 

"� 5 15 20 10 

 
7. По данному распределению выборки объема 50n = найти выбороч-

ную дисперсию. 
 
�� 1 18.9 19.3 19.6 
"� 5 10 20 15 
 

8. По выборке объема 41n = вычислена смещенная оценка генераль-
ной дисперсии 2 3nσ = .  Найти несмещенную оценку генеральной 
дисперсии. 

9. Найтиисправленную дисперсию по распределению выборки объ-
ема 10n =  
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�� 102 104 108 

"� 2 3 5 

 
10. Найтивыборочную дисперсию по распределению выборки объема

10n = . 
 

�� 340 360 375 380 
"� 20 50 18 12 

11. По данному распределению выборки объема 10n = найтивыбо-
рочную дисперсию. 

 
�� 23.5 26.1 28.2 30.4 
"� 2 3 4 1 
 

12. По данному распределению выборки объема 10n = найтивыбо-
рочную среднюю и выборочную дисперсию. 

 
�� 156 160 164 168 172 176 180 
"� 10 14 26 28 12 8 2 

 
В 13-14 вычислить моду, медиану, среднее и дисперсию сле-

дующих выборок: 
13. 7, 3, 3, 6, 4, 5, 1, 2, 1, 3. 
 
14. 3,1; 3,0; 1,5; 1,8; 2,5; 3,1; 2,4; 2,8; 1,3; 
 
15.  Сравнить полученные числовые результаты для выборок а) и б). 

а) 1, 2, 3, 4, 5, 5, 9;   
б) 1, 2, 3, 4, 5, 5, 12. 

 
В задачах 16-18 определить среднее, моду, медиану и диспер-

сию группированных выборок. 
 

16. 

 

Границы 
интервалов 

1-3 3-5 5-7 7-9 9-
11 

11-
13 

Частоты 1 2 4 2 1 1 
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17. 

 
18. 

 
 

 
19.  Случайная величина � имеет распределение с плотностью 

 

 

 
Для оценивания неизвестного параметра $ по выборке �	, �
, … , �� 
наблюдений случайной величины �  предлагается выбрать стати-
стику 
 

(1) 1min .n k n ka X X≤ ≤= =  
 

и проверить несмещенность и состоятельность этой оценки. 
 

20. Пусть – выборка из генеральной совокупности, имею-
щей равномерное распределение ?(0,1). Показать, что статистика-
является 

 

( )(1) ( )

1 1

1
min max ,

2 2
n

n k k
k n k n

X X
m X X

≤ ≤ ≤ ≤

+
= = +  

 
несмещенной и состоятельной оценкой математического ожидания 

 
 

21. Пусть >�  – несмещенная оценка параметра >, @(>�) < ∞.  Пока-
зать, что >�
 является смещенной оценкой 2θ  и вычислить смещение. 

 
22. Пусть является оценкой неизвестного параметра 

> по выборке объема ". В качестве меры близости оценки >� к ис-
тинному значению >  выберем величину средней квадратической 
ошибки .   

если ;,
( )

если .0,

a x

a

x ae
f x

x a

− ≥
=  <

1 2, ,..., nX X X

( ).M X

1 2( , ,..., )n n nX X Xθ θ=

Границы  
интервалов 

0-
4 

4-
8 

8-
12 

12-
16 

16-
20 

20-
24 

Частоты 1 1 3 2 1 1 

Границы  
интервалов 

5-
7 

7-
9 

9-
11 

11-
13 

13-
15 

15-
17 

Частоты 8 14 40 26 6 4 
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2(( )) .nm θ θ−  

Показать, что 2 2(( ) ) ( ) ( ( ) )n n nM D Mθ θ θ θ θ− = + −  
 

23. Показать, что выборочная средняя является эффективной оценкой 
параметра λ  распределения Пуассона. 

 
24. Показать, что относительная частота появления события � в " не-

зависимых испытаниях является эффективной оценкой вероятности 

 появления события � в каждом испытания. 

 
25.  Пусть – выборка из нормально распределенной гене-

ральной совокупности Найти информацию Фишера  
26(продолжение). В условиях предыдущей задачи при известном ма-

тематическом ожидании  $  оценить дисперсиюB
 . Показать, что 
статистика  

2 2
0

1

1
( )

n

i
i

s X a
n =

= +∑  

является эффективной оценкой 2σ . 
 

27. Пусть – выборка из генеральной совокупности, имею-
щей равномерное распределение ?(0,1). Показать, что статистика

(1) ( )

2
n

n

X X
m

+
=  

 
является более оптимальной оценкой математического ожидания, 
чем выборочная средняя при любом объеме выборки. 

 
§3.3МЕТОДЫ НАХОЖДЕНИЯ ОЦЕНОК НЕИЗВЕСТ-

НЫХ ПАРАМЕТРОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

3.3.1 Метод моментов 

Пусть случайная величина имеет распределение, принадлежащее 
семейству { },P Pθ θ= ∈Θ  где  некоторая область в  . Предложим, 

что существуют первые dмоментов распределения  и положим: 

( ) ( ), 1,2,..., .r

X

m x P dx r dθθ = =∫  

1 2, ,..., nX X X

( , ).N a σ 2( ).nI θ

1 2, ,..., nX X X

Θ− dR

Pθ
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Здесь  совпадает с  или -счетное множество. Имея независи-
мых наблюдений  над случайной величиной , найдем вы-

борочные моменты: 
1

1
,

n
r

r k
k

m x
n =

= ∑ 1,2,.... .r d=  

Метод моментов состоит в приравнивании выборочных моментов 
теоретическим. Получаем систему уравнений  

относительно dнеизвестных  Если существует единствен-

ное решение этой системы и функции  непрерывны, то получаю-

щаяся оценка  является состоятельной оценкой пара-

метра  Однако, вообще говоря, оценки, полученные методом мо-
ментов, неэффективны. Метод моментов при определенных условиях 
приводит к состоятельным оценкам, причем эти уравнения во многих 
случаях просты и их решение не связано с большими вычислитель-
ными трудностями. 

Пример 3.2 (модель гамма, оценивание параметров методом мо-
ментов). 

Рассмотрим модель гамма  , когда оба параметра неизвестны 

(здесь ( ){ }1 2, : 0, 1,2 .i iθ θ θ θΘ = = > =  

Имеем ( )
( )
( ) ( ) ( )

2 1

2

1
1 2

1 2 2 2
2 1 20

1 ... 1

x
kk

k
k

Г kx e dx
m k

Г Г

θ θ

θ
θ θ

θ θ θ θ
θ θ θ

−∞ + − +
= = = + + −∫ , 

где Г( )⋅ -Г функция. 

В частности,  откуда 

 

Окончательно имеем, что оценками параметров по методу моментов 
являются в данном случае статистики: 

( ) ( )
2 2 2

2 1 1
1 2 2 2

1 2 1

,   .n n n

n n n

A A S A X
X X

A X A A S
θ θ−= = = =

−
% %  

X R X n

1 2, ,..., nx x x ξ

( ) ,   1,2,..., .r rm m r dθ = =
1 2, ,..., .dθ θ θ

rf

{ }* , 1, 2,...,r r dθ =

.θ

( )1 2,Г θ θ

( )2
1 1 2 2 1 2 2,   1 ,m mθ θ θ θ θ= = +

( ) ( )2 2 2
1 2 1 1 1 1 2 1/ ,    / .m m m m m mθ θ= − = −
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Отметим, что метод моментов неприменим, когда теоретические мо-
менты нужного порядка не существуют (например, для распределе-
ния Коши). Оценки метода моментов часто используют только в ка-
честве первых приближений, основываясь на которых можно нахо-
дить последующие приближения с большей эффективностью. 

Пример 3.3 Оценки параметров нормального распределения 

A)Оценка среднего при известной дисперсии. 

Пусть  независимых наблюденных значений нор-

мальной случайной величины  с плотностью распределения   

( ) ( )2

2

1
, exp ,   ,

22

x
p x x R

θ
θ

σπσ

 − = − ∈ 
  

 где  неизвестный параметр, а 

параметр σ  известен. Положим:  Очевидно, 

что  нормально распределенная случайная величина с параметра-

ми  Таким образом, оценка  является не-

смещенной и состоятельной. 

Далее, так как ( ) 2

1
,I θ

σ
=  то правая часть неравенства Крамера-Рао 

, где   называют количест-

вом информации о параметре , содержащемся в одном наблюдении,  

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

1

2

,

.

ln ,
 ,  в дискретном случае

ln ,
  , ,   в непрерывном случае

n
k

k
k

X

p z
p z

I
p x

p x dx

θ
θ

θ
θ

θ
θ ν θ

θ

=

  ∂
 − ∂  = 
 ∂ 

∈Θ −  ∂ 

∑

∫

 

в рассматриваемом случае равна 2 / .nσ  Это означает, что оценка  
эффективная. 

1 2, ,..., nx x x n−
ξ

θ −

( )*
1 2

1

1
, ,..., .

n

n k
k

x x x x x
n

θ
=

= = ∑

*θ −
2

2* *  и  .M M
nθ θ

σθ θ θ θ = − = 
*θ

( ) ( )( )( ) ( )
2

2 * *
1 2

1
, ,..., nM x x x

nIθ θσ θ θ θ
θ

= − ≥ ( )I θ

θ

*θ
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Случайная величина  имеет нормальное распреде-

ление с параметрами (0,1). Найдя по заданному 0ε >  (например, по 

таблицам) такое число cε , что
2

21
1

2

c x

c

e dx
ε

ε

ε
π

−

−

= −∫ получим

( )*

1
n

Q c cθ ε ε

θ θ
ε

σ

 − = − < < = − 
  

, откуда 

* 1
c c

Q r
n n
ε ε

θ εθ θ θ σ ε = − − < < + = − 
 

 

Здесь ( ) ( ) /22
1 2, ,..., 2 ,

n

nQ dx dx dx πσ
−

= ( )2

1 22
1

1
exp , ,..., .

2

n

k n
k

x dx dx dxθ
σ =

 − − 
 

∑  

Таким образом, * *,
c c

n n
ε εθ σ θ σ − + − 

 
 доверительный интервал с ко-

эффициентом доверия 1 ε− . 

B)Оценка дисперсии при известном среднем. 

В этом случае ( ) ( )2
1

, exp ,  ,
22

x a
P x x Rθ

θπθ

 − = − ∈ 
  

 где  неиз-

вестный параметр, а параметр  известен. Эффективной несмещен-

ной оценкой для  будет  где  

результаты независимых наблюдений. Дисперсия оценки  равна 

 Величина * /nθ θ  имеет распределение 2x  с n  сте-

пенями свободы. Для построения доверительного интервала  коэффи-

циентом доверия1 ε−  выберем числа 1a  и 2a  (по таблицам) так, чтобы
*

1 2 1 ,
n

Q a aθ
θ ε
θ

 
< < = − 

 
 где 

 

( )* /n θ θ σ−

( )0,θ ∈ ∞ −

a−

θ ( ) ( )2*
1 2

1

1
, ,..., ,

n

n k
k

x x x x a
n

θ
=

= −∑ 1 2, ,..., nx x x −

*θ
( )2* 22 / .M nθ θ θ θ− =

( ) ( ) ( )2/2

1 2 1 2
1

1
, ,..., 2 exp , ,..., .

2

n
n

n k n
k

Q dx dx dx x a dx dx dxθ πθ
θ

−

=

 = − − 
 

∑
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Тогда  
* *

1 2

1 ,
n n

Q
a aθ
θ θθ ε

 
< < = − 

 
так что  искомый ин-

тервал. 

С) Оценка среднего при неизвестной дисперсии 

Задача такая же, как в пункте А), только параметр σ  неизвестен. По 

прежнему оценка * xθ =  несмещенная и состоятельная. Для построе-
ния доверительного интервала воспользуемся тем фактом, что вели-

чина ( )x

s

θ−  , где ( )22

1

1 n

k
k

s x x
n =

= −∑  , имеет распределение Стьюдента 

( )1c n− −  ой степенью свободы. Плотность этого распределения имеет 

вид: 

( ) ( ) ( )2 2
1

Г
2 1

1
Г

2

n

n

n

S x x
n

π

−

−

 
 
 = +

− 
⋅  
 

 

Определяя число cε  из соотношения ( )1

0

2 1
c

nS x dx
ε

ε− = −∫ , получаем 

0 1 ,
x

Q c c
sε ε

θ ε− − < < = − 
 

 где 

( ) ( ) ( )22 2
0 1 12

1

1
,..., 2 exp ,...,

2

n n

n k n
k

Q dx dx x dx dxπσ θ
σ

−

=

− = − 
 

∑  

Таким образом, доверительным интервалом для параметра θ с коэф-
фициентом доверия 1 ε−  является интервал ( ),x sc x scε ε− +  

3.3.2 Оценки параметров биномиального, пуассоновскогораспре-
делений. 

Биномиальное распределение 

Пусть величина ξ принимает значение 0,1, ...,N  вероятностями 

( ) ( ) ( )1    0,
N kK k

k NP C k Nθ θ θ −= − = соответственно, причем параметр 

  0 1θ θ< <  неизвестен. Пусть 1 2, ,..., nk k k - результаты n независимых на-

( )* *
2 1/ , /n a n aθ θ −
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блюдений случайной величиныξ . Положим ( )1 2
1

1
* , ,..., .

n

n i
k

k k k k
nN

θ
=

= ∑

Тогда *θ несмещенная оценка параметраθ , для которой

( ) ( )2

0

1
*M

nN

θ θ
θ θ

−
− = . 

 С другой стороны, нетрудно рассчитать подсчитать, что

( ) ( )1

N
I θ

θ θ
=

−
, откуда следует что *θ - эффективная оценка параметра 

θ . 

 Для построения доверительного интервала воспользуемся тем 

фактом, что величина 
( )
( )

*

1

nθ θ θ
θ θ

−
−

 асимптотически нормальна с пара-

метрами (0,1). 

Допуская 

( )
( )

2

2

0

* 2

21

a tnN
Q a a e at

ε

θ ε ε
θ θ

πθ θ
− − − < < ≈ 

−  
∫  

И найдя aεиз условия 
2

2

0

2
1

2

a t

e at
ε

ε
π

−
= −∫ получим

( )
( )

*
1

1

Nn
Q a aθ ε ε

θ θ
ε

θ θ

 − − < < ≈ − 
−  

 

где Qθ  определяется равенством ( ) ( ) ( )
11 2, ,..., ... ,

nn k kQ k k k P Pθ θ θ= 0, .ik N=  

Значит границам доверительного интервала с коэффициентом дове-
рия 1 ε−  являются корни квадратного уравнения

( ) ( ) ( )22 2 2 *2 * 0Nn a x Nn a x Nnε εθ θ+ − + + =  

 В частности, если 1N = , то получится, что результат i -го на-
блюдения случайной величины ξ есть появление или непоявление 

событий { }1 .A ξ= =  Вероятность этого события равноθ . Оценкой для 
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нее служит *

n

νθ = , где ν -число тех наблюдений, которых событий A

произошло. 

Пуассоновское распределение 

 Пусть ξ имеет пуассоновское распределение. Это означает, что 

ξ  может принимать значения 0,1… с вероятностями ( )
!

k

kP e
k

θθθ −=

( )0 ,θ< < ∞ причем θ −  неизвестный параметр. 

Несмещенной оценкой параметра θ является оценка 
1

1
* ,

n

i

k
n

θ
=

= ∑  где 

1 2, ,..., nk k k - результаты независимых наблюдений случайной величины 

ξ . При этом ( )2* /M nθ θ θ θ− = . Так как ( ) 1I θ θ −= , то θ −  эффективная 

оценка. 

Далее, величина ( )*n θ θ
θ

−  асимптотически нормальна с параметра-

ми (0,1). 

Поэтому при больших n  имеет место приближенное равенство 

( )* 1
n

Q a aθ ε εθ θ ε
θ

  − < − < ≈ − 
  

, где aε  соответствующим образом вы-

бирается, а мера Qθ  определяется формулой ( )
1 ...

1 2
1

, ,...,
!... !

nk k
n

n
n

Q k k k e
k k

θ
θ

θ + +
−= , 

1 0,1,2,...k =  

Отсюда находим, что границы доверительного интервала с коэффи-
циентом доверия 1 ε−  являются корнями квадратного уравнения 

( )
2

22 * *2 0
a

x x
n
εθ θ 

− + + = 
 

 

Доверительной интервал построен здесь приближенно, но ошибка с 
ростом n  стремится к нулю. 
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Оценка среднего значения Г- распределения 

Пусть случайная величина ξ  имеет Г- распределение 

( ) ( )
1

,    0
Г

0,                  0

xx e
dx x

P dx

x

θ

θ

− −
> ⋅= 

 ≤

 с неизвестным параметром θ , 0 θ< < ∞ . 

Нетрудно подсчитать, что в этом случае ( ) ( )2

2

ln Гd
I

d
θ

θ
⋅

= . Метод 

моментов приводит к оценке *
1

1

1 n

k
k

x
n

θ
=

= ∑ , где 1 2, ,..., nx x x независимые 

наблюдения над случайной величиной ξ . Для нее *
1Mθθ θ= и 

( )2*
1M

nθ
θθ θ− =  . 

Метод максимального правдоподобия (ММП) 

Основным методом получения оценок параметров генеральной 
совокупности по данным выборки является метод максимального 
правдоподобия, предложенный Фишером. 

Основу метода составляет функция правдоподобия, выражающая 
плотность вероятности совместного появления результатов выборки 

 

 

или . 

Согласно метода максимального правдоподобия в качестве оцен-
ки неизвестного параметра  принимается такое значение , кото-
рое максимизирует функцию . Естественность подобного подхода к 
определению статистических оценок вытекает из смысла функции 
правдоподобия, которая при каждом фиксированном значении пара-
метра  является мерой правдоподобности получения наблюдений 

. Оценка такова, что имеющиеся у нас наблюдения 
являются наиболее правдоподобными. 

1 2, ,..., :nx x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, ,..., ,..., ; , , , ,..., , ,..., ,i n i nL x x x x x x x xθ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ θ=

( ) ( )1 2
1

, ,..., ,..., ; ,
n

i n i
i

L x x x x xθ ϕ θ
=

=∏

θ nθ%

L

θ
1 2, ,..., nx x x nθ% 1 2, ,..., nx x x
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Нахождение оценки  упрощается, если максимизировать не са-
му функцию L , а , поскольку максимум обеих функций достигает-
ся при одном и том же значении . Поэтому для отыскания оценки 
параметра  (одного или нескольких) надо решить уравнение (сис-
тему уравнений) правдоподобия, получаемое приравниванием произ-
водной (частных производных) нулю по параметру(параметрам) θ : 

  или 
1 dL

L d
θ

θ
= ,     (3.8) 

а затем отобрать то решение, которое обращает функцию  в мак-
симум. 

Предположим, что семейство распределений { },P pθ θ= ∈Θ  на из-

меримом пространстве ( ),X ℑ  имеет плотность распределения ( ),p xθ
относительно некоторой σ − конечной меры ( )v dx , заданной на ℑ . 

Если X  дискретно, ( ),p xθ  есть вероятность того, что xξ =  при усло-

вии, что истинное значение параметра равно θ .  

Пусть 1 2, ,..., nx x x– результаты n  независимых наблюдений над слу-

чайной величиной ξ . Согласно метода максимального правдоподо-

бия (ММП), в качестве оценки ( )1 2* , ,..., nx x xθ  параметра θ  выбирается 

такая функция от наблюдений, которая доставляет максимум функ-
ции ( )1 2, , ,..., nL x x xθ : ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, , ... , , , ,...,n np x p x p x L x x xθ θ θ θ= , которая на-

зывается функцией правдоподобия. Если при ( )1 2* , ,..., nx x xθ θ=  функ-

ция правдоподобия достигает наибольшего значения, то при этом же 

θ  достигает наибольшего значения и функция ( )1 2ln , , ,..., nL x x xθ . Ис-

пользование функции lnL  часто бывает более удобным. Оценки, по-
лучаемые с помощью ММП, называется оценками максимального 
правдоподобия. 

Для нахождения оценок максимального правдоподобия нужно 

решить уравнения 1, :k d=  

( )1 2ln , , ,...,
0,n

k

l x x xθ
θ

∂
=

∂
 или ( )1 2, ,..., dθ θ θ θ= . 

nθ%

lnL
θ

θ

lnd L

d
θ=

lnL
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Уравнения такого типа называется уравнениями правдоподобия. При 
решении уравнений правдоподобия следует отбросить решения вида 

constθ =  и рассматривать только те решения, которые зависят от 

1 2, ,..., nx x x  и попадают в область допустимых значений параметра Θ . 

Следует отметить также, что наибольшее значение функция правдо-
подобия может принимать на границе области Θ . 

Оценки максимального правдоподобия обладают следующими 
двумя важными свойствами: 

а) если существует достаточная оценка ( )1 2* , ,..., nx x xθ   для парамет-
ра θ , то каждое решение уравнения правдоподобия является функци-
ей от ( )1 2* , ,..., nx x xθ ; 

б) если для параметра θ  существует эффективная оценка (в много-
мерном случае - совместно-эффективная) ( )1 2* , ,..., nx x xθ , то уравнение 

правдоподобия имеет единственное решение ( )1 2* , ,..., nx x xθ . 

Пример 3.4 Найти оценку метода максимального правдоподобия для 
вероятности  наступления некоторого события А по данному числу 
m  появления этого события в n независимых испытаниях. 

Решение. Составим функцию правдоподобия:  

( )
( )

1 2

 раз  раз

, ,..., ; ... (1 )...(1 )n

m n m

L x x x p p p p p p
−

= = ⋅ ⋅ ⋅ − −
142431442443

 или  

Тогда  и согласно (3.8)  

откуда  (можно показать, что при  выпол-

няется достаточное условие экстремума функции  ). 

Таким образом, оценкой метода максимального правдоподобия веро-

ятности  событияА будет частность   этого события. 

Пример 3.5Пусть 1 2, ,..., nx x x  имеют распределение ( )2,N µ σ . Найти 

оценку максимального правдоподобия для $ � �( )2
,θ µ σ= .  

p

( )1 .
n mmL p p

−= ⋅ −

ln ln ( )ln(1 )L m p n m p= + − −

ln
,

1

d L m n m

dp p p

−= −
−

m
p

n
=% m

p
n

=%

L

p
m

W
n

=
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Решение. В данном случае  

( ) ( ) ( ) ( )2 2

/22 2
11

1 1 1 1
| exp exp

2 22 2

n n
k k

n nn
L x x xθ µ µ

σ σσ π σ π
  = − − = − −   

   
∑∏  

Предположим, что параметры µ  и 2σ  неизвестны. Найдем о.м.п. 

( )2ˆ ˆ ˆ,θ µ σ=  . Имеем ( )22
2

1

1
ln ln2 ln ,

2 2 2

n

i
i

n n
L xπ σ µ

σ =

= − − − −∑ тогда  

( )2
1

1
ln 0

n

i
i

L x µ
µ σ =

∂ = − =
∂ ∑  

( )2

2 2 4

ln 1
0,

2 2 k

L n
x µ

σ σ σ
∂ = − + − =
∂ ∑  

( )2
2

1 1

1 1
ˆ ˆ, .

n n

k kx x x x
n n

µ σ= = = −∑ ∑
 

Не всегда оценка максимального правдоподобия является реше-
нием уравнения правдоподобия. 

Пример 3.6 Найти оценку максимального правдоподобия параметра 
равномерной модели. 

Решение. Если  выборка из равномерного распределе-

ния , то из   имеем, что  монотонно убывает по  
для .При  функция правдоподобия достигает своего 

максимума. Таким образом, оценка максимального правдоподобия 
 т.е. совпадает с достаточной статистикой. В этой точке 

функция правдоподобия разрывна, поэтому производная  в 
этой точке не существует. Таким образом, в данном случае оценка 
максимального правдоподобия не является решением уравнения 
правдоподобия. Это характерно для случая, когда выборочное про-
странство зависит от неизвестного параметра. 

Пример 3.7 Найти оценку максимального правдоподобия для 

распределения с плотностью  в случае, 

когда параметр  известен. 

( )1 2, ,... nX x x x= −
( )0,R θ ( ),L x θ ( ),L x θ θ

( )nxθ ≥ ( )nxθ =

( )nxθ =%

( );L x θ

Г −

( ) ( )
1 , 0, 0x

a x x e x a
Г

λ
λ ααγ

λ
− −= ⋅ ⋅ ≥ >

λ
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Решение.Имеем:  

*ˆ,   
L n

xn
x

λ λα
α α

∂ = − =
∂

.  

Пример 3.8В биноминальном распределении для  имеем 

, где  -число появле-

ний 1 среди элементов . Найти оценку максимального прав-
доподобия для параметра p . 

Решение. Составим функцию правдоподобия:

,  тогда   *ˆ,   .
1

L n v v
p

p p p n

ν∂ −= − =
∂ −  

Оценка максимального правдоподобия не всегда единственная. 
Это видно из следующего примера. 

Пример 3.9 Для  (равномерное распределение на [ ], 1θ θ + . 

Найти оценку максимального правдоподобия для параметра θ  . 

Решение.Здесь ,    ( ) ( ) ( )11, 1

0, в противном случае, 

nx x
f Xθ

θ θ≤ ≤ ≤ += 


 

( ) ( )1где ... вариационный ряд.nx x≤ ≤ − Оценка максимального правдоподо-

бия в этом примере не единственна. Действительно,  (т.е. 
максимальному значению) при любых , удовлетворяющих соотно-
шениям . Так как  то такие  всегда суще-

ствуют. Мы можем взять, в частности $ ( )
*

1xθ =  или $ ( )
*

1nxθ = − . 

Пример 3.10Для . Найти оценку максимального правдопо-

добия для параметра θ  . 

Решение.Здесь  ,  

 

( ) ( ) ( )
1 1

, ln ln 1 ln ,
n n

i i
i i

L X n n Г x xα λ α λ λ α
= =

= − + − −∑ ∑

pB pX B∈

{ } { }1 ,   0 1i iP x p P x p= = = = − ( ) (1 )n
pf X p pν ν−= ⋅ − ν

1 2, ,... nx x x

( ) ( ) ( ), ln ln 1L X p p n pν ν= + − −

[ ], 1X Rθ θ +∈

( ) [ ]
[ ]

1, ,1

0, ,1

x
f x

x
θ

θ θ
θ θ

 ∈ += 
∉ +

( ) 1f Xθ =
θ

( ) 11nx xθ− ≤ ≤ ( ) ( )1 1,nx x− ≤ θ

[ ]0,X R θ∈

( ) [ ]
[ ]

1,   0,

0,   0,

x
f x

x
θ

θ θ
θ

− ∈= 
∉

( ) [ ],  если 0,  при всех 1,2,...,

0,   в противном случае.

n
ix i n

f Xθ
θ θ− ∈ == 

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Чтобы получить вид функции  как функции от , перепишем 
условие  в эквивалентной форме ( )max .i ni

x xθ ≥ =  Таким 

образом,  при ( ) )0, nxθ ∈
 и  при  (см. на 

рис. 1). 

Функция  разрывна, максимум  достигается в точке $ ( )
*

nxθ = . 

 

Пример 3.11Пусть случайная величина имеет равномерное распреде-
ление на интервале ( )0,θ  , причем значение параметра θ  неизвестно. 
Найти оценку максимального правдоподобия для параметра θ  . 
 
 
Решение. 

( )
[ ]

1
, 0 ,

|
0, 0, ,

x
p x

x

θ
θθ

θ

 ≤ ≤= 
 ∉

 

( ) [ ]1
,  0, , 1,

|
0,  в остальных случаях.

in
n

x i n
L x

θ
θ θ

 ∈ == 


 

Очевидно,что о.м.п. для θ  является такое значение θ , при котором 

ix θ≤  и при котором функция 1 / nθ  принимает максимальное значе-
ние. Так как1 / nθ - убывающая функция, то такой оценкой будет
$ ( )1max ,..., nx xθ = . 

Как видно из следующего примера,оценка максимального прав-
доподобия  не всегда существует. 

Пример 3.12(когда не существует о.м.п.) Для случайной величины, 
имеющей плотность распределения 

( )f Xθ θ
[ ]0, ,  1, ,ix i nθ∈ =

( ) 0f Xθ = ( ) nf Xθ θ −= ( )( ),nxθ ∈ ∞

( )f xθ fθ



154 

 

( )
( )

1
, 0 ,

|
0, 0, .

x
p x

x

θ
θθ

θ

 ≤ ≤= 
 ∉  

найти оценку максимального правдоподобия для параметра θ  . 

Решение. В этом примере значение $ ( )1max ,..., nx xθ =  не подходит, так 

как θ  должно быть строго больше каждого из ix , 1,i n=  . Поскольку 
θ  может выбрано как угодно близко к ( )1max ,..., nx x , но не может сов-
падать с ним, то из этого следует, что о.м.п. не существует. 

Существуют случаи, когда оценка максимального правдоподо-
бия- не единственная оценка. 

Пример 3.13 (неединственность о.м.п) Пусть случайная величина 

1,..., nX X  имеют равномерное распределение на интервале ( ), 1 ,θ θ +  

причем значение θ  неизвестно ( )θ−∞ < < ∞ . Найти оценку максималь-
ного правдоподобия для параметра θ . 

Решение. Имеем: 

( ) 1,для 1,  1, ,
|

0,в остальных случаях.
i

n

x i n
L x

θ θθ
 ≤ ≤ + == 


 

Таким образом, любое значение θ  из интервала 
( ) ( )1 1max ,..., 1, min ,...,n nx x x x −  , является оценка максимального 

правдоподобия. 

Асимптотическое поведение оценок максимального правдоподо-
бия 

Пусть Θ −  интервал в ,R X R=  и ( )v dx dx= , где dx −  мера Лебега на 

R  . 

Приведем теорему, показывающую, что оценки максимального прав-
доподобия имеют целый ряд хороших свойств при .n→∞  

Теорема: Пусть плотность ( ),p xθ  удовлетворяет условиям: 
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1) При каждом θ ∈ Θ  для почти всех x  существуют производные 
( )log ,k

k

p xθ
θ

∂
∂

 , 1, 2 , 3;k =  

2) При каждом θ ∈ Θ  выполнены неравенства: ( ) ( )1

,
,

p x
G x

θ
θ

∂ ⋅
≤

∂ ⋅

( ) ( )
2

22

,
,

p x
G x

θ
θ

∂ ⋅
≤

∂ ⋅
( ) ( )

3

33

,
,

p x
G x

θ
θ

∂ ⋅
≤

∂ ⋅
 где функции ( )1G x  и ( )2G x  

интегрируемы наRпо мере Лебега, а ( ) ( )3sup , ;
R

G x p x dx
θ

θ
∈Θ

< ∞∫  

3) При каждом θ ∈ Θ  интеграл ( ) ( ) 2
log ,

R

p x
I

θ
θ

θ
∂ ⋅ 

=  ∂ ⋅ 
∫ ( ),p x dxθ  коне-

чен и положителен. Тогда уравнение правдоподобия имеет ре-
шение ( )1 2* , ,..., ,nx x xθ  представляющее собой состоятельную, 

асимптотически эффективную и асимптотически нормальную 
оценку параметра .θ  

Последнее означает, что величина ( ) ( )( )1* ,..., nI n x xθ θ θ⋅ ⋅ −  асим-

птотически нормальнас параметрами (0,1), если истинное значение 
параметра равно нулю. Эта теорема обобщается на случай дискрет-
ной случайной величины, а также на случай многомерного параметра 

.θ  

Основной недостаток метода максимального правдоподобия - это 
трудность вычисления оценок, связанных с решением уравнений 
правдоподобия, чаще всего нелинейных. Существенно также и то, что 
для построения оценок максимального правдоподобия и обеспечения 
их “хороших” свойств необходимо точное знание типа анализируемо-

го закона распределения ( ),xϕ θ  , что во многих случаях оказывает-

ся практически нереальным. 

Задачи для самостоятельного решения. 

1. Найти методом наибольшего правдоподобия оценку параметра Ρ 
биноминального распределения, еслив "	 независимых испытаниях 
событие �появилось 0	раз в "
независимых испытаниях событие 
�появилось 0
раз. 
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2.Используя метод наибольшего правдоподобия, оценить параметры 
$	иB
 нормального распределения, если в результате "независимых 
испытаний случайная величина ξ приняла значения ξ	, ξ
, … , ξ� . 

3.Случайная величина � (число появления события � в 0 независи-
мых испытаниях) подчинена закону распределения Пуассона с не-
известным параметром .  . Найти методом максимального 
правдоподобия по выборке �	, �
, … , ��точечную оценку неизвест-
ного параметра .распределения Пуассона. 

4.Случайная величина – время безотказной работы изделия имеет по-
казательнее распределения. В таблице приведены данные по вре-
менем работы в часах для 1000 изделий. Найти ММП точечную 
оценку неизвестного параметра .. 

5.Пусть � = (�	, . . . , ��)последовательность независимых случайных 
величин (наблюдений) с общим распределением. Если существует 

плотность ( ) ( )
, , ,

dp x
H f x

dm
θ

θρ θ θ∈ = относительно некоторой меры 0, 

то 

( ) ( )
1

;
n

j
j

f f xθ θ
=

= ∏ и тогда∑ E
EFG

log KL�M , NO = 0	,				2 = 1, PQQQQQ�MR	  . 

6. Пусть 1,..., nX X  независимы и имеют равномерное распределение 

на отрезке [θ, θ+1]. Найти несмещенную оценку максимального 
правдоподобия для θ. 

7. Пусть 1,..., nX X независимы и имеют гамма-распределение Γ(θ, 2). 

Исследовать на несмещенность и состоятельность оценку T(X) = X 
для функцииτ(θ) = 2/θ. 

8. Пусть 1,..., nX X независимы и имеют гамма-распределение Γ(θ, λ), λ 

- известно. Найти оценку максимального правдоподобия для θ. 

9.Пусть 1,..., nX X независимы и распределены с плотностью 
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exp{ ( )},
,  

0
(

,
) 

x x
f x

x

θ θ
θ

θ
− − >

=  ≤
 

 
Найти оценку максимального правдоподобия для θ. 

10.Пусть случайные величины 1,..., nX X независимы и распределены с 

плотностью exp− (x−θ)−exp[−(x−θ)] . Найти оценку максимального 
правдоподобиядля θ. 

11.Пусть дана выборка из нормального распределения с параметрами 
a и σ2. Используя метод моментов, построить оценку 
а) неизвестного среднего значения a; 
б) неизвестной дисперсии σ2, если среднее значение a известно; 
в) двумерного параметра (a, σ2). 

12. Используя метод моментов, оценить параметр θ равномерного 
распределения на отрезке 
а) [ ]0, , 0;θ θ > в) [ ]0,2 , 0;θ θ >  

б) [ ]1, 1 , ;Rθ θ θ− + ∈  г) [ ], , 0.θ θ θ− >  

13.Используя метод моментов, оценить значение α по выборке из по-

казательного распределения с параметром 1/ a . 

14. Пусть дана выборка из биномиального распределения с 
параметрами mи p . Используя метод моментов, построить оценку 

а) параметра p , если значение m известно; 

б) параметра m, если значение p известно; 
в) векторного параметра ( ),m p . 

15. Используя метод моментов, оценить параметр ( )0,1p∈  

геометрического распределения. 

16. Найти оценку максимального правдоподобия параметра θ 
равномерного распределения на отрезке 
а) [−θ, 0], θ >0; в) [θ, θ + 2], θ ∈R; 
б) [−θ, θ], θ >0; г) [θ, 2θ], θ >0. 
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17. Построить оценку максимального правдоподобия параметра α >0 
для Γ-распределения, если значение β известно. 

18. Пусть дана выборка из распределения Вейбулла с параметрами α 
и θ. Построить оценку максимального правдоподобияпараметра θ 
>0, если значение α >1 известно. 

19. Пусть дана выборка из распределения Коши с параметром сдвига 
θ. Построить оценку максимального правдоподобияпараметра θ по 
выборке 
а) объёма 1; б) объёма 2. 

20. Найти оценку максимального правдоподобия параметра 
λ >0 распределения Пуассона.  

21. Найти оценку максимального правдоподобия параметра 
p ∈(0,1) геометрического распределения. 

§3.4 ИНТЕРВАЛЬНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ 

 1. Точечные оценки и понятие доверительного интервала 
До сих пор мы ставили своей задачей оценить неизвестный па-

раметр θ одним числом nθ . Такая оценка называется точечной. При 
большом числе опытов точечная оценка, как правило, близка к неиз-
вестному параметру. Однако, если число наблюдений мало, то слу-
чайный характер величины nθ может привести к значительному расхо-
ждению между nθ  и θ . Тогда возникает задача о приближении пара-

метра не одним числом, а целым интервалом так, чтобы веро-

ятность поглощения этим интервалом параметраθ , т.е. вероятность 
двойного неравенства 

   (3.9) 
была не меньше заданного числа 3. 

Подчеркнем, что 
1n

θ и 
2nθ суть случайные величины, в то время 

как > –некоторое вполне определенное (хотя и неизвестное нам) чис-
ло: поэтому событие (3.9) является случайным событием, что дает 
право говорить о вероятности его наступления. 

Если число 3 выбрать достаточно большим, например 0,95 или 
0,99, то событие (3.9) можно считать практически достоверным, сле-

( )
1 2
,n nθ θ

1 21 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., )n n n nX X X X X Xθ θ θ< <
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довательно, получив опытные значенияслучайной величины X и по-
строив по ним интервал можно быть практически уверенным 
в том, что неизвестный параметр > окажется заключенным в этом ин-
тервале. 

Вероятность	3 называется доверительной вероятностью, а со-
ответствующий интервал – доверительным  интервалом (от-
вечающим доверительней вероятности3). 

2. Доверительные интервалы для параметров нормального 
распределения 

Перейдемк построению доверительного интервала. При этом ог-
раничимся тем случаем, когда величина � имеет нормальное распре-
деление с параметрами $ (математическое ожидание) и 	B (среднее 
квадратическое отклонение). Для параметра $ требуется на основе 
опытных данных построить доверительный интервал, отвечающий 
доверительной вероятности 3.  

Эта задача имеет большое практическое значение, особенно при 
обработке результатов измерений. В самом деле, допустим, что про-
изводится серия независимых измерений для определения некоторой 
физической величины $. По соображениям, изложенным ранее обыч-
но считают, что случайная ошибка измерения распределена по нор-
мальному закону. Следовательно и результат измерения X a+ =ошиб-
каимеет нормальное распределение. Если при этом отсутствует сис-
тематическая ошибка, то Поэтому основная задача обработки 
результатов измерений – это оценкаистинного значения   измеряе-
мой    величины математически формулируетсякак задача оценки 
математического ожидания(или центра нормального распределения). 

Частичное решение этой задачи дает эмпирическое среднее

1

1 n

n n i
i

a X X
n =

= = ∑ . Однако если число " измерений не велико, то боль-

ший интерес представляет доверительная оценка, т.е. такой интервал 
 который с заданной доверительной вероятностью (или как 

говорят, с заданной надежностью) покрывает число а. 
Задачу построения доверительного интервала для $решим в двух 

случаях: 
1) когдаσ  известно; 
2) когда  σ  неизвестно. 

2.1 Доверительный интервал для T при известномσ . 

1 2
( , ),n nθ θ

1 2
( , )n nθ θ

( ) .M X a=

1 2
( , ),n na a
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 Пусть σ  известно. Примем во внимание, что случайная величина  

от которой отличается лишь постоянным множителем  

подчиняется нормальному закону (этот факт вытекает из доказанного: 
сумма независимых случайных величин, распределенных по нормаль-
ному закону, сама имеет нормальное распределение).   Следователь-
но,   величина  $�тоже  распределена   нормально  с математическим 
ожиданием $и средним квадратическим отклонением B. Рассмотрим 
нормированную случайную величину 

     (3.10) 

ее распределение тоже является нормальным с математическим ожи-
данием 0 и дисперсией 1. Пользуясь этим можно по данному $ найти 
такое число�U, чтобы выполнялось  ( )a n aP t u t α− ≤ ≤ = . Действительно, 
вероятность события согласно формуле

, равна т.е. (где –функция 
Лапласа), значит, для нахождения искомого числа �Uдостаточно ре-
шить уравнение Получив мы можем утверждать, что ве-
роятность события V−�U ≤ X� ≤ �UYили  

     (3.11) 

равна 3.  

Поскольку (3.11) эквивалентно  ,        

(3.12) 
то можно утверждать, что вероятность события (3.12) равна 3. Это 
означает, что интервал 

     (3.13) 

будет доверительным интервалом для математического ожидания $, 
отвечающим доверительной   вероятности  3 . Заметим, что длина

этого   интервала оказалась постоянной (не зависящей от опыт-

ных данных), хотя, она и зависит от выбранного 3, центр интервала 
находится в случайной точке $�. 

1
,

n

ii
X

=∑ na 1
,

n

,n
n

a a
u

n

σ
−=

{ },a n at u t− ≤ ≤

{ } ( ) ( )nP x u y Ф y Ф x≤ ≤ = − ( ) ( ),a aФ t Ф t− − 2 ( )aФ t ( )Ф х

2 ( ) .aФ t α= ,at

n
a a

a a
t t

n
σ

 
− − ≤ ≤ 

 
 

n na t a a t
n n

α α
σ σ− ≤ ≤ +

;n na t a a t
n n

α α
σ σ − ≤ + 

 

2t
n

α
σ
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Пример 3.14 Произведено 5 независимых опытов над случайной 
величиной X , распределенной нормально, с неизвестным 
ром$ и B = 2. Результаты опытов  приведены в таблице 

 
2 1                       2 3 4 5 

�� -25 34 -20 10 21 
 
Найти оценку $для математического ожидания, а также построить 
для него 90% -й доверительный интервал (т.е. интервал, отвечающий 
доверительной вероятности 3 = 	0,90). 

Решение. Исходя из табличных данных, находим 

 

Далее, решая уравнение получим, откуда 

 

Таким образом, искомый доверительный интервал будет следующим: 
 (2-1,47;2+1,47)=(0,53;4,47). 

Пример 3.15 Глубина моря измеряется прибором, систематиче-
ская ошибка которого равна 0, а случайные ошибки распределены 
нормально со средним квадратическим отклонением B = 	15м . 
Сколько надо сделать независимых измерений, чтобы определить 
глубину с ошибкой не менее 5 м при доверительной вероятности 90% 

Решение. В данном случае снова имеем 0,9α = значит 1,65tα = . 

Далее по условию  откуда  

Следовательно, нужно сделать " = 25 измерений. 
2.2 Доверительный интервал для T при неизвестном B. 
Обратимся теперь к случаю, когда параметр Bнеизвестен (он 

должен сам оцениваться по данным наблюдения). В этом случае рас-
смотрение величины[ (см. формулу (3.10)) уже ничего не даёт : в вы-
ражение для [входит не одно, а сразу два неизвестных: a  и σ . Рас-

смотрим вместо нее величину  

где Оказывается, что ее закон распределения не 

зависит от значения параметраσ . Можно показать, что случайная 

1
( 25 34 20 10 21) 2.

5na = − + − + + =

( ) ,Ф tα α= 1.65,tα =

2
1.65 1.47.

5
t

n
α

σ = ⋅ ≈

5м,t
n

α
σ = 3 1.65 4.95.n = ⋅ =

* ,n
n

n

X a
a

S

n

−=

2 2

1

1
( ) .

1

n

n i n
i

s X X
n −

= −
− ∑
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величина \�  подчиняется так называемому закону распределения 
Стьюдента с (n-1)    степенями    свободы.    Плотность вероятности 
для этого закона имеет вид: 

 

где коэффициент�� определяется из условия, что интеграл от функ-
ции по всей числовой оси равен 1; выражение для �� мы не при-
водим. 

Исходя из сказанного можно построить доверительный интервал 
для $. Для этой цели находим такое�], чтобы было 

Тогда доверительный интервал для $будет: 

     (3.14) 

Чтобы найти �], мы должны решить уравнение 

 

или учитывая, что функция четная, имеем Для ин-

теграла, стоящего в левой части, как функции от�]составлены табли-
цы; пользуясь ими, можно по данному	3найти –квантили 

порядка распределения Стьюдента с (" − 1) степенями свобо-
ды.	

Пример 3.16Срок службы осветительной лампы является нор-
мально распределенной случайной величиной, параметры которой $ 
и	B неизвестны. Для их оценки произведены контрольные испытания 
16 ламп; исходя из этих испытаний, найдено, что  

Определить доверительный интервал для математического ожи-
дания $ с надежностью (доверительной вероятностью) 0.9. 

Решение. С помощью таблицы распределения Стьюдента нахо-
дим �] . В данном случае , Отсюда 

 

Искомый доверительный интервал будет: 
(3000 − 8.765; 3000 + 8.765). 

Замечание. Сравнивая выражения (3.13) и (3.14) для довери-
тельных интервалов при известном и неизвестном $, мы видим, что 

2 2

1( ) 1 ,
1

n

n n

t
f t B

n

−

−
 

= + − 

1( )nf t−

*( ) ,nP t a tα α α− < < =

;n n
n n

s s
X t X t

n n
α α

 − + 
 

1( ) ,
t

n

t

f z dz
α

α

α−
−

=∫

1( )nf t− 1

0

2 ( ) .
t

nf z dz
α

α− =∫

1

2

( 1)t nα ατ += −

(1 ) / 2α+

3000ч,na = 20ч.ns =

1 15, 0.9n α− = = 1.753.tα =
20

1.753 8.765.
16

nst
n

α = ⋅ =
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они сходны между собой; различие в том, что в (3.14) коэффициент 
�]определяется, исходя не из нормального закона распределения, а из 
закона распределения Стьюдента (и, кроме того, в (3.13) фигурирует 
B, а в (3.14) \�). Нетрудно видеть, что приn→∞распределение Стью-
дента переходит в нормальное распределение с параметрами 0, 1a σ= = . 

Это непосредственно вытекает из соотношения По-

этому   при   достаточно   большом   "  (практически   при   20n > )   
можно   вместо распределения Стьюдента пользоваться нормальным 
распределением. 

 
2.3 Доверительный интервал для _ при известном T. 
Приведем следующую теорему без доказательства. 

Теорема. Статистика  имеет«хи-квадрат» распре-

деление с n  степенями свободы, где Обозначим че-

рез ( )nγκ квантиль порядка 	(1 − `)  распределения a
  со  степенями 

свободыn.Тогда если то неравенства  вы-

полняются с вероятностью 1 α− . Это дает доверительный интервал 
для, 

   (3.15) 

Можно доказать, что этот интервал будет иметь наименьшую  длину 
среди всех доверительных интервалов с доверительной вероятностью
α . 

 
2.4 Доверительный интервал дляσ при неизвестномT. 
В этом случае за основную статистику

0n
s  возьмем исправленное 

выборочное среднеквадратическое отклонение ns .Известно, что 
2

2
nns

σ
имеет распределения 2χ с ( 1n − )-й степенью свободы. Это приво-

дит к доверительному интервалу, аналогичному (3.16): 

22 2
2lim 1 .

1

n
t

n

t
e

n

−
−

→∞

 
+ = − 
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   (3.16) 

с доверительной вероятностью 3. 
Пример 3.17 Оценки величины сопротивления для большой 

партии однотипных резисторов, определенные по результатом изме-
рений 100 случайно отобранных экземпляров, равны кОм,

 
а) считая, что 9,9a = кОм найти 90% доверительный интервал для 

среднего квадратического отклонения σ ; 
б) найти 90% доверительный интервал для среднего квадратиче-

ского отклоненияB, если $неизвестно. 
Решение. а) Находится доверительный интервал для  при из-

вестном 9,9a = кОмИмеем 

 

Отсюда следовательно, 

 и  

 
и искомый доверительный интервал будет: (0,9449;1,1937). 
б)  неизвестно. Имеем

 

Отсюда Следовательно, 

и  

Доверительный интервал для σ  будет: (0.9497; 1.1997). 
 

3. Доверительные интервалы для вероятности успеха в схеме  
Бернулли и параметра b распределения Пуассона. 
Если распределение генеральной совокупности не является нор-

мальным, то в отдельных случаях по выборкам большого объема 
можно построить доверительные интервалы для неизвестных пара-
метров приближенно, используя при этом предельные теоремы тео-

2 2

1 1
2 2

( 1) ( 1)
n nns ns

k n k nα α
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− −
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рии вероятностейи вытекающих из них асимптотических распределе-
ний и оценок. 

Пусть в "независимых испытаниях успех наступил Pраз. Тогда c 
доверительной вероятностью3  доверительный интервал для вероят-
ности успеха 
 в одном испытании находится по формуле 

где  – квантиль  порядка 

   стандартного нормального распределения. 
Пример 3.18 При проверке 100 деталей из большой партии об-

наружено 10 бракованных деталей. Найти 95% – ный приближенный 
доверительный интервал для доли  бракованных деталей  во всей пар-
тии.   

Решение. Оценка доли бракованных деталей в партии по вы-
борке равна  

 По таблице находим Тогда по формулам  

и  

Следовательно, доля бракованных деталей в партии приближен-
но имеет вид 0.041 < 
 < 0.159. 

Пусть теперь –выборка из генеральной совокупности, 
имеющей распределение Пуассона с неизвестным параметром .. То-
гда при достаточно больших " доверительный интервал для парамет-
ра . приближенно имеет вид 

 

где 1
2

u α+ – квантиль порядка
1

2

α+
 стандартного нормального распреде-

ления. 
Пример 3.19Ниже приводятся данные о числе деталей, посту-

пающих на конвейер в течении 600двухминутных интервалов: 
 
 Число деталей 0 1 2 3 4 5 6 
Число интер-
валов  

400 167 29 3 0 0 1 

 
Считая, что число деталей, поступающих на конвейер в течении 

600двухминутных интервалов имеет распределение Пуассона с пара-

1 1

2 2

(1 ) (1 )
,n n n n

n n

p p p p
p u p p u

n nα α+ +
− −− ⋅ < < + ⋅ 1

2

u α+

1

2

α+

10 /100 0.1.np = = 0.975 1.96.u =

1

2

(1 )
0.041n n

n

p p
p u

nα+
−− ⋅ = 1

2

(1 )
0.159.n n

n

p p
p u

nα+
−− ⋅ =

1 2, ,..., nX X X

1 1

2 2

,n n
n n

X X
X u X u

n nα αλ+ +− ⋅ < < + ⋅
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метрами .,  приближенно найти доверительный интервал для пара-
метра . с доверительной вероятностью 0.9. 

Решение. Имеем  

 

Далее по таблице находим Тогда  

и 

 

Отсюда доверительный интервал для параметра . с доверитель-
ной вероятностью 0.9 имеет вид  

 
Задачи для самостоятельного решения 

1.  Найти доверительный интервал для оценки с надежностью 0.95 не-
известного математического ожидания  нормально распределен-
ного признака � генеральной совокупности, если даны генеральное 
среднее квадратическое отклонение  

2. По данным 9 независимых равноточных измерений некоторой фи-
зической величины найдены среднее арифметическое результатов 
измерений и исправленное среднее квадратическое откло-

нение Оценить истинное значение измеряемой величины с 
надежностью  

3.  В результате 10 независимых измерений расстояния до объекта 
(М) получены следующие результаты: 25025; 24970; 24780; 25315; 
24097; 24646, 24717, 25354, 24912, 25374. Найти доверительный 
интервал математического ожидания расстояния до объекта с на-
дежностью  при условии нормального распределения ошибки 
измерений со средним квадратическим отклонением  

4. При 10 независимых измерениях длины стержня (мм) получены 
следующие результаты: 23, 24, 23, 25, 25, 26, 26, 25, 24, 25» 
Считая ошибку измерений распределенной нормально, найти с на-
дежностью  доверительный интервал для математического 
ожидания длины стержня. 

5.   Количественный признак генеральной совокупности распределен 
нормально. По выборке объема найдено среднее квадратическое 

отклонение  Найти: 

0 400 1 167 2 29 3 3 4 0 5 0 6 1
0.4.

600nX
⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅= =

0.95 1.65.u =

1

2

0.4 1.65 0.02582 0.3574n
n

X
X u

nα−− ⋅ = − ⋅ =

1

2

0.4 1.65 0.02582 0.4426.n
n

X
X u

nα++ ⋅ = + ⋅ =

0.3574 0.4426.λ< <

a

2,σ = 2.3.nX =

42.8nX =

8.ns =
0,999.γ =

0.9γ =
100.σ =

0,95γ =

n

.ns
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а) Среднее квадратическое отклонение  
          б) Доверительный интервал, покрывающий дисперсию с на-

дежностью если  
6.  По данным 9 независимых равноточных измерений некоторой фи-

зической  величины  найдены  средние арифметические результа-
тов  измерений   и исправленное среднее квадратическое от-
клонение  Оценить истинное значение измеряемой величины с 

помощью доверительного интервала с надежностью γ = 0.99. 
7.  Найти доверительный интервал для оценки с надежностью 0,99 не-

известного математического ожидания a нормально распределен-
ного признака X генеральной совокупности, если даны генеральное 
среднее квадратическое отклонение σ, выборочная средняя и 
объем выборки n:   σ = 4; = 10,2; n= 16. 

8.  Найти минимальный объем выборки при котором с надежностью 
0,925 точность оценки математического ожидания нормально рас-
пределенной генеральной совокупности по выборочной средней 
будет равна 0,2, если известно среднее квадратическое ожидание 
генеральной совокупности σ = 1,5. 

 
9.  Найти минимальный объем выборки, при котором с надежностью 

0.975 точность оценки математического ожидания a генеральной 
совокупности по выборочной средней будет c	 = 	0,3, если извест-
но что среднее квадратическое отклонение нормально распреде-
ленной генеральной совокупности равно	B = 1,2. 

10.Из генеральной совокупности извлечена выборка объема " = 10: 
 

�� -2 1 2 3 4 5 
"� 2 1 2 2 2 1 

 
Оценить с надежностью 0.95 математическое ожидание $ 

нормально распределенного признака генеральной совокупности по 
выборочной средней при помощи доверительного интервала. 

11.  Найти минимальный объем выборки, при котором с надежностью 
0.925 точность оценки математического ожидания $  генеральной 
совокупности по выборочной средней будет равна 0.2, если 
B	 = 	1.5. 

12. Из генеральной совокупности объема "	 = 	12 извлечена выборка   

;nσ

0.99,γ = 10,  5.1.nn s= =

30.1nX =

6.ns =

nX

nX
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Оценить с надежностью 0.95 математическое ожидание $ 

нормально распределенного признака генеральной совокупности по 
выборочной средней при помощи доверительного интервала. 

Для уточнения характеристик, приведенных в задачах 13-18, 
были проделаны повторные эксперименты и получены новые вы-
борочные оценки. Используя объединенные выборочные оценки, 
найти 90%- и 99%-ные доверительные интервалы для среднего. 

13. Емкость конденсатора, если  
14.Время безотказной работы электронной лампы, если 

 
15. Диаметр вала, если   
16. Содержание углерода в единице продукта, если 

 
17. По данным задачи 13 найти 90%- и 95%-ный доверительные ин-

тервалы для дисперсии. 
18. По данным задачи 14 найти 99%- и 90%-ный доверительные ин-

тервалы для дисперсии. 
19. По данным задачи 15 найти 90%- и 95%-ный доверительные ин-

тервалы для дисперсии. 
20. По данным задачи 16 найти 90%- и 99%-ный доверительные ин-

тервалы для дисперсии. 
21. Результаты 10 измерений емкости конденсатора прибором, не 

имеющим систематической ошибки, дали такие отклонение от но-
минала (пкф): 5,4; -13,9; -11; 7,2; -15,6; 29,2; 1,4; -0,3; 6,6; -9,9. Най-
ти 90%-ный доверительный интервал для дисперсии и среднего 
квадратического отклонения.  

22.  С автоматической линии, производящей подшипники, было ото-
брано 400 штук, причем 10 оказалось бракованным. Найти 90% - 
ный доверительный интервал для вероятности появления брако-
ванного подшипника. Сколько подшипников надо проверить, что-
бы с вероятностью 0.9973 можно было утверждать, что вероятность 
появления бракованного подшипника не отличается от частоты бо-
лее, чем на 5%? 

29,  18мкФ, 9.n nn X σ= = =

264,  480ч, 20.n nn X σ= = =
2 216,  29мм, s 4,5 мм .n nn X= = =

2 29,  18.8 г, s 20 г .n nn X= = =
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23. При осмотре 60 ящиков обнаружено 10 поврежденных. Найти  
90%-ныйдоверительный интервал для доли поврежденных ящиков 
во всей партии. 

24. На каждый из 36 АТС города в период с двух до трех часов было 
зафиксировано в среднем 2 вызова. Считая, что число вызовов для 
каждой АТС имеет распределение Пуассона с одним и тем же па-
раметром ., приближенно найти доверительный интервал для  . с 
доверительной вероятности 0.9. 

25. Среднее число сбоев в сутки для 100 компьютеров одного типа 
равно 2.3. В предположении, что число сбоев имеет распределение 
Пуассона с параметром . , приближенно найти 95%-ный довери-
тельный интервал для  .. 

 

§3.5ПОНЯТИЕ СТАТИСТИЧЕСКОЙ ГИПОТЕЗЫ И СТА-
ТИСТИЧЕСКОГО КРИТЕРИЯ. УРОВЕНЬ ЗНАЧИМОСТИ  

И МОЩНОСТЬ КРИТЕРИЯ 
 
1. Статистические гипотезы 
Задача разработки рациональных методов проверки статистиче-

ских гипотез - одна из основных задач математической статистики. 
Статистической гипотезой(или   просто   гипотезой)   называют  
любое   утверждение   овиде   или   свойствах распределения    наблю-
даемых    в    эксперименте   случайных    величин.    Такие утвержде-
ния   можно   делать    на основании   теоретических   соображений   
или статистических исследованийнаблюдений. Пусть, например, экс-
перимент состоит   в   многократном   измерении   некоторой   физиче-
ской   величины,   точное значение а которой не известно и в процессе 
измерений не меняется. На результаты измерений влияют многие 
случайные факторы (точность настройки измерительногоприбора,   
погрешность   округления   при   считывании   данных   и  т.   д.),   по-
этому результат i-гo изменения  можно записать в виде 

где – случайная погрешность измерения. Обычно считают, что об-

щая ошибка	1�	складывается из большого числа ошибок – каждая из 
которых невелика. На основании центральной предельной теоремы 
можно  предположить, что случайные величины�� имеют нормальное    
распределение. Такое    предположение    является    статистической 
гипотезой   о   виде  распределения   наблюдаемых  случайных   вели-
чин. Если  для исследуемого явления (процесса ситуации и т. д.) 

Xi i iX a ε= +

iε
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сформулирована та или иная гипотеза которую нужно проверить  
(обычно ее называют основной или нулевой гипотезой  и  обозначают 
символом d-), то задача состоит в том, чтобы сформулировать такое 
правило, которое    позволяло    бы    по    результатам    соответст-
вующих    наблюдений    (поимеющимся статистическим данным) 
принять или отклонить эту гипотезу. Правило, согласно которому 
проверяемая гипотеза   d- ,   принимается   или   отвергает-
ся,называется    статистическим    критерием   (или    просто   кри-
терием)    проверки гипотезы d-. Разработка таких правил и их обос-
нование с точки зрения требований оптимальности и составляет 
предмет теории проверки статистических гипотез.  

Любое распределение наблюдаемой случайной величины �, 
которое может оказаться истинным (т. е. допустимо в данной ситуа-
ции), но отличающееся от гипотетического (т. е. распределения при 
основной гипотезе 	d- ) называют альтернативным распределением 
или альтернативой. Совокупность всех альтернативных распределе-
ний называют альтернативной гипотезой и обозначают символом d	. 
Приведем несколько примеров математических  формулировок наи-
более распространенных в приложениях статистических гипотез. 

Пример 1.(гипотеза о виде распределения). Пусть производится 
"независимых наблюдений над некоторой случайной величиной Xс 
неизвестной функцией распределения . Гипотезой, подлежащей 
проверке, может быть утверждение типа d-: �(�) = �f(�) , где 

 и – заданное семейство функций распределения. При этом 
обычно семейство задается в параметрическом виде  
Например наблюдается неотрицательная целочисленная случайная 
величина �итребуется проверить гипотезу где – се-
мейство всех пуассоновских распределений. Во всех этих случаях 
d-– это гипотеза о виде распределения наблюдаемой случайной вели-
чины. В других случаях гипотеза состоит в том, что фиксируются не-
которые частные характеристики функции распределения . На-
пример, она может иметь вид где   и

(причем )– заданные  числа. Здесь – это 
гипотеза о том, что распределение  имеет заданные квантили 
для заданных уровней  

Пример 2.(гипотеза об однородности). Произведено Pсерий не-
зависимыхнаблюдений, результаты которых таковы: 

( )F xθ

( )F xθ

( ) ,F xθ ∈ ℑ ℑ
ℑ { }( ) : .F xθ θℑ = ∈ Θ

0 : ( ) П( ),H F xθ θ∈ П( )θ

( )F xθ

( )0 : ,  1,2,..., ,i iH F p i kθ ξ = = 1 2 kξ ξ ξ< < ⋅⋅⋅ <

1 2 kp p p≤ ≤ ⋅⋅⋅ ≤ 1 2 1kp p p+ + ⋅⋅⋅ = 0H

( )F xθ iξ
.ip

( )
1 11 2, ,..., ,n nX X X X=

uuur
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Имеются лиоснования рассматривать 

эти данные как результаты наблюдений над одной и той же случай-
ной величиной,  или,  другими словами, можно ли с достаточной на-
дежностью считать, что закон распределения наблюдении от серии к 
серии не менялся?  Если это так, то говорят, что статистические дан-
ные однородны. Пусть -функция (вообще говоря, неизвестная) 
распределения наблюдений i -й серии, Тогда задача состоит в 
проверке гипотезы об однородности  

Пример 3.(гипотеза независимости). В эксперименте наблюдает-
ся двумерная случайная величина  с неизвестной функцией рас-
пределения и есть основания предполагать, что компоненты и 
независимы. В этом случае надо проверить гипотезу независимости

( ) ( ) ( )
1 20 : ,H F x y F x F yξ ξ ξ= ⋅ , где и -некоторые    одномерные    

функции    распределения. В общем случае можно рассматривать k-
мерную случайную величину  и проверять гипотезу независимости 
ее компонент. 

Пример 4.(гипотеза случайности). Результат эксперимента опи-
сывается n-мерной случайной величиной с неизвестной 

функцией распределения  Можно ли рассматривать 

�как случайную выборку из распределения некоторой случайной ве-
личины (т.е.являются ли компоненты � независимымии 
одинаково   распределенными).   В   данном   случае требуетсяпрове-
рить гипотезу случайности где — 

некотораяодномерная функция распределения. 
Эти примеры не охватывают возникающих в приложениях задач 

проверки статистических гипотез. В частности бывают довольно час-
то ситуации, когда проверяемая гипотеза состоит в том, что некото-
рый параметр семейства распределений соответствующей совокупно-
сти, например среднее значение, дисперсия и т.п., имеет наперед за-
данное значение или множество значений. Такие гипотезы называются 
параметрическими. Более подробно они будут рассмотрены ниже. 

2. Критерии согласия  
Рассмотрим общие методы проверки гипотез описанных выше 

типов. Во всех этих случаях формулируется только одна гипотеза и 
требуется проверить, согласуются ли имеющиеся статистические 
данные с этой гипотезой или же они ее опровергают. Соответствую-

( )
2 21 2, ,..., ,...,n nY Y Y Y=

uur ( )1 2, ,..., Z .
k kn nZ Z Z=

uuur

( )iF x

1,..., .i k=
( ) ( ) ( )0 1 2: .kH F x F x F x≡ ≡ ⋅⋅ ⋅ ≡

( )1 2,ξ ξ ξ=
r

( ),F x yξ 1ξ

2ξ

( )
1

F xξ ( )
2

F yξ

,ξ
uur

( )1 2, ,..., nξ ξ ξ ξ=
r

( ) ( )1 2,  , ,..., .nF x x x x xξ =r

r r

( )1 2, ,..., nξ ξ ξ ξ=
r

( ) ( ) ( ) ( )
1 20 1 2: ... ,

n nH F x F x F x F xξ ξ ξξ = ⋅ ⋅ ⋅r

r

( )
i

F xξ

0H
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щие критерии называют критериями согласия. Введем понятие про-
стой и сложной гипотезы Если гипотеза однозначно фиксирует рас-
пределение наблюдений, то ее называют простой, в противном слу-
чае – сложной. В предыдущих примерах только гипотеза

является простой, а остальные – сложные. 
Рассмотрим общий метод построения критериев согласия. Пусть 

о распределении случайной величины  описывающей 
результат изучаемого эксперимента, сформулирована некоторая гипо-
теза . Чтобы построить критерий проверки этой гипотезы в боль-
шинстве   случаев   поступают  следующим  образом.   Найдем такую 
статистику  характеризующую отклонение эмпири-
ческих данных от соответствующих (гипотеза ) гипотетических 
значений (обычно такие статистики неотрицательны), распределение 
которой в случае справедливости можно было бы определить (точ-
но или приближенно). В частности, если сложная гипотеза, то рас-
пределение g� должно быть  одним и тем же для всех простых гипо-
тез, составляющих .Предположим, что такая статистика и ее рас-
пределение при гипотезе d- найдены. Пусть  множество 
всех возможных значений статистики g�. Определим для фиксирован-
ного заранее достаточно малого числа подмножество так, 
чтобыотклонения эмпирических данных от соответствующих гипоте-
тических значений оказались значимыми и вероятность осуществле-
ния события в случае справедливости гипотезы d- , (в дальней-
шем для обозначения этой вероятности используется символическая 
запись , удовлетворяла условию 

      (3.17) 
Тогда правило  проверки гипотезы d-можно сформулировать  

следующим образом.  
Пусть наблюдавшаяся реализация случайной величины и 

соответствующее значение статистики g�. Если окажется, 

что то при справедливости гипотезы d- произошло маловеро-
ятное событие и эта гипотеза должна быть отвергнута как проти-
воречащая статистическим данным. В противном случае (т. е. если

) нет оснований отказываться от принятой гипотезы и следу-
ет считать, что наблюдения не противоречат гипотезе (или согла-
суются с ней). 
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Таким образом, проверка нулевой гипотезы при помощи крите-
рия согласия может быть разбита на следующие этапы: 

1) сформулировать проверяемую  и альтернативную  гипо-
тезы; 

2) выбрать уровень значимости ; 
3) выбрать статистику критерия для проверки гипотезы ; 
4) определить выборочное распределение статистики  при ус-

ловии, что верна гипотеза ; 
5) в зависимости от формулировки альтернативной гипотезы 

определить критическую область одним из неравенств

или  

6) получить выборку наблюдений и вычислить выборочное зна-
чение статистики критерия; 

7) принять статистическое решение:  
если  то отклонить гипотезу  как не согласующуюся с 
результатами наблюдений; 
если  то принять гипотезу  ,т.е. считать, что гипотеза  
не противоречит результатам наблюдений. 

Пример 3.20 По паспортным данным автомобильного двигателя 
расход топлива на 100 км пробега составляет 10 л. В результате изме-
нения конструкции двигателя ожидается, что расход топлива умень-
шится. Для проверки проводятся испытания 25 случайно отобранных 
автомобилей с модернизированным двигателем, причем выборочное 
среднее расходов топлива на 100 км  пробега по результатам испыта-
ний составило л. Предположить, что выборка расходов топлива 
получена из нормально распределенной генеральной совокупности со 
средним $  и дисперсией 2 4лσ = . Используя  критерий значимости, 
проверить гипотезу, утверждающую, что изменение конструкции 
двигателя не повлияло на расход топлива. 

Решение. Проверяется гипотеза о среднем $ нормально распре-
деленной генеральной совокупности. Проверку гипотезы проведем по 
этапам: 

1) проверяемая гипотеза альтернативная гипотеза 
 

2) выберем уровень значимости  
3) в качестве статистики критерия используем оценку математи-

ческого ожидания – выборочную среднюю  
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4) выборка получена из нормально распределенной генеральной 
совокупности, выборочное среднее также имеет нормальное распре-

деление  с дисперсией  При условии, что верна гипотеза  , 

математическое ожидание этого распределения равно 10. Нормиро-
ванная  статистика критерия 

 

имеет	нормальное	распределение	со средним 0 и с дисперсией 1; 
5) альтернативная гипотеза предполагает уменьшение 

расхода топлива, следовательно, нужно использовать односторонний 
критерий. Критическая область определяется равенством . По 

таблице находим  

6) выборочное значение  

7) статистическое решение: так как выборочное значение стати-
стики критерия принадлежит критической области, гипотеза d-  от-
клоняется: следует считать, что изменение конструкции двигателя 
повлияло на уменьшение расхода топлива. 

3. Ошибки первого и второго рода  
Ошибка первого рода состоит в том, что будет отвергнута ну-

левая гипотеза d-,  когда на самом деле она верна. 
Ошибка второго рода состоит в том, что будет принята нуле-

вая гипотеза d-, когда на самом деле она ложна.  

Вероятность совершить ошибку первого рода принято обозначать 
через3 : ее называют уровнем значимости. Наиболее часто уровень 
значимости принимают равным 0.1, 0.05, 0.01 и т.д. 

На языке условной вероятности ошибки первого и второго рода 
можно писать:  и 

                         (3.18) 

В описанной выше ситуации критерий имеет следующий вид: 
если -  наблюдавшееся значение статистики , то при 
гипотеза , отвергается; в противном случае считается, что данные 
не противоречат гипотезе. Отметим, что факт  не является до-
казательством истинности гипотезы d-; он лишь свидетельствует о 
том, что согласие опытных данных и теоретических предположений 
достаточно хорошее («на уровне 3»). 
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В описанной методике статистику  называют статистическим 
критерием, а подмножество его значений - критической областью 
для гипотезы (этот термин отражает тот факт, что значение 
рассматривают как свидетельствующее против этой гипотезы). Число
α  в соотношении (3.17) называют уровнем значимости критерия, и 
его можно считать вероятностьюотвержения гипотезы d- ,когда она 
верна. В конкретных задачах величину α выбирают обычно равной 
0,1; 0,05; 0,01 и т. д.  

Итак, согласно описанной методике, критерий определяется за-
данием соответствующей критической области в множестве значений 
статистикиg�. По своему смыслу критическая область должна вклю-
чать все отклонения эмпирических данных от соответствующих гипо-
тезе d-и при условии, что гипотеза  справедлива. Обычно исполь-
зуют области вида ,(длянеотрицательных статистик )или вида

хотя в конкретных задачах возможны и другие варианты вы-

бора критической области. Вид критической области во многом оп-
ределяется целью, для которой строится критерий. Ограничимся пока 
следующим общим замечанием: каждый критерий строится для того, 
чтобы определить, имеют ли место те или иные отклонения от основ-
ной гипотезы. Характер таких  отклонений может быть разным, по-
этому надо иметь критерий как универсального типа («улавливаю-
щие» любые отклонения от основной гипотезы), так и предназначен-
ные для выявления отклонений только определенного типа. Часто 
большие и малые значения статистики g�указывают на разный харак-
тер отклонения от нулевой гипотезы, поэтому может оказаться, что в 
одних случаях лучше использовать критерий, основанный на крити-
ческой области  а в других - на критической области  

Пример 3.20 В условиях примера 1 предположим, что наряду с 
гипотезой  d-:	$ = 10  л рассматривается альтернативная гипотеза

л. В качестве статистики критерия снова возьмем выборочное 
среднее  Предположим, что критическая область задана следую-
щим неравенством л.Найти вероятности ошибки первого и 
второго рода для критерия с такой критической областью. 

Решение. Найдем вероятность ошибки первого и второго рода. 
Статистика �Q� критерия при условии, что верна гипотеза d-:	$ = 10, 

nT

αF
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имеет нормальное распределение  По формуле (1), ис-

пользуя таблицу находим: 

 

Это означает, что принятый критерий классифицирует примерно 
8% автомобилей, имеющих расход 10 л на 100 км пробега, как авто-
мобили, имеющие меньший расход топлива. 

При условии, что верна гипотеза d	:	$ = 9, статистика �Q� имеет 
нормальное распределение  Вероятность ошибки второго 

рода по формуле (3.18) равна 

 

Следовательно, в соответствии  с принятым критерием 13.6% 
автомобилей, имеющих расход топлива 9 л на 100 км пробега, клас-
сифицируются как автомобили, имеющие расход 10 л. 

4. Мощность критериев. Равномерно наиболее мощный кри-

терий 

Для проверки одной и той же гипотезы можно строить различ-
ные критерии согласия, основываясь на разных статистиках

и чтобы выбрать в конкретной ситуации тот или иной 
критерий, надо иметь принципы сравнения различных критериев. 
Идея построения таких принципов состоит в исследовании поведения 
критериев при тех или иных отклонениях от основной гипотезы. Вве-
дем понятия мощности критериев. 

Пусть для проверяемой гипотезы ,построен некоторый крите-
рий с уровнем значимости 3, основанный на статистике  и пусть 

— соответствующая критическая область. Величину

представляющую собой вероятность попадания зна-

чения статистики критерия в критическую область, когда истинным 
распределением наблюдений является распределение при усло-
вии, что справедлива альтернативная гипотеза,называют функцией 
мощности критерии. Таким образом, функция мощности – это   

 

Если значение мощности критерия возрастает, то веро-
ятность ошибки второго рода  уменьшается. Отсюда: критерий, 
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имеющий наибольшую мощность, называют равномерно   наиболее 
мощным критерием. 

Критерий называется состоятельным, если с ростом объема 
выборки мощность критерия стремится к 1. 

Функция мощности играет в теории проверки гипотез фундамен-
тальную роль. Она полностью характеризует критерий, так как пока-
зывает, насколько хорошо критерий соответствует своему основному 
назначению - «улавливать» возможныеотклонения от основной гипо-
тезы. В терминах можно считать, что критерий тем лучше («тем 
мощнее»), чем больше его мощность при альтернативах. 
Задачи для самостоятельного решения 
1. Станок-автомат изготовляет детали размером 20мм. Продукция 

станка контролируется по величине  – отклонению размера дета-
ли от номинального 20мм. Предположим, что – нормально рас-
пределенная случайная величина с математическим ожиданием α  и 
дисперсией  Рассмотрим следующие гипотезы: 

а)  
б)  
в)  
г)  деталь изготовлен из неоднородного материала. 
Определить, какие из гипотез  является статистическими, 

какие статические гипотезы являются простыми, а какие сложны-
ми? 

2. Пусть – число клиентовиз числа посещающих за день клиентов 
банка, которые выполняют банковские операции. Классифициро-
вать следующие гипотезы, если в определенный день банк посеща-
ло всего 50 человек, и каждый с вероятностью	
 выполняет банков-
ские операции. 

а)  имеет биномиальное распределение  
б)  имеет биномиальное распределение причем

 
в)  

г)  
3. Наблюдаемый объект может быть либо своим, либо объектом про-

тивника. Система обнаружения относит объект к одному из классов 
по результатам нескольких замеров определенных характеристик. 
Сформулировать нулевую и альтернативную гипотезы, если по 
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ошибке первого рода происходит  «пропуск цели». В чем состоит 
ошибка второго рода? 

4. (Продолжение) В условиях предыдущей  задачи 3 пусть система 
обнаружения ошибается с вероятностью  в каждом измерения. 
Критерий «пропуск цели» следующий. Объект считается нашим, 
если подряд по трем измерениям система считает, что он наш, в 
противном случае цель не выпускается из наблюдения. Указать до-
пустимую и критическую  область. Найти вероятности ошибок пер-
вого и второго рода. 

5. Пусть  – выборка из нормального распределения со 
средней$ и единичной дисперсией. Для проверки основной гипоте-
зы против альтернативы  используется следующий крите-
рий: основная гипотеза принимается, если  и отвергается в 

противном случае. Найти вероятности ошибок первого и второго 
рода, если объем выборки  

6.Пусть  – выборка из нормального распределения со сред-
ней$ и единичной дисперсией. Рассматриваются две простые гипо-
тезы: основная и альтернативная . Предлагается следую-
щий статистический критерий для проверки этих гипотез: основная 
принимается, если  в противном случае принимается аль-
тернативная гипотеза. Здесь – заранее выбранное вещественное 
число. Определить все числа , при которых критерий является со-
стоятельным. 

7. Пусть  – выборка, о плотности распределения  которой 
высказаны две гипотезы: гипотеза  о том, что  имеет распреде-
ление с плотностью 

 

и альтернатива d	, состоящая в том, что�� имеет плотность 

 

Найти пределы при вероятностей ошибок первого и вто-
рого рода следующего критерия: гипотеза  принимается тогда и 
только тогда, когда  

а) б) в) . 
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8. Пусть – число субъектов, уклоняющихся от налогооуплатысреди 
24 проверенных предприятий. Классифицировать следующие гипо-
тезы: 

а) имеет биномиальное распределение ; 
б) имеет биномиальное распределение , причем

; 
в)  ; 
г) имеетравномерное распределение в виде  

при . 
9. Считается, что новая технология обработки кожи для определенной 

обуви имеет эффективность  95%, если среди 20 испытанных об-
разцов нет ни одного с признаками брака изделий; в противном 
случае эффективность обработки принимается равным 80%.  Пусть 

– вероятность брака каждого образца. Предположим, что образцы 
обрабатываются и испытываются независимо друг от друга. Рас-
смотрим нулевую гипотезу и альтернативную гипотезу 

. Ответить на следующие вопросы: 
а) какая статистика критерия используется в данной задаче, каковы 
ее распределение и область изменения, 
б) какова критическая область критерия? 
г) в чем состоят ошибки первого и второго рода и чему равны их 
вероятности? 

10. Проверка электронной аппаратуры осуществляется специальным 
тестом. Если аппаратура функционирует правильно, то вероятность 
прохождения теста равна 0.99; в противном случае вероятность 
прохождения теста равна 0.40. Аппаратура допускается к работе , 
если тест проходит 5 раз подряд. При условии что число прохожде-
ний теста подчиняется биномиальному распределению, определить: 

а) область изменения и критическая область статистики критерия, 
распределение статистики критерия? 

б) сформулировать нулевую гипотезу, если ошибка первого рода со-
стоит в отклонении правильно функционирующей аппаратуры 

в) сформулировать альтернативную гипотезу и ошибки первого и 
второго  род 

г) чему равны вероятности ошибок первого и второго  рода? 
11.  Большая партия  изделий может содержать некоторую долю де-

фектных. Поставщик утверждает, что эта доля составляет 5%; по-

X

0 :H X ( )24,0.2B

1 :H X ( )24,B p

0.1 0.3p≤ ≤

( )2 : 5 0.5H P X ≤ ≥

3 :H X ( ) 0.04P X k= =
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купатель предполагает, что доля дефектных изделий равна 10%. 
Условия поставки: из партии случайным образом отбирается и про-
веряется 10 изделий; партия принимается на условиях поставщика, 
если при проверке обнаружено не более одного дефектного изде-
лия; в противном случае партия принимается на условиях покупа-
теля. Сформулировать эту задачу в терминах теории проверки ста-
тистических гипотез: 

а) статистика критерия, область ее значений, критическая область 
б) распределение статистики критерия 
в) в чем состоят проверяемая и альтернативная гипотеза? 
г) в чем состоят ошибки первого и второго рода и каковы их ве-

роятности? 
12. Из продукции автомата, обрабатывающего болты с номинальны-

ми значением контролируемого размера 40a =  мм, была взята вы-
борка болтов объема " = 36. Выборочное среднее контролируемо-
го размера . Результаты предыдущих измерений дают ос-
нование предполагать, что действительные  размеры болтов обра-
зуют нормально распределенную совокупность с дисперсией

. Можно ли по результатам проведенного выборочного ис-
следования утверждать, что контролируемый размер в продукции 
автомата не имеет положительного смещения по отношению к но-
минальному размеру?  Принять . Какова критическая область 
в этом случае? 

13. (Продолжение) В условиях предыдущей задачи предположим, что 
партия болтов с номинальным размером . Найти вероятно-
сти  ошибок первого и второго рода при альтернативной гипотезе

, если решение принимается по выборке объема . 
14. (Продолжение) В условиях задачи 11, решить задачу 12, если пар-

тия болтов бракуется при выполнения одного из неравенств 
 и , где – выборочное среднее контролируе-

мого размера. 
15. (Продолжение) В условиях задачи 11какой минимальный объем 

выборки " следует взять, чтобы при проверке гипотезы 
против альтернативной  при вероятности ошибки пер-
вого рода вероятность ошибки второго рода не превосходи-
ла 0.10? Какая критическая область соответствует этим условиям 
при объеме выборки ? 

40.2nX мм=

2 21ммσ =

0.01α =

40.1a мм=

1 : 40.3H a мм= 36n =

40.1nX мм> 39.9nX мм< nX

0 : 40H a мм=

1 : 40.3H a мм=

0.10α =
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16. Пусть  – выборка из распределения Пуассона с пара-
метром .. Рассматриваются две простые гипотезы  о том, что

и альтернативная  о том, что . Критерий предписывает 
принимать основную гипотезу, если , и альтернативу в про-

тивном случае. Найти минимальный размер выборки, при котором 
мощность этого критерия превышает заданное значение . 

17.  Основная гипотеза состоит в том, что данный человек лишён  те-
лепатических способностей и угадывает мысли на расстоянии в ка-
ждом единичном эксперименте с вероятностью 1 2⁄ . Гипотеза же о 
наличии телепатических способностей у данного человека прини-
мается, если в 100 независимых однотипных экспериментах по уга-
дыванию мыслей на расстоянии не менее 70 заканчивается успе-
хом. Чему равна вероятность признать телепатом человека  без те-
лепатических способностей? 

18. В урне содержатся неразличимые на ощупь черные и белые шары. 
Предполагается, что число черных шаров равно числу белых. Эта 
гипотеза принимается, если при извлечении 50 шаров (с возвраще-
нием) число черных шаров будет в пределах от 20 до 30. 

а) какова вероятность ошибки первого рода? 
б) найти вероятность ошибки второго рода, если альтернатив-

ная гипотеза утверждает, что вероятность появления черного шара 
равна 1 3⁄ . 

19. В условиях предыдущей задачи 19, критерий принятия гипотезы 
 следующий: эта гипотеза принимается, если при извлечении 100 

шаров (с возвращением) число черных шаров будет в пределах от 
40 до 60. 

а)найти вероятность ошибки первого и второго рода, если аль-
тернативная гипотеза утверждает, что вероятность появления чер-
ного шара равна 1 3⁄ . 

в) будет лиотличие с ответами предыдущей задачи? 
 

§3.6 КРИТЕРИЙ СОГЛАСИЯ КОЛМОГОРОВА И  
ПИРСОНА 

 
1. Критерии согласия и общие способы их построения 
Рассмотрим  общий  метод   построения  критериев  согласия.   

Пусть   о распределении случайной величины , опи-
сывающей результат изучаемого эксперимента, сформулирована не-

1 2, , , nX X X…

0 :H

1λ = 1 :H 3λ = δ

( ) 1nX ≤

1 0.9γ β= − =

0H

( )1 2, , ,n nX X X X= …
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которая гипотеза .Чтобы построить критерий проверки этой гипоте-
зы, в большинстве случаев поступают следующим образом. Пытаются 
найти такую статистику ,характеризующую отклонение эм-

пирических данных от соответствующих (гипотезе ) гипотетиче-
ских значений, распределений которой в случае справедливости 
можно было бы определить (точно или приближенно). 

Предположим, что такая статистика и ее распределение найдены. 
Пусть Г  -множество всех возможных значений статистики
:определим для фиксированного заранее достаточно малого числа
критическую область так чтобы Тогда правило провер-

ки гипотезы можно с формулировать следующим образом.Если 
окажется, что ,то эта гипотеза должна быть отвергнута как про-
тиворечащая статистическим данным. В противном случае нет осно-
ваний отказываться от принятой гипотезы и следует считать, что на-
блюдения не противоречат выдвинутой гипотезе (или согласуются с 
ней). 

2. Критерий согласия Колмогорова 
Его применяют в тех случаях, когда гипотетическая функция 

распределения непрерывна. Статистикой критерия является вели-
чина 

                (3.19) 

представляющая собой максимальной отклонение эмпирической 
функции распределения     от  гипотетической функции распреде-
ления . При каждом � величина��(�)является оптимальной оцен-
кой для и с увеличением объема выборки "происходит сближение

 с . Поэтому по крайней мере при больших " в тех случаях, 
когда гипотеза истина, значение   не должно существенно откло-
няться от нуля. Отсюда следует, что критическую область критерия, 
следует задавать в виде . 

Особенностью статистики является то, что ее распределение 
при гипотезе d- не зависит от вида функции . Действительно, по-
лагая в формуле (3.19) ,где – функция, обратная к

, получаем 
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где  распределена так же, как - эмпирическая функция 

распределения выборки из равномерного  распределения. Следо-
вательно, распределение  не зависит от вида функции распределения 

, если справедлива . Этот факт имеет принципиальное значе-
ние, так как тем самым достаточно вычислить и протабулировать рас-
пределения  только один раз, а именно для выборки из равномерно-
го  распределения, и использовать ее для проверки гипотезы от-
носительно произвольной непрерывной функции распределения . 

Вторым замечательным фактом является то, что распределение 
статистики  при достаточно большихn (уже при 20n > )  практически от 
n не зависит. Отсюда следует, что при 20n >  критическую границу 
можно полагать равной , где ( – функция распре-
деления Колмогорова определена в специальных таблицах). Действи-
тельно, в этом случае 

                        (3.20) 

Итак,   при   и    при . 
 
Пример 3.22 Результаты измерения 1000 деталей представлены в 

виде группированной выборки в таблице 
 

2 ��
∗ 0� 2 

 
��

∗ 0� 

1 98.0 21 6 100.5 201 
2 98.5 47 7 101.0 142 
3 99.0 87 8 101.5 97 
4 99.5 158 9 102.0 41 
5 100.0 181 10 102.5 25 
 
Пользуясь критерием согласия Колмогорова, проверить согласие 

полученных наблюдений с предположением, что величина подчиня-
ется закону нормального распределения с математическим ожиданием

, средним квадратическим отклонением , при уровне 
значимости . 

Решение. Теоретическая функция распределения определяется 
по формуле 
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Эмпирическую функцию распределения находим по формуле 

 

Тогда имеем 
2 ��

∗ ��
∗ − 100.25 �(�) ��(�) |�(�)

− ��(�)| 
1 98.0 -2.25 0.0122 0.0105 0.0017 
2 98.5 -1.75 0.0401 0.0445 0.0044 
3 99.0 -1.25 0.1056 0.1115 0.0059 
4 99.5 -0.75 0.2266 0.234 0.0074 
5 100.0 -0.25 0.4013 0.4035 0.0022 
6 100.5 0.25 0.5987 0.5945 0.0042 
7 101.0 0.75 0.7734 0.766 0.0074 
8 101.5 1.25 0.8944 0.8855 0.0089 
9 102.0 1.75 0.9599 0.9545 0.0054 
10 102.5 2.25 0.9878 0.9875 0.0003 

 
 
Определив  

 
находим из таблиц распределения Колмогорова  . Видим, что

. Следовательно, отклонения незначимы и можно считать, что 
гипотеза о согласии наблюдаемых данных с законом нормального рас-
пределения, имеющим параметры , , не опровергает-
ся. 
 

3. Критерий w�согласия Пирсона 
На практике вычисление статистики –трудоемкая задача. По-

этому часто применяют другой критерий, называемый критерием 2χ .  
Его можно использовать для любых распределений, в том числе и 
многомерных. Чтобы воспользоваться этим критерием, выборочные 
данные предварительно группируют и переходят к частотному пред-
ставлению исходных данных. 

Пусть – частоты попадания выборочных значений в соответст-
вующий интервал  группировки (здесь всю выборку разби-

ваем на непересекающихся интервалов), . И пусть далее
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. В качестве статистики, характеризующей отклонение 
выборочных данных от соответствующих гипотетических значений, 
принимают величину 

                                                (3.21) 

а критическую область задают в виде .Точное распределение 
2χ  невозможно вычислить при заданном уровне значимости критиче-

ской границы�] , но для больших объемов выборок "статистика 2χ  
имеет при гипотезе простое предельное распределение, не завися-
щее от гипотезы. Справедливо следующее утверждение. 

Теорема 1. Если ,  то приn → ∞  
2 2( 1)nX k rχ⋅ − −  

где  x - число оцениваемых параметров распределения, упомянутого в 
выдвинутой гипотезе и ( )2 mχ   – случайная величина,   имеющая  рас-
пределение  хи-квадрата сmстепенями свободы. 

На практике предельное распределение  можно исполь-
зовать с хорошим приближением уже при и . При 
выполнении этих условий  в соответствии с теоремой 1 критическую 
границу at  выбирают равной , т.е. ( )1 α− -порядок  квантили 
распределения. 
Таким образом, критерий согласия  имеет следующий вид: пусть за-

даны уровень значимости 3 , объем выборки " и наблюдавшиеся зна-

чения ( )1 2, ..., nh h h h=  вектора частот ( )1 2, ,..., Nn n nν = удовле-

творяют условиям и 5,jh ≥ 1,j N= .  Тогда если наблюдавшееся 

значение  статистики (3.21) удовлетворяет неравенству

,  то гипотезу  отвергают; в противном случае гипо-

теза   не противоречит результатам испытаний. 

Сделаем несколько общих замечаний. Критерий согласия 2χ  при-

меняется в тех случаях, когда в каждом опыте наблюдается одно из N   
несовместимых событий 1,..., NA A   и заданы частоты появлений этих со-

бытий в n испытаниях (говорят также, что наблюдается дискретная 
случайная величина, принимающая N  различных значений). Если же 
выборка имеет непрерывный закон распределения, то, применяя пред-
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варительно метод группировки данных, приходят к рассмотрению дис-
кретной схемы, в которой в качестве событий jA  рассматриваются со-

бытия { }jX ∈ ∆ , где j∆  - интервалы группировки. Недостатком метода 

является то, что группировка данных по интервалам приводит к неко-
торой потере информации. Кроме того, остается еще вопрос о выборке 
числа интервалов N  и длине самих интервалов j∆ . Однако критерий 2χ  

имеет и некоторые достоинства: при его применении нет необходимо-
сти учитывать точные значения наблюдений (бывают случаи, когда ис-
ходные статические данные носят не числовой характер) Несомненным 
преимуществом этого критерия является его универсальность. 

4. Примеры применениякритерия согласия 2χ Пирсона 
Приведем несколько примеров применения критерия 2χ . 
Пример 3.23 Проверить гипотезы о распределении Пуассона 

числа отказов аппаратуры за 10000 часов работы. 
 

Число отка-
зов P 

0 1 2 3 4 5  сумма 

Количество 
случаев набл. 

427 235 72 21 1 1 0 757 

 
Общее число обследованных экземпляров аппаратуры	" = 757, 

при этом наблюдалось  отказов. 
Проверить гипотезу о том, что число отказов имеет распределение Пу-
ассона: 

 

 
Решение. Оценка параметра равна среднему числу отказов:  

. Тогда по таблице при находим вероятности с 
ожидаемое число случаев c отказами. 

       Для 4,6k = значения , поэтому объединяем эти строки со 
строкой для  . В результате получим значения, приведенные в таб-
лице 

 
 

6≥

0 427 1 235 2 72 3 21 4 1 5 1 0 451⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + =

( ) ,
!

k

kp P X k e
k

λλ −= = = 0,1,2,  при 0.01.k α= … =

λ
451/ 757 0.6nλ = ≈ 0.6λ = kp

k

5knp ≤

3k =
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Число 
отка-
зов, P 

Количество 
случаев, в кото-
рых наблюда-
лось k отказов, 

 

 

,

= 0.6,

P! z4-.{ 

Ожидае-
мое слу-
чаев с P 
ми"
, 

 
(", − "
,)


"
,

0 427 0,54881 416 0,291 
1 235 0,32929 249 0,787 
2 72 0,09879 75 0,120 
3 21 0,01976 

 

 
 
2,118 

4 1 0,00296 
5 1 0,00036 

 0 0,00004 

Сумма 757 -  	��
 = 3.31 
 
Так как по выборке оценивался один параметрλ ,то 1r = и число 

степеней свободы равно . Поэтому по таблице  со 
степенью свободы 2 находим . Следовательно, гипотеза о 
распределении числа отказов по законуПуассона принимается. 

Пример 3.24Проверить гипотезу о нормальном распределении 
генеральной совокупности, из которой взята выборка из 55 наблюде-
ний. 
13,5 20,3 15,4 17,2 19,2 23,3 18,1 21,9 15,3 16,8 13,2 
17,8 20,4 16,5 19,7 20,5 14,3. 20,1 16,8 14,7 20,8 19,5 

11,8 15,3 19,3 17,8 16,2 15,7 22,8 21,9 12,5 10,1 21,1 

18,6 18,3 14,7 14,5 18,1 18,4 13,9 19,1 18,5 20,2 23,8 

19,1 16,7 20,4 19,5 17,2 19,6 17,8 21,3 17,5 19,4 1 7,8 
Принять .  
Решение. Объем выборки . Для проверки гипотезы о нор-

мальном распределениигенеральной совокупности нужно найти оцен-
ки математического ожидания и дисперсии. Имеем 

 

Разбивая на 7 интервалов, проводя группировки, если  по-
лучим следующую таблицу 

kn

15

2
17

0

0











=

6≥

1 4 1 1 2k r− − = − − = 2χ
( )2

0.99 2 9.21χ =

0,1α =
55n =

( )2

1 1

1 1
17.84,       8.53

1

n n

n n i n i n
i i

a X x s x X
n n= =

= = ≈ = − ≈
−∑ ∑

5knp ≤
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Но-
мер 
ин-
тер-
валов 

Интерва-
лы 
($,4	, $,) 

На-
блюд. 
Часто-
ты 

", 

Веро-
ят. 
Попод
. 


, 

Ожд. 
Част. 
"
, 

Пере-
груп. 

"
, 

 
(", − "
,)


"
,

1  2 0,0228 
 

 
5,274 

 
0,010 2 (12,14) 4 0,0731 

3 (14,16) 8 0,1686 9,273 9,273 0,175 
4 (16,18) 12 0,2576 14,16

8 
14,168 0,332 

5 (18,20) 16 0,2484 13,66
2 

13,662 0,400 

6 (20,22) 10 0,1519 
 

12,633 0,011 
7  3 0,0778 
 Сумма 55 1,0000 55 55 0,928 
 
Так как после объединения осталось интервалов, а по вы-

борке определены оценки двух параметров (т.е. ), то число степе-
ней свободы равно . По таблице находим , следова-
тельно, гипотеза о нормальном распределении выборки принимается. 

Задачи для самостоятельного решения 
1. Цифры 0, 1, 2, ….,9 среди 800 первых десятичных знаков числа π  

появились 74, 92, 83, 79, 80, 73, 77, 75, 76, 91 раз соответственно. 
Проверить с помощью критерия Колмогорова гипотезу о согласии 
этих данных с законом равномерного распределения при уровне 
значимости (вероятность появления любой цифры на месте 
любого десятичного знака равна 0.1). 

 
2. В следующей таблице приведены отклонения диаметров валиков,  

обработанных на станке, от заданного размера. 
 

Границы интервала,  
мк 

0
− 5 

5
− 10 

10
− 15 

15
− 20 

20
− 25 

Численность разряда  
0� 

15 75 100 50 10 

Частота  
�∗ 0.06 0.30 0.40 0.20 0.04 
 

( ,12)−∞ 1,254

4,020





8,354

4,279



(22, )+∞

5k =
2r =

5 2 1 2− − = ( )2
0.9 2 4.61χ =

0,10α =
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Проверить, используя критерий Колмогорова, гипотезу о со-
гласии наблюдений с законом нормального распределения, приняв 
уровень значимости равным . 

3. Решить предыдущую задачу, применяя критерий  Пирсона с 
уровнем значимости . 

 
4. Используя критерий Пирсона, при уровне значимости прове-

рить, согласуется ли гипотеза о нормальном распределении функ-
ции распределения признака . 

 
∆� [4.1;4.2) [4.2;4.3) [4.3;4.4) [4.4;4.5) [4.5;4.6) 
"� 1 2 3 4 5 
 

∆� [4.6;4.7) [4.7;4.8) [4.8;4.9) [4.9;5.0) 
"� 8 8 9 10 

 
5.  Используя критерий Пирсона, при уровне значимости прове-

рить, согласуется ли гипотеза о нормальном распределении гене-
ральной совокупности  с эмпирическим распределением выборки 
объема . 

 
�� 0.

3 
0.
5 

0.
7 

0.
9 

1.
1 

1.
3 

1.
5 

1.
7 

1.
9 

2.
2 

2.
3 

"� 6 9 26 25 30 26 21 24 20 8 5 
 

6. Используя критерий Пирсона, при уровне значимости  уста-
новить, случайно или значимо расхождение между эмпирическими 
частотами "� и теоретическими in , которые вычисляются, исходя из 
гипотезы о нормальном распределении генеральной совокупности 

2χ  
"� 8 16 40 72 36 18 10 
"�} 6 18 36 76 39 18 7 

7. Две монеты одновременно подброшены 20 раз. Число выпадений 
«герба» приведено в таблице 

 
Выпадение «герба» на каждой 
монете 

0 1 2 

Число появления события 4 8 8 

0,10α =
2χ

0.05α =

0.05α =

X

0.05α =

X

200n =

0.01α =
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Можно ли считать, что обе монеты симметричными? Принять
. По таблице найдено . 

 
8. При 120 подбрасываниях игральной кости шестерка выпала 40 раз. 

Согласуется ли этот результат с утверждением, что кость правиль-
ная? Принять . (По таблице найдено ). 

9. Используя критерий Пирсона, при уровне значимости , уста-
новить, случайно или значимое расхождение между эмпирически-
ми частотами "�и теоретическим частотами , которые вычислены, 
исходя из гипотезы о нормальном распределении генеральной со-
вокупности : 
 

 

(По таблице определено ). 
 

10. При 50 подбрасывания монеты «герб» появился 20 раз. Можно ли 
считать монету симметричной? Принять .(По таблице най-
дено ). 

 
11. При 120 бросаниях игральной кости шестерка выпала 40 раз. Со-

гласуется ли этот результат с утверждением, что кость правильная? 
Принять . 

12. Ниже приводятся данные о фактических объемах сбыта (в услов-
ных единицах) в пяти районах. 

 
Район 1 2 3 4 5 
Фактический объем 
сбыта 

110 130 70 90 100 

Согласуются ли эти результаты с предложением о том, что 
сбыт продукции в этих районах должен быть одинаковым? Принять

. 
13. На экзамене студент отвечает только на один вопрос по одной из 

трех частей курса. Анализ вопросов, заданных 60 студентам, пока-
зал, что 23 студента получили вопросы из первой, 15 – из второй и 
22 – из третьей части курса. 

0.05α = ( )2
0.95 2 5.99χ =

0.05α = ( )2
0.95 1 3.84χ =

0.05α =

'
in

X

( )2
0.90 2 6.00χ =

0.05α =
( )2

0.90 1 2.71χ =

0.05α =

0.01α =

"� 5 1
0 

2
0 

8 7 

"�} 6 1
4 

1
8 

7 5 
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Можно ли считать, что студент, идущий на экзамен, с равной 
вероятностью получит вопрос по любой из трех частей курса? При-
нять . 

14. Метод получения случайных чисел был применен 250 раз, при 
этом получены следующие результаты:   

Цифра 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Частота 
появле-
ния 

2
7 

1
8 

2
3 

3
1 

2
1 

2
3 

2
8 

2
5 

2
2 

3
2 

Можно ли считать, что примененный метод действительно да-
ет случайные числа? Принять . 

15. В цехе с 10 станками ежедневно регистрировалось число вышед-
ших из строя станков. Всего было проведено 200 наблюдений, ре-
зультаты которых приведены ниже: 

 
Число выбыв-
ших станков 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1
0 

Число зареги-
стрированных 
случаев 

4
1 

6
2 

4
5 

2
2 

1
6 

8 4 2 0 0 0 

Проверить гипотезу  о том, что число выбывших из строя 
станков имеет распределение Пуассона. Принять . 

16. Во время второй мировой войне на Лондон упало 537 самолетов-
снарядов. Вся территория Лондона была разделена на 576 участков 
площадью по 0,25 км². Ниже приведены числа участков , на кото-
рые упало снарядов: 

 

	P 0 1 2 3 4 
5 и 
больше 

", 229 211 93 35 7 1 
Согласуются ли эти данные с гипотезой о том, что число сна-

рядов, упавших на каждый из участков, имеет распределение Пуас-
сона? Принять . 

17. Ниже приводятся данные о числе деталей, поступающих на кон-
вейер в течении 600 двухминутных интервалов: 

 
 Число деталей 0 1 2 3 4 5 6 
Число интервалов  400 167 29 3 0 0 1 

0.10α =

0.10α =

0H

0.05α =

kn

k

0.05α =
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Используя критерий 2χ , проверить гипотезу о Пуассонов-
ском распределении числа деталей при . 

18. При испытании радиоэлектронной аппаратуры фиксировалось 
число отказов. Результаты 59 испытаний приводятся ниже: 

 
Число отка-
зов 

0 1 2 3 

Число испы-
таний  

42 10 4 3 

 
Проверить гипотезу   о том, что число отказов имеет рас-

пределение Пуассона при .   
 

§3.7 ФУНКЦИОНАЛЬНАЯ, СТОХАСТИЧЕСКАЯ И 
КОРРЕЛЯЦИОННАЯ ЗАВИСИМОСТИ. УРАВНЕНИЕ 

РЕГРЕССИИ.  
МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ. 

 
1. Понятие зависимости случайных величин 
Во многих задачах требуется установить и оценить зависимость 

изучаемой случайной величины'от одной или нескольких других ве-
личин. Рассмотрим сначала зависимость' от одной случайной (или 
неслучайной) величины �, а затем от нескольких величин. 

Две случайные величины могут быть связаны функциональной 
зависимостью, либо зависимостью другого рода, называемой стохас-
тической, либо быть независимыми. 

Строгая функциональная зависимость реализуется редко, так как 
обе величины или одна из них подвержены еще действию случайных 
факторов, причем среди них могут быть и общие для обеих величин 
(под "общими" здесь подразумеваются такие факторы, которые воз-
действуют и на ' и на �). В этом случае возникает стохастическая за-
висимость. 
Например, если ' зависит от случайных факторов~	, ~
, �	, �
, а � за-
висит от случайных факторов ~
, ~�, �
, ��, g	, g
, то между ' и �име-
ется стохастическоезависимость, так как среди случайных факторов 
есть общие, а именно ~
 и �
. 

0H

0.05α =

0H

0.10α =
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Определение.Стохастическойназывают зависимость, при кото-
рой изменение одной из величин влечет изменение распределения 
другой. 
 В частности, стохастическая зависимость проявляется в том, что при 
изменении одной из величин изменяется среднее значение другой; в 
этом случае стохастическуюзависимость называют корреляционной. 

Приведем пример случайной величины ', которая не связана с 
величиной � функционально, а связана корреляционно. Пусть '  – 
урожай  зерна, � – количество удобрений. С одинаковых по площади 
участков земли при равных количествах внесенных удобрений сни-
мают различный урожай, т.е. ' не является функцией от �. Это объ-
ясняется влиянием случайных факторов (осадки, температура воздуха 
и др.). Вместе с тем, как показывает опыт, средний урожай является 
функцией от количества удобрений, т.е. 'связан с � корреляционной 
зависимостью. 

2. Условные средние и корреляционная зависимость 
Уточним определение корреляционной зависимости, для чего 

введем понятие условной средней. 
Предположим, что изучается связь между случайной величиной 

' и случайной величиной �. Пусть каждому значению � соответству-
ет несколько значений '. Например, пусть при �	 = 2 величина ' при-
няла значения: по одному разу.  Можно вычислить ус-
ловное математическое ожидание величины', которое равно среднему 
арифметическому значению этих чисел: 

 

Число называют условным средним; черточка над буквой ' 
служит обозначением среднего арифметического, а число 2 указывает, 
что рассматриваются те значения ', которые соответствуют � = 2. 

Применительно к примеру предыдущего параграфа эти данные 
можно истолковать так: на каждый из трех одинаковых участков зем-
ли внесли по 2 единицы удобрений и сняли соответственно 5, 6 и 10 
единиц зерна; средний урожай составил 7 соответствующих единиц. 

Условной средней называют среднее арифметическое значе-
ний', соответствующих значению � = �.  

Если каждому значению �соответствует одно значение условной 
средней, то, очевидно, условная средняя есть функция от �; в этом 

1 2 35,  6,  10y y y= = =

2

5 6 10
7.

3XY =
+ += =

2XY =

2XY =
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случае говорят, что случайная величина '  зависит от 
Xкорреляционно. 

Корреляционной     зависимостью     '     от  �     называют   
функциональную зависимость условной средней'�от �: 

                                                                                   (3.22) 
Уравнение (3.22) называют уравнением регрессии  на , функ-

цию называют регрессией  на , а ее график – линией регрессии 
 на .  

Аналогично определяется условная средняя и корреляционная 
зависимость  от . 

Условной средней называют среднее арифметическое значений
, соответствующих  

Корреляционной зависимостью  от называют функциональную 
зависимость условной средней от  

 (3.23) 
         Уравнение (3.23) называют уравнением регрессии на ; функ-
цию называют регрессией на , а ее график - линией регрессии  

на .  
 

3. Модели регрессии. Если график регрессии и 
изображается прямой линией, то корреляцию называют ли-

нейной. 
    или    

В других случаях, например если график регрессии или 
изображается кривой линией, то корреляцию называют кри-

волинейной. 
Точнее, если функции регрессии на  имеют вид: 
1) то ее называет параболической корреляцией 

второго порядка; 
2) то параболической корреляцией третьего 

порядка; 
3)  то гиперболическим корреляциям и т.д. 

Теория криволинейной корреляции решает те же задачи, что и 
теория линейной корреляции (установление формы и тесноты корре-
ляционной связи). 

( )X xY f x= =

Y X

( )f x Y X

Y X

X

X Y

YX X

.Y y=
X Y

YX :Y y=

( ).Y yY yϕ= =

X Y

( )yϕ X Y

X Y

( )X xY f x= =

( )Y yY yϕ= =

xy ax b= + .yx xy d= +

( )X xY f x= =

( )Y yY yϕ= =

X Y
2 ,xy ax bx c= + +

3 ,xy ax bx cx d3= + + +

/ ,xy a x=



195 

 

Неизвестные параметры уравнения регрессии ищут методом наи-
меньших квадратов. Для оценки тесноты криволинейной корреляции 
служат выборочные корреляционные отношения. 
 

4.Две основные задачи теории корреляции 
Первая задача теории корреляции - установить форму корреля-

ционной связи, т.е. вид функции регрессии (линейная, квадратичная 
показательная и т.д.). Наиболее часто функции регрессии оказывают-
ся линейными. Если обе функции регрессии и линейны, то 
корреляцию называют линейной,в противном случае -нелинейной. 
Очевидно, что при линейной корреляции обе линии регрессии явля-
ются прямыми линиями. 

Вторая задача теории корреляции — оценить тесноту (силу) 
корреляционной связи. Теснота корреляционной зависимости  от  
оценивается  по  величине рассеяния значений '  вокруг условного 
среднего Большое рассеяние свидетельствует о слабой зависимо-
сти  от  либо об отсутствии зависимости. Малое рассеяние указы-
вает на наличие достаточно сильной зависимости; возможно даже, 
что  и  связаны функционально, но под воздействием второсте-
пенных случайных факторов эта связь оказалась размытой, в резуль-
тате чего при одном и том же значении �	величина  принимает раз-
личные значения. 

Аналогично (по величине рассеяния значений вокруг  условного 
среднего ) оценивается теснота корреляционной связи  от .  

Пример 3.25 По данным, приведенным в таблице, найти услов-
ную среднюю . 

y 
x 

4 5 6 7 "� 

1 3 1 - 3 7 
2 - 2 4 1 7 
3 5 1 5 - 11 
"� 8 4 9 4 " = 25 

Решение. 
 

 

 

( )f x ( )yϕ

X Y

.XY

Y X

Y X

Y

X

YX X Y

YX

1

4 3 5 1 6 0 7 3 39
,

7 7YX =
⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅= =

2

4 0 5 2 6 4 7 1 41
,

7 7YX =
⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅= =
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Пример 3.26 По 5 предприятиям, выпускающим однородную 

продукцию, получены следующие данные: 
 

Энерговооружённость 
предприятия – � 
(кВт/час) 

7,1 8,3 8,5 9 10,5 

Производительность 
труда       –  ' (шт) 

14 16 14 15 17 

 
Найти выборочный коэффициент корреляции, определяющий 

зависимость производительности труда (') от энерговооружённости 
(�).   
 
 

Решение.Найдём 

 

Произведем необходимые вычисления: 

 

 

 
 

Вычислим выборочный коэффициент корреляции: 

 

Найденный коэффициент корреляции указывает на достаточно 
сильную зависимость между признаками � и '. 

 

3

4 0 5 1 6 5 7 0 55
.

7 11YX =
⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅= =

,
.i i

выб

x y

x y nxy
r

nσ σ
−

= ∑

7.1 8.3 8.5 9 10.5
8.68,

5nX
+ + + += =

14 16 14 15 17 76
15.2,

5 5nY
+ + + += = =

2 2 2 2 2 2
2 27.1 8.3 8.5 9 10.5

( ) 8.68 1.1
5

i
x n

x
X

n
σ + + + += − = − ≈∑

2 2 2 2 2 2
2 214 16 14 15 17

( ) 15.2 1.16
5

j
y n

y
Y

n
σ + + + += − = − ≈∑

7.1 14 8.3 16 8.5 14 9 15 10.5 17 664.7.i ix y = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =∑

664.7 5 8.68 15.2 5.02
0.79

5 1.1 1.6 6.38br
− ⋅ ⋅= = ≈
⋅ ⋅
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Пример 3.27 На основании данных, приведенных в корреляци-
онной таблице, вычислить коэффициент корреляции. 
 
Y 
X        3 4 5 6 "� 

2 5 - 7 4 10 
3 1 2 - - 3 
4 - 4 5 3 12 

"� 6 6 6 7 " = 25 
 
Решение. 

 

 

 

 

 

 
Следовательно,  
 
5. Отыскание параметров линейной регрессии методом наи-

меньших квадратов 
Предположим, что зависимость между случайными величинами 

� и ' близка к линейной (коэффициент корреляции   близок к +1 
или -1). В этом случае следует искать связь между Xот Y  в виде ли-
нейной функции 

        (3.24)      
т.е.                   (3.25) 

        Таким образом, по методу наименьших квадратов мы должны 
найти такую прямую (3.24), чтобы сумма квадратов    

( ) ( )( )2

1 11
,

n

i
Ф a b y ax b

=
= − +∑                               (3.26)  

была минимальной. 
Для отыскания минимума приравниваем нулю соответствующие ча-
стные производные: 
 

6 3 6 4 6 5 7 6 18 24 30 42
4.56.

25 25nX
⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + += = =

10 2 3 3 12 4 20 9 48
3.08,

25 25nY
⋅ + ⋅ + ⋅ + += = =

2 9 6 16 6 25 6 36 7 54 96 150 252
22.08

25 25nX
⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + += = =

2 4 10 9 3 16 12 40 24 192
10.36

25 25nY
⋅ + ⋅ + ⋅ + += = =

2 2 2( ) 22.08 4.56 1.18,x n nX Xσ = − = − ≈
2 2 2(Y ) 10.36 (3.08) 0.87.y n nYσ = − = − ≈

357.xyn xy=∑

,x yr

,y ax b= +
( ) .X xM Y ax b= = +
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   (3.27) 

После очевидных преобразований получаем; 

    (3.28) 

Разделив обе части каждого уравнения на n, получаем: 

     (3.29) 

Решив эту систему, находим оценки значения неизвестных парамет-
ров  a иb: 

     (3.30) 

Таким образом, искомая линейная зависимость  имеет вид: 
   

или 
      (3.31) 

 
где значение $�  указано в (3.30).  

6.  Выборочный коэффициент корреляции 

Заметим, что выражение  стоящее в числителе фор-
мулы (3.30), есть выборочный корреляционный момент знаме-

натель же , являющийся выборочной дисперсией, может 

быть заменен наB��

 . Следовательно, для параметра a имеем выраже-

ние 

 

где - выборочный   коэффициент корреляции. 

    Отсюда выборочное уравнение линейной регрессии  '  на  �соот-
ветственно имеет вид: 

( )( )

( )( )
1

1

( , )
2 0,

( , )
2 0.

n

i i i
i

n

i i
i

Ф a b
y ax b x

a

Ф a b
y ax b

b

=

=

∂ = − − + = ∂
 ∂ = − − + =
 ∂

∑

∑

2

1 1 1

1 1

, 0,

0.

n n n

i i i i
i i i

n n

i i
i i

x y a x b x

y a x nb

= = =

= =

 − − =


 − − =


∑ ∑ ∑

∑ ∑

( )
_______________

2( ) 0,

0.
n n n n

n n

x y a x bx

y ax b

 ⋅ − − =


− − =

___________

2 2

( )
,

( ) ( )

b .

n n n n
n

n n

n n n

x y x y
a

x x

y ax

⋅ − ⋅=
−

= −

( )n ny ax y ax= + −

( ),n n ny y a x x− = −

( )
__________

,n n n nx y x y⋅ − ⋅

, ,выбx yK

( ) ( )
_____

22
n nx x−

, ,
,Y2

,выб выб n n

n

n n n n

x y x y Y Y
n X

Xn X Y X X

K K
a r

σ σ
σ σ σ σ σ

= = ⋅ = ⋅
⋅

, выб

n n

x y
выб

X Y

K
r

σ σ
=

⋅
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     (3.32) 

выборочное уравнение линейной регрессии  �  на  '  имеет вид: 

     (3.33) 

Выборочный   коэффициент корреляции имеет те же свойства, что и 
обычный   коэффициент корреляции  

7. Линейная регрессионная модель общего ви-
да(криволинейная регрессия). 

В общем случае, если регрессия ' на � отличается от линейной, 
рассматривают линейную (по параметрам) регрессионную модель ви-
да 

  (3.34) 
где  – известные функции, а – неизвестные 
параметры.  
        Из необходимых условий минимума функции  сле-
дует, что оценки являются решениями линейной алгебраи-
ческой системы k уравнений 

   (3.35) 

 
называемой нормальной системой. 

8. Нахождение параметров нелинейной регрессии (парабо-
лической, гиперболической и др.) методом наименьших квадра-
тов 

8.1. Предположим, что корреляционная связь между случайны-
ми величинами � и ' параболическая, т.е. 

              (3.36)     
Мы будем  искать такие значения  параметров ,a bи c, чтобы функция 

                             (3.37) 

при этих ,a bи c,принимала наименьшее значение.      

( ),n

n

Y
n выб n

X

y y r x x
σ
σ

− = ⋅ −

( ).n

n

X
n выб n

Y

x x r y y
σ
σ

− = ⋅ −

, .X Yr

( )0 1 1 0 1 1 2 2 1 1; , ,..., ( ) ( ) ( ),i k k kx a a a a a x a x a xϕ α α α− − −= + + + ⋅⋅⋅ +

1 1 1( ), ( ),..., ( )x x xα α α 0 1 1, ,..., ka a a −

0 1 1( , ,..., )kФ a a a −

0 1 1, ,..., ka a a −

0 1 1 1 1

0 1 1 1 1

1 1 1 1

( ) ... ( ) ,

( ) ( ) ( ) ...

( ) ( ) ( ),

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... . .

i k k i i

i i i

k k i i i i

a n a x a x y

a x a x x

a x x y x

a

α α

α α α

α α α

− −

− −

+ + + =

+ + +

+ =

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

� � �

� � �

� � �

� � �

� � � �

� � � �

0 1 1 1 1

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ...

( ) ( ) ( ),

k i i k i

k k i k i i k i

x a x x

a x x y x

α α α

α α α

− −

− − − −










+ + +


+ =

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

� � �

� � �

� � � �

� � � �

2 ,y ax bx c= + +

( )( )2
2

1
( , , ) ;

n

i i ii
Ф a b c y ax bx c

=
= − + +∑
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Находим минимум этой функции стандартным способом. Со-
ставляем систему нормальных уравнений и решаем ее относительно 
этих параметров: 

 

Упрощая полученную систему (и считая ( ) ( ) 2
1 2,  x x x xα α= = ),получим: 

 

Решение этой системы и дает оценки для параметров , и  
 

8.2.Предположим,  теперь, что связь между случайными величи-
нами  и  гиперболическая, т.е. и  

      (3.38) 

          Чтобы найти значения переменныхaи b, обращающих функцию  

 

в минимум, опять составляем систему нормальных уравнений 

   (3.39) 

упрощая которую получим: 

    (3.40) 

Решение этой системы и дает оценки для . 
 

( )( )
( )( )
( )( )

2 2

1

2

1

2

1

( , )
2 ; 0,

( , )
2 ; 0,

( , )
2 ; 0,

n

i i i i
i

n

i i i i
i

n

i i i
i

Ф a b
y ax bx c x

a

Ф a b
y ax bx c x

b

Ф a b
y ax bx c

a

=

=

=

∂ = − − + + = ∂
∂ = − − + + = ∂
∂ = − − + + = ∂

∑

∑

∑

2 4 3 2

1 1 1 1

3 2

1 1 1 1

2

1 1 1

0,

0,

0.

n n n n

i i i i i
i i i i

n n n n

i i i i i
i i i i

n n n

i i i
i i i

x y a x b x c x

x y a x b x c x

y a x b x nc

= = = =

= = = =

= = =

 − − − =

 − − − =



− − − =


∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

na nb .nc

X Y 1( ) 1/x xα =

.
a

y b
x

= +

2

1

( , ) ( )
n

i
i i

a
Ф a b y b

x=

 
= − + 

 
∑

1

1

( , ) 1
2 ( ) 0,

( , )
2 ( ) 0.

n

i
i i i

n

i
i i

Ф a b a
y b

a x x

Ф a b a
y b

b x

=

=

  ∂ = − − + =  ∂  


 ∂ = − − + =  ∂  

∑

∑

2
1 1 1

1 1

1 1
0,

1
0.

n n n
i

i i ii i i

n n

i
i i i

y
a b

x x x

y a nb
x

= = =

= =

 − − =


 − − =


∑ ∑ ∑

∑ ∑

,  a b
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Пример 3.28 По 5 предприятиям, выпускающим однородную 

продукцию, получены следующие данные: 

Энерговооружённость 
предприятия – � 
(кВт/час) 

7.1 8.3 8.5 9 10.5 

Производительность 
труда       –  ' (шт) 

14 16 14 15 17 

 
  Найти выборочное уравнение прямой линии регрессии, определяю-

щей зависимость производительности труда (') от энерговооружён-

ности (Х). 

Решение.Найдем 

 

Произведем необходимые вычисления: 

 

 

 

 

 
 
отсюда получаем выборочный коэффициент линейной корреляции : 

 

Найденный коэффициент выборочной корреляции указывает на 
достаточно сильную зависимость между признаками � и '. 

Подставив вычисленные значения в формулу уравнения регрес-
сии 

 

найдем 
( )1.16

15.2 0.79 8.68
1.1xy x− = ⋅ − ,  

.i i
выб

x y

x y nxy
r

nσ σ
−

= ∑

7.1 8.3 8.5 9 10.5
8.68,

5nX
+ + + += =

14 16 14 15 17 76
15.2,

5 5nY
+ + + += = =

2 2 2 2 2 2
2 27.1 8.3 8.5 9 10.5

( ) 8.68 1.1
5

i
x n

x
X

n
σ + + + += − = − ≈∑

2 2 2 2 2 2
2 214 16 14 15 17

( ) 15.2 1.16
5

j
x n

y
Y

n
σ + + + += − = − ≈∑

7.1 14 8.3 16 8.5 14 9 15 10.5 17 664.7.i ix y = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =∑

664.7 5 8.68 15.2 5.02
0.79

5 1.1 1.6 6.38выбr
− ⋅ ⋅= = ≈
⋅ ⋅

( ).y
x выб

x

y y r x x
σ
σ

− = −
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откуда: 
 

 
Это уравнение определяет корреляционную зависимость произ-

водительности труда (') и энерговооруженности (�). 
 
Пример 3.29 На основании данных, приведенных в корреляци-

онной таблице, найти уравнение прямой линии регрессии  на . 
 
Y 
X 

3 4 5 6 "� 

2 5 - 7 4 10 
3 1 2 - - 3 
4 - 4 5 3 12 

"� 6 6 6 7 " = 25 
Решение. 

 

 

 

 

 

 
 

 
Для контроля аналогичные вычисления проводят по столбцам. 

Искомый выборочный коэффициент корреляции  

 

Подставив найденные величины в формулу уравнения регрессии, по-
лучим: 

 

Отсюда следует, что:  
 

0.82 8.08xy x= +

Y X

6 3 6 4 6 5 7 6 18 24 30 42
4.56.

25 25nX
⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + += = =

10 2 3 3 12 4 20 9 48
3.08,

25 25nY
⋅ + ⋅ + ⋅ + += = =

2 9 6 16 6 25 6 36 7 54 96 150 252
22.08

25 25nX
⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + += = =

2 4 10 9 3 16 12 40 24 192
10.36

25 25nY
⋅ + ⋅ + ⋅ + += = =

2 2 2( ) 22.08 4.56 1.18,x n nX Xσ = − = − ≈
2 2 2( ) 10.36 (3.08) 0.87.y n nY Yσ = − = − ≈

357.xyn xy=∑

357 25 4.56 3.08 5.88
0.23.

25 1.18 0.87 25.665
xy

выб

x y

n xy nxy
r

nσ σ
− − ⋅ ⋅= = = ≈

⋅ ⋅
∑

( ).y
x выб

x

y y r x x
σ
σ

− = ⋅ −

0.1695 2.3067.y x= +
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Задачи для самостоятельного решения 
 

1. В течение месяца по 10 продовольственным магазинам собраны 
данные о зависимости товарооборота (') от расходов на рекламу (�). 
Найти выборочный коэффициент корреляции, определяющий зави-
симость �	от	'. 
 

�(млн.сум) 200 300 320 
41
0 

304 500 540 600 650 700 

'(млн.сум) 20 27 30 36 38 44 50 56 58 60 
 
2. Найти выборочный коэффициент корреляции, определяющий зави-
симость �от	'. 

 
� 6 6.8 7 8 8.5 9 10 11 12 13 14 15 

    Y 11 14 16 20 22 24 24 28 28 30 31 33 
3. По приведенным данным об урожайности с 1 га (') и количестве 
внесенных удобрений (�) найти выборочный коэффициент корреля-
ции, определяющий зависимость �	от	'. 

 
X 6 7 7,5 8 9 9,5 10 
Y 25 27 26 30 32 35 38 

 
4. Найти выборочный коэффициент корреляции, определяющий зави-
симость �	от	', и вычислить условные средние  и  

 
Y 

X 
5 10 15 20 25 30 35 "� 

100 - - - - - 6 1 7 
120 - - - - - 4 2 6 
140 - - 8 10 5 - - 23 
160 3 4 3 - - - - 10 
180 2 1 - 1 - - - 4 

"� 5 5 11 11 5 10 3 "	 = 	50 
 

357 25 4.56 3.08 5.88
0.23.

25 1.18 0.87 25.665
xy

выб

x y

n xy nxy
r

nσ σ
− − ⋅ ⋅= = = ≈

⋅ ⋅
∑

yX xY
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5. По приведенным ниже данным об объеме основных фондов (�) са-
харных заводов и расходов заводами в течение суток сахарной свек-
лы ( ' ),  найти выборочныйкоэффициент корреляции и условные 
средние  и , определяющие зависимость �	от	'.  

 
�  
(млн.сум) 

15
0 

25
0 

27
0 

35
0 

370 
40
0 

420 

' (тыс.ц) 6 6 7 8 8 8 10 
 
6. С целью изучения зависимости фонда месячной заработной платы 
(') и объема выпущенной продукции (�) по 10 промышленным пред-
приятиям получены следующие данные: 

Предприятия 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
� (млн.сум) 500 570 600 650 700 720 800 860 900 920 
' (млн.сум) 110 120 130 135 138 145 150 154 160 164 

 
Найти выборочныйкоэффициент корреляции и условные средние  
и , определяющие зависимость �	от	'. 

 
7.Вычислить выборочные коэффициенты корреляции. 

� 8 10 5 8 9 

' 1 3 1 2 3 

 
8.Вычислить выборочные коэффициенты корреляции. 
 

� 9 10 12 5 

' 6 4 7 3 

 
9.Вычислить выборочные коэффициенты корреляции. 
 

� 10 2 7 5 

' 8 2 6 4 

yX xY

yX

xY
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10. Предел выносливости стали при изгибе Y  (H/мм²) оценивается на 

основании другой ее характеристики – предела упругости при круче-

нии X (H/мм²). По опытным данным для 12 марок стали найти урав-

нения линейной регрессии Y  на X  и X  на Y , вычислить коэффициент 

корреляции между этими характеристиками. Результаты измерений: 

� 51 67 84 81 101 109 71 97 109 51 105 89 

' 25 30 43 44 57 58 43 46 62 45 55 45 

 

 

11. По данным измерения двух переменных 
� 66 70 75 80 82 85 90 92 95 98 

' 60 78 65 87 74 70 78 95 88 90 

Вычислить выборочный коэффициент корреляции. 
 
12.Составьте выборочное уравнение прямой линии регрессии  на  
по данным выборки: 
 

� 10 2 7 5 
' 8 2 6 4 

 
13. По данным, приведенным в корреляционной таблице, найти вы-
борочные уравнения прямой линии регрессии  на  и  на . 
 

Y  
X 

3 4 5 6 "� 

2 5 - 1 4 10 
3 1 2 - - 3 
4 - 4 5 3 12 

"� 6 6 6 7 " = 25 
 
 

2 21015, 553,  90667, 26807, 48888.i i i i i ix y x y x y= = = = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑

Y X

X Y Y X
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14. По данным приведенным в корреляционной таблице найти вы-
борочные уравнения прямой линии регрессии  на  и  на . 
 

Y 
X 

 
3 3,5 4 4,5 5 

7 
 

 
5 3 - - - 

9 
 

 
2 3 5 3 1 

13 
 

 
- 1 1 2 2 

 
15.  По данным приведенным в корреляционной таблице, найти вы-
борочные уравнения прямой линии регрессии  на  и  на . 
 

� 3 5 1 -2 4   2 1 0 3 
' -2 0 1 5 1 2 3 1 1 

 
16. Составьте выборочное уравнение прямой линии регрессии  на 

 по данным, приведенным в таблице: 
 

� 10 2 7 5 
' 8 2 6 4 

 
17. По данным, приведенным в корреляционной таблице, найти вы-
борочные уравнения прямой линии регрессии  на  и  на . 
 

       Y 
X 

6 30 50 "� 

1 15 - 1 15 

3 1 14 - 15 

4 - 2 18 20 

"� 16 16 18 " = 25 

 

X Y Y X

X Y Y X

Y

X

X Y Y X
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18. По данным, приведенным в корреляционной таблице, найти вы-
борочные уравнения прямой линии регрессии  на  и  на . 
 

Y 
X 

1 9 19 "� 

0 13 - 1 13 
2 2 10 - 12 
3 1 1 23 25 

"� 16 11 23 " = 50 
 

19. По данным, приведенным в таблице, составьте уравнение пря-
мой линии регрессии ' на �. 
 

' 

� 
20 25 30 35 40 "� 

16 
 

4 6 - - - 10 

26 - 8 10 - - 18 
36 - - 32 3 9 44 
46 - - 4 12 6 22 
56 - - - 1 5 6 

"� 4 14 46 16 20 
"

= 100 
 

20.  По данным, приведенным в корреляционной таблице, найти 
выборочные уравнения прямой линии регрессии  на  и  на . 

 
Y 

X 
5 10 15 20 25 30 35 40 "� 

100 2 1 - - - - - - 3 
120 3 4 3 - - - - - 10 
140 -  5 10 8 - - - 23 
160 - - - 1 - 6 1 1 9      
180 -  - - - - 4 1 5 

"� 5 5 8 И 8 6      5 2 "

= 50 
 

X Y Y X

X Y Y X
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21.  Найти выборочные уравнения прямых линий регрессии  на  
и  на  по данным, приведенным в корреляционной таблице: 

 
' 

� 
18 23 28 33 38 43 48 "� 

125 - 1 - - -  - 1 
150 1 2 5 - - - - 8 
175 -     3 2 12 - - - 17 
200 - - 1 8 7 - - 16 
225 - - - - 3 3 - 6 
250 - - - - - 1 1 2 

"� 1 6 8 20 10 4 1 "	 = 	50 
 

22. В течение месяца по 10 продовольственным магазинам собраны 
данные о зависимости товарооборота (') от расходов на рекламу 
(�). Найти выборочное уравнение прямой линии регрессии  на 
. 

�  
(млн.сум) 

200 300 320 410 304 500 540 600 650 700 

' (млн.сум
) 

20 27 30 36 38 44 50 56 58 60 

 
23. По данным, приведенным в таблице, найти выборочное уравне-

ние прямой линии регрессии  на . 
 

� 6 6.8 7 8 8.5 9 10 11 12 13 14 15 
' 11 14 16 20 22 24 24 28 28 30 31 33 

 
24.  По приведенным данным об урожайности с 1 га (') и количест-

ве внесенных удобрений (�), составить выборочное уравнение рег-
рессии. 
 

� 6 7 7,5 8 9 9.5 10 
' 25 27 26 30 32 35 38 

 
25. Найти выборочное уравнение прямой линии регрессии  на  

по данным, приведенным в корреляционной таблице. 

X Y

Y X

Y X

Y X

Y X
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											' 
� 

5 10 15 20 25 30 35 "� 

100 - - - - - 6 1 7 
120 - - - - - 4 2 6 
140 - - 8 10 5 - - 23 
160 3 4 3 - - - - 10 
180 2 1 - 1 - - - 4 

"� 5 5 11 11 5 10 3 
"	
= 	50 

 
26. По приведенным ниже данным об объеме основных фондов (�) 

сахарных заводов и расходов заводами в течение суток сахарной 
свеклы (') найти выборочное уравнение прямой линии регрессии 

 на . 
�(млн.сум) 15

0 
25
0 

27
0 

35
0 

370 
40
0 

420 

'(тыс.ц) 6 6 7 8 8 8 10 
27.  С целью изучения зависимости фонда месячной заработной 

плиты (') и объема выпущенной продукции (�) по 10 промышлен-
ным предприятиям получены следующие данные: 

 
Предпри-
ятия 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

� (млн.сум) 500 570 600 650 700 720 800 860 900 920 
У (млн.сум) 110 120 130 135 138 145 150 154 160 164 

 
Составить уравнение прямой линии регрессии  на . 
В задачах 28-31 вычислить выборочные коэффициенты корреляции, 
определить и нанести на диаграмму рассеивания прямые регрессии  
на и  на  по данным выборкам. 
28.  

� 8 10 5 8 9 
' 1 3 1 2 3 

 
29.  

� 10 2 7 5 
' 8 2 6 4 

 

Y X

Y X

Y

X X Y
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30.  Предел выносливости стали при изгибе ' (H/мм²) оценивается 
на основании другой ее характеристики – предела упругости при кру-
чении � (H/мм²). По опытным данным для 12 марок стали, приведен-
ным в таблице, вычислить выборочный коэффициент корреляции 
между этими характеристиками и найти уравнения линейной регрес-
сии ' на � и � на ' 

�� 51 67 84 81 101 109 71 97 109 51 105 89 

�� 25 30 43 44 57 58 43 46 62 45 55 45 
  
31.  По данным измерения двух переменных 

 
�� 66 70 75 80 82 85 90 92 95 98 
�� 60 78 65 87 74 70 78 95 88 90 

 
вычислить выборочный коэффициент корреляции и найти уравнение 
линейной регрессии ' на �.   

 

§3.8 ВЫБОРОЧНОЕ КОРРЕЛЯЦИОННОЕ ОТНОШЕ-
НИЕ. ПРОСТЕЙШИЕ СЛУЧАИ КРИВОЛИНЕЙНОЙ 

КОРРЕЛЯЦИИ. 

ПОНЯТИЕ О МНОЖЕСТВЕННОЙ КОРРЕЛЯЦИИ 
 

1. Выборочное корреляционное отношение 
Для оценки тесноты линейной корреляционной связи между при-

знаками в выборке служит выборочный коэффициент корреляции. 
Для оценки тесноты нелинейнойкорреляционной связи вводят новые 
сводные характеристики: 

– выборочное корреляционное отношение  к  ;                                        
– выборочное корреляционное отношение  к . 

  Определение. Выборочным корреляционным отношением  к на-
зывают отношение межгруппового среднеквадратического отклоне-
ния к общему среднеквадратическому отклонению признака . 

      (3.41) 

xyη Y X

yxη X Y

Y X

Y

xY
yx

y

σ
η

σ
=
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где и 
 

Здесьn – объем выборки, – частота варианты - частота варианты 

��,   и - общая (безусловная) средняя  и  соответ-

ственно. 
Аналогично определяется выборочное корреляционное отношение  
к : 

      (3.42) 

 
2. Свойства выборочного корреляционного отношения 
Поскольку ��� обладает тем и же свойствами, что и перечислим 

свойства только выборочного корреляционного отношение ��� которое 
далее для упрощения записи будем обозначать через � и для простоты 
речи называть «корреляционным отношением». 

1. Корреляционное отношение удовлетворяет двойному нера-
венству: 

 
Доказательство.     Неравенство 0 ≤ �  следует из того, что 

�есть отношение неотрицательных чисел – среднеквадратических от-
клонений (межгруппового к общему). 

Для доказательства неравенства � ≤ 1 воспользуемся соотноше-
нием 

при   (3.43) 
с одной стороны  и  выпуклостью функции  с другой стороны: 

 

 

 

Разделив обе части неравенств на , получим  
 
2. Если , то случайна величина  со случайной величиной   

корреляционной зависимостью не связана. 

2
2 21 1
y i iy y

n n
σ  = −  

 
∑ ∑

2
22 1 1

( )
i ix x x iy n Y y

n n
σ  = −  

 
∑ ∑

ixn ,ix
ixn

1
n iX x

n
= ∑

1
n iY y

n
= ∑ X Y

X

Y

yX

xy
x

σ
η

σ

,xyη

0 1.η≤ ≤

( ) ( )2 22 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2k x k y k x k y k k x y k x k y+ = + − − ≤ + 1 2 1k k+ =

2( )f u u=
2 2 2 2 21 1

( ) ( )
ix x i n i ij nn x X x n X

n n
σ = − = − =∑ ∑ ∑

( )
2

22 21 1
( )ij ij

j i n j i n
j i j ij j

n n
n x X n x X

n n n n

 
= − ≥ − =  

 
∑ ∑ ∑ ∑

( ) ( )2 2
21

.
j yj y n X

j

n X X
n

σ− =∑
2
xσ 1.η ≤

0η = Y X
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Доказательство. Пусть .Тогда из (3.43) нетрудно убедиться, 
что условная средняя постоянная величина и  Отсюда 

 (3.44) 

Следовательно,  
Замечание.  Можно доказать и обратное: если случайная величина 

' не связанасо случайной величиной�корреляционной зависимостью, то 
. 

 
3. Если то случайна величина  со случайной величиной

функциональной зависимостью. 
Доказательство. Пусть  Тогда из нетрудно убедить-

ся, что 

,        и  

   и   т.е. для каждого фиксирован-

ного значения величина 'является неслучайной, следовательно 
она и есть функция от � . 

Замечание.Можно  доказать  и  обратное  предложение;  если  слу-
чайная величина'  связана со случайной величиной�функциональной 
зависимостью, то  
        Примем без доказательства еще два свойства. 

1. Выборочное корреляционное отношение не меньше абсолют-
ной величины выборочного коэффициента корреляции:  

2. Если выборочное корреляционное отношение равно абсолют-
ной величине выборочного коэффициента корреляции, то имеет ме-
сто точная корреляционная зависимость. 
          Другими словами, если ,  то точки лежат 
на прямой линии регрессии, найденной методом наименьших квадра-
тов. 

3. Множественная корреляция 
До этого момента мы рассматривали корреляционную связь ме-

жду двумя величинами. Если же исследуется связь между нескольки-
ми случайными величинами,то такую корреляцию называют множе-
ственной. 

0η =

xY .x nY Y=

( )
_________ 1 1 1

.
i

ij
ij i j i i j i i x n n

i j i j ii

n
X Y n x y n x y n x Y X Y

n n n n
⋅ = = = = ⋅∑∑ ∑ ∑ ∑

0.xyr =

0η =

1,η = Y X

1.η = 2 2
xy Yσ σ=

2 2( )
ij j i x

j i

n y n Y=∑ ∑ 2 2( )
i

ij
i j i x

i j ii

n
n y n Y

n
=∑ ∑ ∑

2 2( )
i

ij
i i j j i i x

i

n
n y n Y

n
=∑ ∑ ∑ ( )22

i

ij
j j x

i

n
y Y

n
=∑

{ }iX x=

1.η =

.xyrη =

xyrη = ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , ,..., ,n nx y x y x y
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Рассмотрим случай, когда число случайных величин равно трем, 
и связь между нимилинейная:  
В этом случае возникают задачи: 

1) найти по данным наблюдений выборочное уравнение связи 
вида 

                                              (3.45) 
т.е. требуется найти коэффициенты регрессии и и параметр  

2) оценить тесноту связи между и величинами  
3) оценить тесноту связи между и (при постоянном ), меж-

ду и  (при постоянном ). 
Первая задача решается методом наименьших квадратов, при-

чем вместо уравнения (3.45) удобнее искать уравнение связи в виде: 
 

 

где 

   

 
Здесь ,  xy yz xyr r r - коэффициенты корреляции между величинами и и

,  Z X и Yсоответственно, – среднеквадратические  отклонения. 
        Теснота связи величины с величинами оценивается выбо-
рочным совокупным коэффициентом корреляции: 
 

     (3.46) 

Причем  
        Теснота связи между величинами и  (при постоянном ' ), ме-
жду и  (при постоянном ) оценивается соответственно частными 
выборочными коэффициентами корреляции: 

 

 

         Эти  коэффициенты служат для оценки линейной связи между 
указанными величинами.  

 

.z ax by c= + +

,z Ax By C= + +
A B ;C

Z , .X Y

Z X Y

Z Y X

( ) ( ) ,n n nz Z A x X B y Y− = − + −

2
;

1
xz yz xy z

xy x

r r r
A

r

σ
σ

−
= ⋅

− 2
.

1
yz xz xy z

xy y

r r r
B

r

σ
σ

−
= ⋅

−

X ,Z Y

, ,x y zσ σ σ

Z ,X Y

2 2

2

2

1
xz xy yz yz yz

xy

r r r r r
R

r

− +
=

−

0 1.R≤ ≤
Z X

Z Y X

( ) 2 2
;

(1 )(1 )

xz xy yz
xz y

xy yz

r r r
r

r r

−
=

− −

( ) 2 2
.

(1 )(1 )

yz xy xz
yz x

xy yz

r r r
r

r r

−
=

− −
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Пример 3.30 По данной корреляционной таблице найти корре-
ляционное отношение признака 'по . 

' 
� 

10 20 30 "� 

15 4 28 6 38 
25 6 - 6 12 
"� 10 28 12 " = 50 
��QQQ 21 15 20  

Решение: Найдем общую среднюю: 

 

Найдем общее среднее квадратическое отклонение 
 

 

Условное среднее квадратическое отклонение равно: 

 

 

 

Откуда получаем: 

 

Пример 3.31 По данным корреляционной таблицы найти выбо-
рочное уравнение регрессии:     

Y 
 X 0 1 2 3 4 "� 

0 18 1 1 - - 20 

3 1 20 - - - 21 

5 3 5 10    
. 

2 - 20 

10 - - 7 12 - 19 

17 - - - - 20 20 

"� 22 26 18 14 20 " = 100 

yxη X

35 15 15 5
17.4

50
i in y

y
n

⋅ + ⋅= = =∑

( ) ( ) ( )2 2 2
38 15 17.4 12 25 17.4

4.27
50

y
y

n y y

n
σ

− − + −
= = =∑

( )2

x

x
y

n y y

n
σ

−
= =∑

( ) ( ) ( )2 2 2
10 21 17.4 25 15 17.4 12 20 17.4

2.73
50

− + − + −
= =

2.73
0.64.

4.27
xy

yx
y

σ
η

σ
= = =

2 .xY Ax Bx C= + +
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Решение: Составив расчетную таблицу 
 
� "� ��QQQ "�� "��
 "��� "��� "���QQQ "���QQQ	� "���QQQ�
 

0 22 0.8 0 0 0 0 17.6 0 0 
1 26 3.27 26 26 26 26 85.02 85.02 85.02 
2 18 6.67 3.6 72 144 288 120.06 240.12 480.24 
3 14 9.3 42 126 378 1134 130 390 1170 
4 20 17 80 320 1280 5120 340 1360 5440 
 100  184 544 1828 6568 692.65 2075.14 7175.26 
 
и подставив числа, содержащиеся в последней строке, получим сис-
тему уравнений относительно коэффициентов А, В, С:  
 

 

Решив эту систему, получим:  
	

Подставив в уравнение регрессии 
 

получим: 
 

Задачи для самостоятельного решения 
1. По   данным   таблиц в задачах 1-8  найти уравнение   регрессии    в    

виде и корреляционные отношения xyη и : 
 

Y 
X 

0 4 6 7 10 "� 

7 19 1 1 - - 21 
13 2 14 - - - 16 
40 - 3 22 2 - 27 
80 - - - 15 - 15 
200 - - - - 21 21 

"� 21 18 23 17 21 
"

= 100 
 
 
 

6568 1828 544 7175.26

1828 544 184 2075.14

544 184 100 692.68

A B C

A B C

A B C

+ + =
 + + =
 + + =

0.66,      1.23,      1.07.A B C= = =

2xy Ax Bx C= + +

20.66 1.23 1.07.xy x x= + +

2
xy Ax Bx C= + + yxη
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2. 
Y 
X 

6 30 50 "� 

1 15 - - 15 
3 1 14 - 15 
4 - 2 18 20 
"�  16 16 18 "

= 50 
 
3. 

 Y 
�					 1 9 19 "� 

0 13 - - 13 
2 

2 
1
0 

- 12 

3 1 1 23 25 
"� 

16 
1
1 

23 
"
= 50

 
4.  

 
�								' 

 
10 

 
11 

 
12 

 
13 

 
14 

 
15 

25 5 3 1 - - - 
30 2 4 2 1 - - 
40 - 1 5 4 1 - 
45 - - 2 3 4 1 
50 - - - 1 3 2 

 
5.  

�							' 40-50 50-60 60-70 70-80 

10-11 2 11 3 2 
11-12 1 19 2 4 
12-13 3 6 27 6 
13-14 2 3 3 8 
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6. 

 

 

 

 

7. 

�								'	 30-50 50-70 70-90 90-110 110-130 
130-

150 

150-

170 

50-70 5 0 0 0 0 0 0 

70-90 2 3 4 0 0 0 0 

90-110 0 1 7 6 0 0 0 

110-

130 
0 0 1 8 4 0 0 

130-

150 
0 0 1 1 5 2 0 

150-

170 
0 0 0 0 0 5 0 

170-

190 
0 0 0 0 0 0 2 

190-

210 
0 0 0 0 0 0 2 

 

 

�										' 5-15 15-25 25-35 35-45 45-55 55-65 

10-20 5 7 0 0 0 0 

20-30 0 20 23 0 0 0 

30-40 0 0 30 47 2 0 

40-50 0 0 10 11 20 6 

50-60 0 0 0 9 7 3 



218 

 

8. 

 

 

 

 

 

 

 

 

В задачах 9-12: 

        1) найти по данным наблюдений выборочное уравнение связи 
вида 

т.е. требуется найти коэффициенты регрессии �	и	�	и 
параметр �; 

 2) вычислитькоэффициент множественной корреляции (т.е.оценить 
тесноту связи между ~ величинами �, '); 
        3) оценить тесноту связи между ~	и	� (при постоянном'), ме-
жду ~	и	'(при постоянном �): 

9. 

�� 1 -1 2 1 -1 -4 7 0 8 3 6 -2 

'� -1 1 -2 -6 -8 5 3 -3 0 -10 2 7 

~� 2 0 1 -4 -8 4 11 -2 9 8 10 5 

 

 

Z AX BX C= + +

�												' 
7,0-

7,2 

7,2-

7,4 

7,4-

7,6 

7,6-

7,8 

7,8-

8,0 

2,15-2,45 5 4 0 0 0 

2,45-2,75 0 12 8 1 0 

2,75-3,05 0 0 5 5 0 

3,05-3,35 0 0 4 7 0 

3,35-3,65 0 0 0 12 1 

3,65-3,95 0 0 0 0 1 
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10. 

�� 1 4 0 5 -3 3 -5 -1 2 -2 
'� 4 -6 2 -4 12 -2 14 6 0 8 
~� -4 -5 4 -1 4 0 5 1 2 7 

11. 

�� 31 34 35 41 38 32 29 34 
'� 29.5 14.2 18.0 21.3 47.5 10.0 21.0 36.5 
~� 22.0 14.0 23.0 43.0 66.0 7.6 12.0 36.0 

    12. 

�� 0 44 4 61 35 64 13 56 18 2 
'� 14 0 29 34 54 16 44 59 49 32 
~� 0.5 47.2 8 63.8 18.2 47.5 0 60.9 19.2 9 

Считая, чтов задачах 13-16 зависимость между величинами  и 
имеет вид квадратичной регрессии второго порядка

найти оценки параметров �, �	и	�. 

13. 

�� 0 2 4 6 8 10 
'� 5 -1 -0.5 1.5 4.5 8.5 

14. 

�� 0.07 0.31 0.61 0.99 1.29 1.78 2.04 
'� 1.34 1.08 0.94 1.06 1.25 2.01 2.60 

 

15.   

�� 26 30 34 38 42 46 50 
'� 3.94 4.60 5.67 6.93 8.25 7.73 10.55 

 

16. 

3 
�� 

-2 -1 0 1 2 

'� 4.8 0.4 -3.4 0.8 3.2 

X Y
2 ,Y Ax Bx C= + +
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В задачах 17-19 найти оценки параметров  и  методом наи-
меньших квадратов, считая, что между величинами  и   гипер-
болическая регрессия первого порядка 

 

17. 

�� 2 4 6 12 
'� 8 5.25 3.50 3.25 

 

18. 

�� 5.67 4.45 3.84 3.74 3.73 2.18 
'� 6.8 8.5 10.5 10.2 6.8 11.8 

19. 

�� 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
'� 16.

50 
13.
75 

13.
31 

12.
50 

13.
51 

12.
75 

12.
30 

12.
83 

12.
28 

12.
34 

 

  

A B

X Y

.
B

Y A
x

= +
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Приложение 1 

Таблица 1 

Таблица  значений функции      

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

 

0.0 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

1.0 

1.1 

1.2 

1.3 

1.4 

1.5 

1.6 

1.7 

1.8 

1.9 

 

0.3989 

3970 

3910 

3814 

3683 

3521 

3332 

3123 

2897 

2661 

0.2420 

2179 

1942 

1714 

1497 

1295 

1109 

0940 

0790 

0656 

 

0.3989 

3965 

3902 

3802 

3668 

3503 

3312 

3101 

2874 

2637 

2396 

2155 

1919 

1691 

1476 

1276 

1092 

0925 

0775 

0644 

 

3989 

3961 

3894 

3790 

3653 

3485 

3292 

3079 

2850 

2613 

2371 

2131 

1895 

1669 

1456 

1257 

1074 

0909 

0761 

0632 

 

3988 

3956 

3885 

3778 

3637 

3467 

3271 

3056 

2827 

2589 

2347 

2107 

1872 

1647 

1435 

1238 

1057 

0893 

0748 

0620 

 

3986 

3951 

3876 

3765 

3621 

3448 

3251 

3034 

2803 

2565 

2323 

2083 

1849 

1626 

1415 

1219 

1040 

0878 

0734 

0608 

 

3984 

3945 

3867 

3752 

3605 

3429 

3230 

3011 

2780 

2541 

2299 

2059 

1826 

1604 

1394 

1200 

1023 

0863 

0721 

0596 

 

3982 

3939 

3857 

3739 

3589 

3410 

3209 

2989 

2756 

2516 

2275 

2036 

1804 

1582 

1374 

1182 

1006 

0848 

0707 

0584 

 

3980 

3932 

3847 

3726 

3572 

3391 

3187 

2966 

2732 

2492 

2251 

2012 

1781 

1561 

1354 

1163 

0989 

0833 

0694 

0573 

 

3977 

3925 

3836 

3712 

3555 

3372 

3166 

2943 

2709 

2468 

2227 

1989 

1758 

1539 

1334 

1145 

0973 

0818 

0681 

0562 

 

3973 

3918 

3825 

3697 

3538 

3352 

3144 

2920 

2685 

2444 

2203 

0956 

1736 

1518 

1315 

1127 

0957 

0804 

0669 

0551 

2

2

2

1
)(

x

ex
−

⋅=
π

ϕ



224 

 

2.0 

2.1 

2.2 

2.3 

2.4 

2.5 

2.6 

2.7 

2.8 

2.9 

3.0 

3.1 

3.2 

3.3 

3.4 

3.5 

3.6 

3.7 

3.8 

3.9 

 

0.0540 

0440 

0355 

0283 

0224 

0175 

0136 

0104 

0079 

0060 

0.0044 

0033 

0024 

0017 

0012 

0009 

0006 

0004 

0003 

0002 

0529 

0431 

0347 

0277 

0219 

0171 

0132 

0101 

0077 

0058 

0043 

0032 

0023 

0017 

0012 

0008 

0006 

0004 

0003 

0002 

0519 

0422 

0339 

0270 

0213 

0167 

0129 

0099 

0075 

0056 

0042 

0031 

0022 

0016 

0012 

0008 

0006 

0004 

0003 

0002 

0508 

0413 

0332 

0264 

0208 

0163 

0126 

0096 

0073 

0055 

0040 

0030 

0022 

0016 

0011 

0008 

0005 

0004 

0003 

0002 

0498 

0404 

0325 

0258 

0203 

0158 

0122 

0093 

0071 

0053 

0039 

0029 

0021 

0015 

0011 

0008 

0005 

0004 

0003 

0002 

0488 

0396 

0317 

0252 

0198 

0154 

0119 

0091 

0069 

0051 

0038 

0028 

0020 

0015 

0010 

0007 

0005 

0004 

0002 

0002 

0478 

0387 

0310 

0246 

0194 

0151 

0116 

0088 

0067 

0050 

0037 

0027 

0020 

0014 

0010 

0007 

0005 

0003 

0002 

0002 

0468 

0379 

0303 

0241 

0180 

0147 

0113 

0086 

0065 

0048 

0036 

0026 

0019 

0014 

0010 

0007 

0005 

0003 

0002 

0002 

0459 

0371 

0297 

0235 

0184 

0143 

0110 

0084 

0063 

0047 

0035 

0025 

0018 

0013 

0009 

0007 

0005 

0003 

0002 

0001 

0449 

0363 

0290 

0229 

0180 

0139 

0107 

0081 

0061 

0046 

0034 

0025 

0018 

0013 

0009 

0006 

0004 

0003 

0002 

0001 
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Приложение 2 

Таблица 2 

Таблица  значений функции      

x Ф(x) x Ф(x) x Ф(x) x Ф(x) 

 

0.00 

0.01 

0.02 

0.03 

0.04 

0.05 

0.06 

0.07 

0.08 

0.09 

0.10 

0.11 

0.12 

0.13 

0.14 

0.15 

0.16 

0.17 

0.18 

0.19 

 

0.0000 

0.0040 

0.0080 

0.0120 

0.0160 

0.0199 

0.0239 

0.0279 

0.0319 

0.0359 

0.0398 

0.0438 

0.0478 

0.0517 

0.0557 

0.0596 

0.0636 

0.0675 

0.0714 

0.0753 

 

0.45 

0.46 

0.47 

0.48 

0.49 

0.50 

0.51 

0.52 

0.53 

0.54 

0.55 

0.56 

0.57 

0.58 

0.59 

0.60 

0.61 

0.62 

0.63 

0.64 

 

0.1736 

0.1772 

0.1808 

0.1844 

0.1879 

0.1915 

0.1950 

0.1985 

0.2019 

0.2054 

0.2088 

0.2123 

0.2157 

0.2190 

0.2224 

0.2257 

0.2291 

0.2324 

0.2357 

0.2389 

 

0.90 

0.91 

0.92 

0.93 

0.94 

0.95 

0.96 

0.97 

0.98 

0.99 

1.00 

1.01 

1.02 

1.03 

1.04 

1.05 

1.06 

1.07 

1.08 

1.09 

 

0.3159 

0.3186 

0.3212 

0.3238 

0.3264 

0.3289 

0.3315 

0.3340 

0.3365 

0.3389 

0.3413 

0.3438 

0.3461 

0.3485 

0.3508 

0.3531 

0.3554 

0.3577 

0.3599 

0.3621 

 

1.35 

1.36 

1.37 

1.38 

1.39 

1.40 

1.41 

1.42 

1.43 

1.44 

1.45 

1.46 

1.47 

1.48 

1.49 

1.50 

1.51 

1.52 

1.53 

1.54 

 

0.4115 

0.4131 

0.4147 

0.4162 

0.4177 

0.4192 

0.4207 

0.4222 

0.4236 

0.4251 

0.4265 

0.4279 

0.4292 

0.4306 

0.4319 

0.4332 

0.4345 

0.4357 

0.4370 

0.4382 

dzexФ

x z

∫⋅=
0

2

2

2

1
)(

π
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0.20 

0.21 

0.22 

0.23 

0.24 

0.25 

0.26 

0.27 

0.28 

0.29 

0.30 

0.31 

0.32 

0.33 

0.34 

0.35 

0.36 

0.37 

0.38 

0.39 

0.40 

0.41 

0.42 

0.43 

0.44 

0.0793 

0.0832 

0.0871 

0.0910 

0.0948 

0.0987 

0.1026 

0.1064 

0.1103 

0.1141 

0.1179 

0.1217 

0.1255 

0.1293 

0.1331 

0.1368 

0.1406 

0.1443 

0.1480 

0.1517 

0.1554 

0.1591 

0.1628 

0.1664 

0.1700 

0.65 

0.66 

0.67 

0.68 

0.69 

0.70 

0.71 

0.72 

0.73 

0.74 

0.75 

0.76 

0.77 

0.78 

0.79 

0.80 

0.81 

0.82 

0.83 

0.84 

0.85 

0.86 

0.87 

0.88 

0.89 

0.2422 

0.2454 

0.2486 

0.2517 

0.2549 

0.2580 

0.2611 

0.2642 

0.2673 

0.2703 

0.2734 

0.2764 

0.2794 

0.2823 

0.2852 

0.2881 

0.2910 

0.2939 

0.2967 

0.2995 

0.3023 

0.3051 

0.3078 

0.3106 

0.3133 

1.10 

1.11 

1.12 

1.13 

1.14 

1.15 

1.16 

1.17 

1.18 

1.19 

1.20 

1.21 

1.22 

1.23 

1.24 

1.25 

1.26 

1.27 

1.28 

1.29 

1.30 

1.31 

1.32 

1.33 

1.34 

0.3643 

0.3665 

0.3685 

03708 

0.3729 

0.3749 

0.3770 

0.3790 

0.3810 

0.3830 

0.3849 

0.3869 

0.3883 

0.3907 

0.3925 

0.3944 

0.3962 

0.3980 

0.3997 

0.4015 

0.4032 

0.4049 

0.4065 

0.4082 

0.4099 

1.55 

1.56 

1.57 

1.58 

1.59 

1.60 

1.61 

1.62 

1.63 

1.64 

1.65 

1.66 

1.67 

1.68 

1.69 

1.70 

1.71 

1.72 

1.73 

1.74 

1.75 

1.76 

1.77 

1.78 

1.79 

 

0.4394 

0.4406 

0.4418 

0.4429 

0.4441 

0.4452 

0.4463 

0.4474 

0.4484 

0.4495 

0.4505 

0.4515 

0.4525 

0.4535 

0.4545 

0.4554 

0.4564 

0.4573 

0.4582 

0.4591 

0.4599 

0.4608 

0.4616 

0.4625 

0.4633 



227 

 

продолжение 

x Ф(х) x Ф(x) x Ф(x) X Ф(x) 

 

1.80 

1.81 

1.82 

1.83 

1.84 

1.85 

1.86 

1.87 

1.88 

1.89 

1.90 

1.91 

1.92 

1.93 

1.94 

1.95 

1.96 

1.97 

1.98 

1.99 

 

 

0.4641 

0.4649 

0.4656 

0.4664 

0.4671 

0.4678 

0.4686 

0.4693 

0.4699 

0.4706 

0.4713 

0.4719 

0.4726 

0.4732 

0.4738 

0.4744 

0.4750 

0.4756 

0.4761 

0.4767 

 

2.00 

2.02 

2.04 

2.06 

2.08 

2.10 

2.12 

2.14 

2.16 

2.18 

2.20 

2.22 

2.24 

2.26 

2.28 

2.30 

2.32 

2.34 

2.36 

2.38 

 

0.4772 

0.4783 

0.4793 

0.4803 

0.4812 

0.4821 

0.4830 

0.4838 

0.4846 

0.4854 

0.4861 

0.4868 

0.4875 

0.4881 

0.4887 

0.4893 

0.4898 

0.4904 

0.4909 

0.4913 

 

2.40 

2.42 

2.44 

2.46 

2.48 

2.50 

2.52 

2.54 

2.56 

2.58 

2.60 

2.62 

2.64 

2.66 

2.68 

2.70 

2.72 

2.74 

2.76 

2.78 

 

 

0.4918 

0.4922 

0.4927 

0.4931 

0.4934 

0.4938 

0.4941 

0.4945 

0.4948 

0.4951 

0.4953 

0.4956 

0.4959 

0.4961 

0.4963 

0.4965 

0.4967 

0.4969 

0.4971 

0.4973 

 

2.80 

2.82 

2.84 

2.86 

2.88 

2.90 

2.92 

2.94 

2.96 

2.98 

3.00 

3.20 

3.40 

3.60 

3.80 

4.00 

4.50 

5.00 

 

0.4974 

0.4976 

0.4977 

0.4979 

0.4980 

0.4981 

0.4982 

0.4984 

0.4985 

0.4986 

0.49865 

0.49931 

0.49966 

0.499841 

0.499828 

0.499968 

0.499997 

0.499997 
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Приложение 3 

Таблица 3 

Таблица значений  

 

 

n       
0.95 0.99 0.999 

 

n 
0.95 0.99 0.999 

 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

 

2.78 

2.57 

2.45 

2.37 

2.31 

2.26 

2.23 

2.20 

2.18 

2.16 

2.15 

2.13 

2.12 

2.11 

2.10 

 

4.60 

4.03 

3.71 

3.50 

3.36 

3.25 

3.17 

3.11 

3.06 

3.01 

2.98 

2.95 

2.92 

2.90 

2.88 

 

8.61 

6.86 

5.96 

5.41 

5.04 

4.78 

4.59 

4.44 

4.32 

4.22 

4.14 

4.07 

4.02 

3.97 

3.92 

 

20 

25 

30 

35 

40 

45 

50 

60 

70 

80 

90 

100 

120 

 

 

2.093 

2.064 

2.045 

2.032 

2.023 

2.016 

2.009 

2.001 

1.996 

1.001 

1.987 

1.984 

1.980 

1.960 

 

2.861 

2.797 

2.756 

2.729 

2.708 

2.692 

2.679 

2.662 

2.649 

2.640 

2.633 

2.927 

2.617 

2.576 

 

3.883 

3.745 

3.659 

3.600 

3.558 

3.527 

3.502 

3.464 

3.439 

3.418 

3.403 

3.392 

3.374 

3.291 

 

 

  

),( ntt γγ =

γ γ

∞
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Приложение 4 

Таблица 4 

Таблица значений   

 

 

n    
0.95 0.99 0.999 

 

n    
0.95 0.99 0.999 

 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

 

 

1.37 

1.09 

0.92 

0.80 

0.71 

0.65 

0.59 

0.55 

0.52 

0.48 

0.46 

0.44 

0.42 

0.40 

0.39 

 

2.67 

2.01 

1.62 

1.38 

1.20 

1.08 

0.98 

0.90 

0.83 

0.78 

0.73 

0.70 

0.66 

0.63 

0.60 

 

5.64 

3.88 

2.98 

2.42 

2.06 

1.80 

1.60 

0.45 

0.33 

0.23 

0.15 

1.07 

1.01 

0.96 

0.92 

 

20 

25 

30 

35 

40 

45 

50 

60 

70 

80 

90 

100 

150 

200 

250 

 

0.37 

0.32 

0.28 

0.26 

0.24 

0.22 

0.21 

0.188 

0.174 

0.161 

0.151 

0.143 

0.115 

0.099 

0.089 

 

0.58 

0.49 

0.43 

0.38 

0.35 

0.32 

0.30 

0.269 

0.245 

0.226 

0.211 

0.198 

0.160 

0.136 

0.120 

 

0.88 

0.73 

0.63 

0.56 

0.50 

0.46 

0.43 

0.38 

0.34 

0.31 

0.29 

0.27 

0.211 

0.185 

0.162 

 

 

 

),( nqq γγ =

γ γ
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Приложение 5 

Таблица 5 

Критические точки распределения   

Число 

степеней 

свободы 

К 

Уровень значимости  

0.01 0.025 0.05 0.95 0.975 0.99 

 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

 

6.6 

9.2 

11.3 

13.3 

15.1 

16.8 

18.5 

20.1 

21.7 

23.2 

24.7 

26.2 

27.7 

29.1 

30.6 

32.0 

33.4 

34.8 

 

5.0 

7.4 

9.4 

11.1 

12.8 

14.4 

16.0 

17.5 

19.0 

20.5 

21.9 

23.3 

24.7 

26.1 

27.5 

28.8 

30.2 

31.5 

 

3.8 

6.0 

7.8 

9.5 

11.1 

12.6 

14.1 

15.5 

16.9 

18.3 

19.7 

21.0 

22.4 

23.7 

25.0 

26.3 

27.6 

28.9 

 

0.0039 

0.103 

0.352 

0.711 

1.15 

1.64 

2.17 

2.73 

3.33 

3.94 

4.57 

5.23 

5.89 

6.57 

7.26 

7.96 

8.67 

9.39 

 

0.00098 

0.051 

0.216 

0.484 

0.831 

1.24 

1.69 

2.18 

2.70 

3.25 

3.82 

4.40 

5.01 

5.63 

6.26 

6.91 

7.56 

8.23 

 

0.00016 

0.020 

0.115 

0.297 

0.554 

0.872 

1.24 

1.65 

2.09 

2.56 

3.05 

3.57 

4.11 

4.66 

5.23 

5.81 

6.41 

7.01 

2χ

α
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19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

 

36.2 

37.6 

38.9 

40.3 

41.6 

43.0 

44.3 

45.6 

47.0 

48.3 

49.0 

50.9 

 

32.9 

34.2 

35.5 

36.8 

38.1 

39.4 

40.6 

41.9 

43.2 

44.5 

45.7 

47.0 

30.1 

31.4 

32.7 

33.9 

35.9 

36.4 

37.7 

38.9 

40.1 

41.3 

42.6 

43.8 

10.1 

10.9 

11.6 

12.3 

13.1 

13.8 

14.6 

15.4 

16.2 

16.9 

17.7 

18.5 

8.91 

9.59 

10.3 

11.0 

11.7 

12.4 

13.1 

13.8 

14.6 

15.3 

16.0 

16.8 

7.63 

8.26 

8.90 

9.54 

10.2 

10.9 

11.5 

12.2 

12.9 

13.6 

14.3 

15.0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 


