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rIS� �� oPERACII NAD MNOVESTWAMI 
� �� n I �

���� sWOJSTWA OPERACIJ NAD MNOVESTWAMI�

tEOREMA �� pUSTX A� B� C � PROIZWOLXNYE PODMNOVESTWA NEKOTOROGO FIKSIROWANNOGO MNO�
VESTWA U � KOTOROE NAZOWEM UNIWERSALXNYM�

sPRAWEDLIWY SLEDU��IE SOOTNO�ENIQ�

�� zAKON DWOJNOGO DOPOLNENIQ�

A � A�

�� iDEMPOTENTNOSTX OPERACIJ 
 I ��
A 
A � A�

A �A � A�

��



x �� oSNOWNYE PONQTIQ TEORII MNOVESTW

	� kOMMUTATIWNOSTX OPERACIJ 
 I ��
A 
B � B 
A�
A �B � B �A�


� aSSOCIATIWNOSTX OPERACIJ 
 I ��
A 
 �B 
C� � �A 
B� 
C�
A � �B �C� � �A �B� �C�

�� dISTRIBUTIWNYE ZAKONY KAVDOJ IZ OPERACIJ 
 I � OTNOSITELXNO DRUGOJ�

A 
 �B �C� � �A 
B� � �A 
C��

A � �B 
C� � �A �B� 
 �A �C��

�� zAKONY POGLO�ENIQ�

A 
 �A �B� � A�

A � �A 
B� � A�

� zAKONY DE�mORGANA�

A 
B � A �B�
A �B � A 
B�

�� A 
A � ��

A �A � U�

��A 
 U � A� A 
� � ��

A � U � U � A �� � A�

U � �� � � U �

sWOJSTWA ���� 
�  SLEDU�T NEPOSREDSTWENNO IZ SOOTWETSTWU��IH OPREDELENIJ� sWOJSTWA �� ���
DOKAZYWA�TSQ STANDARTNYM METODOM NA OSNOWE ANTISIMMETRI�NOGO SWOJSTWA OTNO�ENIQ WKL�	
�ENIQ� pROWEDITE SAMOSTOQTELXNO �TI RASSUVDENIQ�

���� kOLI�ESTWO �LEMENTOW OB�EDINENIQ MNOVESTW� bUDEM OBOZNA�ATX �EREZ jAj KO	
LI�ESTWO �LEMENTOW KONE�NOGO MNOVESTWA A� �ISLO jAj NAZYWA�T TAKVE MO�NOSTX� MNOVEST	
WA A� A MNOVESTWA SODERVA�IE ODINAKOWOE KOLI�ESTWO �LEMENTOW � RAWNOMO�NYMI� oSNOWNAQ
FORMULA� KOTOROJ POLXZU�TSQ PRI NAHOVDENII �ISLA �LEMENTOW OB�EDINENIQ DWUH KONE�NYH MNO	
VESTW TAKOWA�

jA �Bj � jAj� jBj � jA
Bj� ���

dEJSTWITELXNO� jAj�jBj ESTX �ISLO� KOTOROE MY POLU�IM� PERE�ISLIW WSE �LEMENTY MNOVESTWAA�
A ZATEM � WSE �LEMENTY MNOVESTWA B� nO W �TOM SLU�AE OB�IE �LEMENTY �IH �ISLO jA
Bj� BUDUT
PERE�ISLENY DWAVDY� TO ESTX

jAj� jBj � jA �Bj� jA
Bj�

oTS�DA I POLU�AETSQ RAWENSTWO ����
uSTANOWIM TEPERX OB�U� FORMULU DLQ NAHOVDENIQ �ISLA �LEMENTOW OB�EDINENIQ NESKOLXKIH

MNOVESTW�

tEOREMA �� eSLI A�� A�� � � � � An � NEKOTORYE KONE�NYE MNOVESTWA� TO

jA� �A� � � � ��Anj � �jA�j� jA�j� � � �� jAnj��
��jA� 
A�j� jA� 
A�j� � � �� jAn�� 
Anj��
��jA� 
A� 
A�j� jA� 
A� 
A�j� � � �
� � �� jAn�� 
An�� 
Anj�� � � �� ����n��jA� 
A� 
 � � �
Anj�

���

��
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dOKAZATELXSTWO� pRAWAQ �ASTX RAWENSTWA ��� QWLQETSQ SUMMOJ n SLAGAEMYH� k	E PO PORQDKU
SLAGAEMOE IMEET WID

����k��Sk�A�� A�� � � � � An��

GDE Sk�A�� A�� � � � � An� ESTX SUMMA �ISEL jAi� 
Ai� 
 � � �
Aik j PO WSEM WOZMOVNYM PERESE�ENIQM
ROWNO k RAZNYH MNOVESTW IZ MNOVESTW A�� A�� � � � � An�

iZ FORMULY ��� SLEDUET� �TO FORMULA ��� SPRAWEDLIWA DLQ DWUH MNOVESTW� pREDPOLOVIM� �TO
ONA SPRAWEDLIWA DLQ n � � MNOVESTWA� I POKAVEM� �TO ONA WYPOLNQETSQ I DLQ n MNOVESTW� TO
ESTX PROWEDEM DOKAZATELXSTWO METODOM MATEMATI�ESKOJ INDUKCII�

pO PREDPOLOVENI�

jA� �A� � � � ��Anj � jA�j� jA� �A� � � � ��Anj�
�j�A� 
A�� � �A� 
A�� � � � �� �A� 
An�j �

� jA�j�
�
S��A�� A�� � � � � An�� S��A�� A�� � � � � An� � � � �

� � �� ����n��Sn���A�� A�� � � � � An�
��

��S��A� 
A�� A� 
A�� � � � � A� �An��
�S��A� 
A�� A� 
A�� � � � � A� 
An� � � � �

� � �� ����n��Sn���A� 
A�� A� 
A�� � � � � A� 
An�
�

dLQ TOGO� �TOBY OTS�DA POLU�ITX FORMULU ���� OSTAETSQ PRINQTX WO WNIMANIE� �TO

jA�j� S��A�� A�� � � � � An� � S��A�� A�� � � � � An��

S��A�� A�� � � � � An� � S��A� 
A�� A� 
A�� � � � � A� 
An� �

� S��A�� A�� � � � � An��

Sk�A�� A�� � � � � An� � Sk���A� 
A�� A� 
A�� � � � � A� 
An� �

� Sk�A�� A�� � � � � An��

Sn���A� 
A�� A� 
A�� � � � � A� 
An� � Sn�A�� A�� � � � � An��

tEOREMA DOKAZANA� �

zADA�A �� kAVDYJ U�ENIK KLASSA � LIBO DEWO�KA� LIBO BLONDIN� LIBO L�BIT MATEMATIKU� w
KLASSE �� DEWO�EK� IZ NIH �� BLONDINOK� I ODNA BLONDINKA L�BIT MATEMATIKU� wSEGO W KLASSE
�� U�ENIKA	BLONDINA� MATEMATIKU IZ NIH L�BQT ��� A WSEGO U�ENIKOW �MALX�IKOW I DEWO�EK��
KOTORYE L�BQT MATEMATIKU� ��� IZ NIH � DEWO�EK� sKOLXKO U�ENIKOW W DANNOM KLASSE�

rE�ENIE�eSLI A� MNOVESTWO DEWO�EK� B � BLONDINOW�C � U�ENIKOW� KOTORYE L�BQT MATEMA	
TIKU� TO jA�B�Cj � ISKOMOE �ISLO� A
B � MNOVESTWO BLONDINOK� A
C � MNOVESTWO DEWO�EK�
KOTORYE L�BQT MATEMATIKU� A 
 B 
 C � MNOVESTWO BLONDINOK� KOTORYE L�BQT MATEMATIKU�
tOGDA

jA �B �Cj � jAj� jBj� jCj � �jA 
Bj� jA 
Cj� jB 
 Cj��
�jA 
B 
Cj � �� � �� � ��� ��� � � � ��� � � � ���

tAKIM OBRAZOM� W KLASSE �� U�ENIKA� �

��
� aLGEBRY MNOVESTW� pUSTX U � NEKOTOROE FIKSIROWANNOE MNOVESTWO� oBOZNA�IM
�EREZ B�U � MNOVESTWO WSEH PODMNOVESTW MNOVESTWA U � oTMETIM� �TO REZULXTAT PRIMENENIQ
OPERACIJ NAD MNOVESTWAMI K MNOVESTWAM IZ B�U � DAET MNOVESTWA� PRINADLEVA�IE TAKVE B�U ��
w �TOM SLU�AE GOWORQT� �TO B�U � ZAMKNUTO OTNOSITELXNO UKAZANNYH WY�E OPERACIJ� TO ESTX B�U �
OBRAZUET ALGEBRU OTNOSITELXNO OPREDELENNYH RANEE OPERACIJ� �TA ALGEBRA NAZYWAETSQ BULEWOJ
ALGEBROJ PODMNOVESTW MNOVESTWA U � �TO NAZWANIE W �ESTX ANGLIJSKOGO MATEMATIKA I LOGIKA
dVORDVA bULQ ��
����
����

��



x �� oSNOWNYE PONQTIQ TEORII MNOVESTW

����� nOWYE TERMINY� mNOVESTWO� �LEMENT� PRINADLEVIT� METAMATEMATIKA� KONE�NOE
MNOVESTWO� BESKONE�NOE MNOVESTWO� HARAKTERISTI�ESKOE SWOJSTWO� OTNO�ENIE WKL��ENIQ� POD	
MNOVESTWO� SOBSTWENNOE PODMNOVESTWO� REFLEKSIWNOSTX� TRANZITIWNOSTX� ANTISIMMETRI�NOSTX�
pERESE�ENIE� OB�EDINENIE� WY�ITANIE MNOVESTW� DOPOLNENIE MNOVESTWA� zAKONY� DWOJNOGO DO	
POLNENIQ� IDEMPOTENTNOSTI� KOMMUTATIWNOSTI� ASSOCIATIWNOSTI� DISTRIBUTIWNOSTI� POGLO�E	
NIQ� DE	mORGANA� mO�NOSTX MNOVESTWA� rAWNOMO�NYE MNOVESTWA� zAMKNUTOSTX OTNOSITELXNO
OPERACII� BULEWA ALGEBRA MNOVESTW �PODMNOVESTW��

����� kONTROLXNYE WOPROSY�

�� sOWPADA�T LI MNOVESTWA�

�a� f�� �� �g I f�� �� �g�
�b� f�� �� �g I f�� �� �� �� �g�
�c� f�� �� �g I ff�g� �� �g�
�d� � I f�g�

�� iSTINNY LI SLEDU��IE UTWERVDENIQ�

�a� � � f�� �� �g� � � f�� �� �g� � 	 f�� �� �g�
�b� � � f�� �� �g� � � f�� �� �g� � 	 f�� �� �g�
�c� � � ff�g� �� �g� � � �� � 	 ��

�� rEFLEKSIWNO LI OTNO�ENIE ��

�� tRANZITIWNO LI OTNO�ENIE ��

�� pUSTX Z � UNIWERSALXNOE MNOVESTWO WSEH CELYH �ISEL� Z� � MNOVESTWO WSEH �ETNYH
CELYH �ISEL� A � fx j x � ��g� oPI�ITE SLOWESNO MNOVESTWA� Z�� A� Z� 
A� Z� �A� Z� nA�

A n Z�� Z� 
A� Z� �A� Z� nA� A n Z��
�� oBLADA�T LI OPERACII SLOVENIQ� UMNOVENIQ I WY�ITANIQ CELYH �ISEL SWOJSTWAMI IDEM	
POTENTNOSTI� KOMMUTATIWNOSTI I ASSOCIATIWNOSTI�

�� dISTRIBUTIWNA LI OPERACIQ UMNOVENIQ CELYH �ISEL OTNOSITELXNO SLOVENIQ� sLOVENIQ
CELYH �ISEL OTNOSITELXNO UMNOVENIQ�


� zAPI�ITE WSE �LEMENTY ALGEBRY B�A� DLQ MNOVESTWA

A � ff�g� f�� �g� �g�

� w ODNOM MNOVESTWE � �LEMENTOW� W DRUGOM � �� mOVNO LI UTWERVDATX� �TO W OB�EDINENII
�TIH MNOVESTW �� �LEMENTOW� pRIWEDITE SOOTWETSTWU��IJ PRIMER�

��� w ODNOM MNOVESTWE � �LEMENTA� A W DRUGOM � ��� mOVNO LI UTWERVDATX� �TO W PERESE�ENII
MOVET OKAZATXSQ ��

��� iZ DESQTI DEWO�EK �a KLASSA 
 POSE�AET MUZYKALXNU� �KOLU� A TROE � dOM TWOR�ESTWA�
kAK �TO MOVET BYTX�

��� iZ �� U�A�IHSQ W PERIOD LETNIH KANIKUL �� S�EZDILI NA �KSKURSI� W mOSKWU� A � � WO
wLADIWOSTOK� mOVNO LI UTWERVDATX �TO �KSKURSII PROHODILI W ODNO I TO VE WREMQ�

����� uPRAVNENIQ�

�� dOKAZATX� �TO DLQ L�BYH PREDMETOW a I b

ffag� fa� bgg� ffcg� fc� dgg� a � c I b � d�

�� dOKAZATX ISTINNOSTX SLEDU��IH UTWERVDENIJ DLQ PROIZWOLXNYH MNOVESTW A� B� C�

��
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�a� A � B I B 	 C � A 	 C�

�b� A 	 B I B � C � A 	 C�

�c� A 	 B I B 	 C � A 	 C�

�� wYPOLNITE DEJSTWIQ�

� 
 f�g� f�g 
 f�g� f�� f�gg n�� f�� f�gg n f�g� f�� f�gg n ff�gg�
�� iZOBRAZITE NA PLOSKOSTI WNUTRI NEKOTOROGO OGRANI�ENNOGO KONTUROM MNOVESTWA U TO�EK
PLOSKOSTI DWA PERESEKA��IHSQ� NE SOWPADA��IH MNOVESTWA� kONTURY� OGRANI�IWA��IE
�TI MNOVESTWA NAZOWEM GRANICAMI� wSQKU� �ASTX PLOSKOSTI� OGRANI�ENNU� NEKOTOROJ GRA	
NICEJ I TAKU�� �TO WNUTRI NEE NET GRANIC� NAZOWEM GOSUDARSTWOM� A WS� POLU�IW�U�SQ
KARTINKU � KARTOJ� oHARAKTERIZUJTE KAVDOE GOSUDARSTWO PRI POMO�I ISHODNYH MNO	
VESTW�

�� tA VE ZADA�A PRI USLOWII� �TO WNUTRI U IZOBRAVENO � PERESEKA��IHSQ I POPARNO PERESE	
KA��IHSQ� NO NESOWPADA��IH MNOVESTWA�

�� pUSTX A I B � PODMNOVESTWA NEKOTOROGO UNIWERSALXNOGO MNOVESTWA U � dOKAVITE� �TO
SLEDU��IE NIVE USLOWIQ �a���d� �KWIWALENTNY�

�a� A � B� �b� B � A� �c� A �B � B� �d� A 
B � A�

�� dOKAVITE SOOTNO�ENIE �A �B� nB � A nB�


� dOKAVITE SOOTNO�ENIE A 
 �B �C� � A n ��A nB� 
 �A nC�
�
�

� dOKAVITE� �TO A nB � � TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA A 
B � A

��� � sKOLXKO W WA�EM KLASSE DETEJ� � SPROSILA MAMA SWO� DO�X�

� a WOT PODS�ITAJ� � SKAZALA lENA�

� �� REBQT NA�EGO KLASSA SPORTSMENY� �� UWLEKA�TSQ MATEMATIKOJ� kOLQ� wASQ� nADQ�
l�DA I lARISA L�BQT SPORT I MATEMATIKU�a ODIN MALX�IK� wALERA� NI�EM NE INTERESUETSQ�

pODS�ITAJTE I WY KOLI�ESTWO REBQT W KLASSE lENY�

��� iZ �� U�A�IHSQ �a KLASSA 
 U�A�IHSQ U�ASTWOWALI W TANCEWALXNYH NOMERAH NA KONCERTE�
A �� PELI W HORE� � �ELOWEKA I PELI I TANCEWALI� sKOLXKO U�A�IHSQ �a KLASSA NE PRINQLI
U�ASTIQ W HUDOVESTWENNOJ SAMODEQTELXNOSTI�

��� sREDI �ISEL OT � DO ��� � �� DELQ�IHSQ NA �� �� DELQ�IHSQ NA �� �� NE�ETNYH DELITSQ NA ��
sKOLXKO �ISEL DELITSQ NA �� sKOLXKO �ISEL NE DELITSQ NA �� sKOLXKO �ISEL NE DELITSQ NI
NA �� NI NA ��

��� iZ �� SPORTSMENOW � KLASSA � �� LYVNIKOW�  GIMNASTOW I �� LEGKOATLETOW� � ZANIMA	
�TSQ LEGKOJ ATLETIKOJ I GIMNASTIKOJ� � � LYVAMI I LEGKOJ ATLETIKOJ� � � LYVAMI I
GIMNASTIKOJ� wSEMI TREMQ WIDAMI SPORTA ZANIMA�TSQ � SPORTSMENOW� sKOLXKO U�A�IH	
SQ ZANIMA�TSQ TOLXKO LYVAMI� TOLXKO LEGKOJ ATLETIKOJ I TOLXKO GIMNASTIKOJ� sKOLXKO
U�A�IHSQ ZANIMA�TSQ DRUGIMI WIDAMI SPORTA�

��� iZ � U�A�IHSQ 
 KLASSA �
 U�A�IHSQ NE POVELALI PRINQTX U�ASTIE NI W MATEMATI�ES	
KOJ� NI W HIMI�ESKOJ� NI W FIZI�ESKOJ OLIMPIADE� w MATEMATI�ESKOJ OLIMPIADE PRINQLI
U�ASTIE 
 U�A�IHSQ� W FIZI�ESKOJ � �� W HIMI�ESKOJ � �� TOLXKO W MATEMATI�ESKOJ � ��
TOLXKO W FIZI�ESKOJ � �� TOLXKO W HIMI�ESKOJ � �� wO WSEH TREH OLIMPIADAH NE PRINQL
U�ASTIE NIKTO� mOGLI LI PROHODITX W ODNO I TO VE WREMQ MATEMATI�ESKAQ I HIMI�ESKAQ
OLIMPIADY� hIMI�ESKAQ I FIZI�ESKAQ�

��� iZ ��� STUDENTOW ANGLIJSKIJ QZYK ZNA�T �
 STUDENTOW� NEMECKIJ � ��� FRANCUZSKIJ � ���
ANGLIJSKIJ I NEMECKIJ � 
� ANGLIJSKIJ I FRANCUZSKIJ � ��� NEMECKIJ I FRANCUZSKIJ � ��
A WSE TRI QZYKA ZNA�T � STUDENTA� sKOLXKO STUDENTOW NE ZNA�T NI ODNOGO IZ TREH QZYKOW�

��
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��� w KROWOPROLITNOM BO� NE MENEE ��� WOINOW POTERQLI GLAZ� NE MENEE ��� � UHO� NE ME	
NEE 
�� � RUKU I NE MENEE 
�� � NOGU� oCENITX SNIZU �ISLO WOINOW� POTERQW�IH ODNO	
WREMENNO GLAZ� UHO� RUKU I NOGU� �lX�IS k�RROLL��

��� w KLASSE U�ITSQ n U�ENIKOW� KOTORYE POSE�A�T �n�� KRUVKOW� iZWESTNO� �TO L�BYE DWA
RAZNYH KRUVKA IME�T RAZLI�NYJ SOSTAW I L�BYE TRI KRUVKA IME�T HOTQ BY ODNOGO OB�E	
GO U�ASTNIKA� dOKAVITE� �TO SU�ESTWUET W TO�NOSTI ODIN U�ENIK� KOTORYJ POSE�AET WSE
KRUVKI�

��



x �� sOOTWETSTWIQ� FUNKCII� OTOBRAVENIQ

pOSLEDOWATELXNOSTI� dEKARTOWY PROIZWEDENIQ� sOOTWETSTWIQ� gRAFY SOOTWETSTWIJ� oBRAT�

NOE SOOTWETSTWIE� �ASTI�NYE FUNKCII I FUNKCII �OTOBRAVENIQ�� oBRATIMYE �ASTI�NYE

FUNKCII I OBRATIMYE FUNKCII� kRITERIJ OBRATIMOSTI FUNKCII ��ASTI�NOJ FUNKCII�� kLA�

SSIFIKACIQ FUNKCIJ �� OTOBRAVENIJ��

���� dEKARTOWY PROIZWEDENIQ�

oPREDELENIE �� pUSTX a�� a�� � � � � an � �LEMENTY NEKOTORYH MNOVESTW� n � N � oPREDELIM
INDUKTIWNO POSLEDOWATELXNOSTX �a�� a�� � � � � an��

PRI n � � �a�� � a��
PRI n � � �a�� a�� � fa�� fa�� a�gg�
PRI n � � �a�� � � � � an� � ��a�� � � � � an���� an��
pOSLEDOWATELXNOSTX �a�� a�� NAZYWAETSQ PAROJ ILI UPORQDO�ENNOJ PAROJ �LEMENTOW a�� a��

tEOREMA �� dWE POSLEDOWATELXNOSTI � � �a�� a�� � � � � an� I � � �b�� b�� � � � � bn� RAWNY � � �
TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA a� � b�� a� � b�� � � � � an � bn�

dOKAZATELXSTWO PROWODITSQ INDUKCIEJ PO n� pROWEDITE EGO SAMOSTOQTELXNO�

oPREDELENIE �� pUSTX A�� A�� � � � � An� n � N � � KAKIE�TO NEPUSTYE MNOVESTWA� iH DEKAR�
TOWYM PROIZWEDENIEM A� �A� � � � �� An NAZYWAETSQ MNOVESTWO�

A� � A� � � � ��An � f�a�� a�� � � � � an� j a� � A�� a� � A�� � � � � an � Ang�

���� sOOTWETSTWIQ�

oPREDELENIE �� wSQKOE PODMNOVESTWO � DEKARTOWA PROIZWEDENIQ A�B NEPUSTOGO MNOVEST�
WA A NA NEPUSTOE MNOVESTWO B NAZYWAETSQ SOOTWETSTWIEM IZ MNOVESTWA A WO MNOVESTWO B
ILI OTNO�ENIEM MEVDU MNOVESTWAMI A I B

pO OPREDELENI�� SOOTWETSTWIQMI IZ A W B QWLQ�TSQ PODMNOVESTWA DEKARTOWA PROIZWEDENIQ�
PO�TOMU� IA�B TAKVE QWLQ�TSQ SOOTWETSTWIQMI�KOTORYE NAZYWA�TSQ SOOTWETSTWENNO PUSTYM
SOOTWETSTWIEM �OTNO�ENIEM� I POLNYM SOOTWETSTWIEM �OTNO�ENIEM��

uSLOWIMSQ �LEMENTY IZ MNOVESTW A I B IZOBRAVATX TO�KAMI PLOSKOSTI �WER�INAMI�� A PA	
RY �a� b� PRINADLEVA�IE SOOTWETSTWI� �� STRELO�KAMI �DUGAMI�� NA�INA��IMISQ W a I OKAN�I	
WA��IMISQ W b� tOGDA WSQKOE SOOTWETSTWIE BUDET IZOBRAVATXSQ KARTINKOJ �GRAFOM�� SOSTOQ�EJ
IZ WER�IN I SOEDINQ��IH WER�INY DUG�

pRIMER �� zADADIM SOOTWETSTWIQ ����� IZ MNOVESTWA A � f�� �� �� �� �g W B � f�� �� �� 
�g�
�� � f��� ��� ��� ��� ��� ��� ����� ����g�
�� � f��� ��� ��� ��� ��� 
�� ����g�
�� � f��� ��� ��� ��� ��� �� ���
�g�
�� � f��� ��� ��� ��� ��� ��� ������ ����g�
�� � f��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
�� ����g�
�� � f��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
�� ����g�
nA RIS� ��� IZOBRAVENY GRAFY �TIH SOOTWETSTWIJ�

pUSTX � � SOOTWETSTWIE IZ A W B� eSLI �a� b� � �� TO BUDEM PISATX b � ��a� ILI a � ����b��
�LEMENT b BUDEM NAZYWATX PRI �TOM OBRAZOM �LEMENTA a PRI SOOTWETSTWII � A a � PROOBRAZOM

�LEMENTA b PRI SOOTWETSTWII �� pOLOVIM DLQ a � A I b � B�

��a� � fy j y � B I �a� y� � �g�
����b� � fx j x � A I b � ��x�g�

��
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rIS� �� sOOTWETSTWIQ IZ A W B�

mNOVESTWO ��a� NAZYWAETSQ POLNYM OBRAZOM �LEMENTA a� A ����b� � POLNYM PROOBRAZOM

�LEMENTA b PRI SOOTWETSTWII �� pOLOVIM TAKVE�

X� � fx j x � A I ��x� �� �g�
Y� � fy j y � B I ����y� �� �g�

X� NAZYWAETSQ OBLASTX� OPREDELENIQ SOOTWETSTWIQ �� A Y� � OBLASTX� ZNA�ENIJ SOOTWET	
STWIQ ��

pRIMER �� ����� � �� ����� � f�� �g� ����� � f�g� ����� � fg� ����� � fg�
���� ��� � f�g� ���� ��� � f�� �g� ���� ��� � �� ���� �
� � �� ���� �� � f�� �g�
X�� � f�� �� �� �g� Y��

� f�� �� g�

��	� oBRATNOE SOOTWETSTWIE�

oPREDELENIE �� pUSTX � � SOOTWETSTWIE IZ A W B� pOLOVIM�

��� � f�b� a� j �a� b� � �g�

��
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��� NAZYWAETSQ OBRATNYM DLQ SOOTWETSTWIQ �� pONQTNO� �TO ��� � SOOTWETSTWIE IZ B
W A�
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rIS� �� pRIMER OBRATNOGO SOOTWETSTWIQ�

oTMETIM� �TO DLQ L�BOGO SOOTWETSTWIQ � WERNY FORMULY

X��� � Y�� Y��� � X��

���� �ASTI�NYE FUNKCII�

oPREDELENIE �� �ASTI�NOJ FUNKCIEJ ILI ODNOZNA�NYM SOOTWETSTWIEM IZ MNOVESTWA A WO

MNOVESTWO B NAZYWAETSQ TAKOE SOOTWETSTWIE IZ A W B� PRI KOTOROM KAVDOMU �LEMENTU

MNOVESTWA A SOOTWETSTWUET NE BOLEE ODNOGO �LEMENTA MNOVESTWA B�

iNYMI SLOWAMI� OTLI�ITELXNYM PRIZNAKOM �ASTI�NOJ FUNKCII f QWLQETSQ TOT FAKT� �TO
DLQ L�BOGO �LEMENTA x � A POLNYJ OBRAZ EGO f�x� DOLVEN BYTX NE BOLEE �EM ODNO�LEMENTNOE
MNOVESTWO�

�




x �� sOOTWETSTWIQ� FUNKCII� OTOBRAVENIQ

pRIMER �� lEGKO UBEDITXSQ� �TO IZ SOOTWETSTWIJ ����� LI�X �� NE QWLQETSQ �ASTI�NOJ FUNK	
CIEJ� oTMETIM� �TO PUSTOE SOOTWETSTWIE � TAKVE QWLQETSQ �ASTI�NOJ FUNKCIEJ�

���� oBRATNAQ �ASTI�NAQ FUNKCIQ�

oPREDELENIE �� pUSTX f � �ASTI�NAQ FUNKCIQ IZ A W B� eSLI SOOTWETSTWIE f�� TAKVE
QWLQETSQ �ASTI�NOJ FUNKCIEJ� TO f�� NAZYWAETSQ �ASTI�NOJ FUNKCIEJ� OBRATNOJ DLQ f �

pONQTNO� �TO OBRATNAQ �ASTI�NAQ FUNKCIQ DLQ DANNOJ SU�ESTWUET NE WSEGDA� nAPRIMER� DLQ
��� �� OBRATNYH �ASTI�NYH FUNKCIJ NE SU�ESTWUET� A DLQ ��� ��� �� SU�ESTWU�T� lEGKO PONQTX�
�TO DLQ PUSTOJ �ASTI�NOJ FUNKCII OBRATNOJ �ASTI�NOJ FUNKCIEJ BUDET ONA SAMA I� TAKIM OB	
RAZOM� PUSTAQ �ASTI�NAQ FUNKCIQ OBRATIMA�

oPREDELENIE �� �ASTI�NAQ FUNKCIQ f IZ A W B NAZYWAETSQ IN�EKTIWNOJ� ESLI DLQ PROIZ�
WOLXNYH x� y � A IZ TOGO� �TO f�x� � f�y� SLEDUET x � y�

pUSTAQ �ASTI�NAQ FUNKCIQ� O�EWIDNO� IN�EKTIWNA�

tEOREMA �� �ASTI�NAQ FUNKCIQ f IZ A W B IMEET OBRATNU� �ASTI�NU� FUNKCI� TOGDA I

TOLXKO TOGDA� KOGDA f IN�EKTIWNA�

dOKAZATELXSTWO� �� pUSTX f IMEET OBRATNU� �ASTI�NU� FUNKCI�� eSLI f � �� TO f IN�EK	
TIWNA� pUSTX f OTLI�NA OT � I SOOTWETSTWIE f�� QWLQETSQ �ASTI�NOJ FUNKCIEJ�

pUSTX x� y � A I f�x� � f�y�� dLQ OPREDELENNOSTI PUSTX f�x� � f�y� � z� �TO ZNA�IT�
�TO �x� z�� �y� z� � f � tOGDA �z� x�� �z� y� � f�� � x� y � f���z�� nO f�� � �ASTI�NAQ FUNKCIQ�
SLEDOWATELXNO� OBRAZ �LEMENTA z NE DOLVEN SODERVATX BOLEE ODNOGO �LEMENTA I POTOMU x � y�

�� pUSTX TEPERX �ASTI�NAQ FUNKCIQ f QWLQETSQ IN�EKTIWNOJ� eSLI f � �� TO f IMEET OBRAT	
NU� �ASTI�NU� FUNKCI� � �� pUSTX f OTLI�NA OT �� b � PROIZWOLXNYJ �LEMENT MNOVEST	
WA B I x� y � f���b�� eSLI DOKAVEM� �TO x � y� TO �TO BUDET OZNA�ATX� �TO KAVDOMU �LEMENTU
IZ B SOOTWETSTWUET PRI f�� NE BOLEE ODNOGO �LEMENTA MNOVESTWA A� tAK KAK x� y � f���b�� TO
�b� x�� �b� y� � f�� � �x� b�� �y� b� � f � f�x� � b I f�y� � b� TO ESTX f�x� � f�y�� nO TOGDA x � y�
tEOREMA DOKAZANA� �

���� fUNKCII �OTOBRAVENIQ��

oPREDELENIE �� �ASTI�NAQ FUNKCIQ f IZ A W B NAZYWAETSQ OTOBRAVENIEM MNOVESTWA A WO

MNOVESTWO B ILI FUNKCIEJ� ZADANNOJ NA A� SO ZNA�ENIQMI W B� ESLI OBLASTX OPREDELENIQ f
SOWPADAET S MNOVESTWOM A� Xf � A�

pRIMERAMI OTOBRAVENIJ QWLQ�TSQ �ASTI�NYE FUNKCII ������ SM� RIS� ���� �ASTI�NYE FUNK	
CII ��� �� OTOBRAVENIQMI MNOVESTWA A W B NE QWLQ�TSQ�

oTMETIM� �TO WSQKAQ �ASTI�NAQ FUNKCIQ QWLQETSQ OTOBRAVENIEM SWOEJ OBLASTI OPREDELE	
NIQ� eSLI OTOBRAVENIE f ESTX IN�EKTIWNAQ �ASTI�NAQ FUNKCIQ� TO f NAZYWA�T IN�EKTIWNYM
OTOBRAVENIEM�

eSLI KAVDYJ �LEMENT MNOVESTWA B IMEET HOTQ BY ODIN PROOBRAZ PRI OTOBRAVENII �FUNK	
CII� f � TO ESTX ESLI Yf � B TO f NAZYWAETSQ S�R�EKTIWNYM OTOBRAVENIEM �FUNKCIEJ� ILI
OTOBRAVENIEM MNOVESTWA A NA MNOVESTWO B�

eSLI VE OTOBRAVENIE f QWLQETSQ I IN�EKTIWNYM I S�R�EKTIWNYM ODNOWREMENNO� TO f NAZY	
WAETSQ BIEKTIWNYM OTOBRAVENIEM MNOVESTWA A NA MNOVESTWO B ILI BIEKCIEJ A NA B�

oTMETIM� �TO OTOBRAVENIQ ��� �� �RIS� �� QWLQ�TSQ BIEKCIQMI� A �ASTI�NAQ FUNKCIQ ��
�RIS� �� NE QWLQETSQ NI IN�EKTIWNOJ� NI S�R�EKTIWNOJ�

pRIMER �� oTOBRAVENIE f �N � N PO PRAWILU f�n� � n � � QWLQETSQ IN�EKTIWNYM� NO NE
S�R�EKTIWNYM�

pRIMER �� oTOBRAVENIE h�N � N PO PRAWILU

h�n� �

�
�� ESLI n � ��
n� �� ESLI n � ��

QWLQETSQ S�R�EKTIWNYM� NO NE IN�EKTIWNYM�

�



gLAWA I� wWEDENIE W TEORI� MNOVESTW

nA KONE�NYH MNOVESTWAH IN�EKTIWNOSTX OTOBRAVENIQ MNOVESTWA W SEBQ WLE�ET EGO S�R�EK	
TIWNOSTX I OBRATNO� S�R�EKTIWNOSTX OTOBRAVENIQ MNOVESTWA NA SEBQ WLE�ET EGO IN�EKTIWNOSTX�
SM� UPR� ��

���� oBRATIMYE OTOBRAVENIQ�

oPREDELENIE �� eSLI SOOTWETSTWIE f��� OBRATNOE DLQ NEKOTOROGO OTOBRAVENIQ f �A � B
QWLQETSQ OTOBRAVENIEM f���B � A� TO f NAZYWAETSQ OBRATIMYM OTOBRAVENIEM� A f�� �
OTOBRAVENIEM� OBRATNYM DLQ f �

oTMETIM� �TO OTOBRAVENIE f MOVET BYTX OBRATIMYM KAK �ASTI�NAQ FUNKCIQ I NE BYTX
OBRATIMYM KAK OTOBRAVENIE� pRIMEROM SLUVIT OTOBRAVENIE f �N � N PO PRAWILU f�n� � n���
pOQSNITX�

tEOREMA �� oTOBRAVENIE f �A� B OBRATIMO � f � BIEKCIQ�

dOKAZATELXSTWO� �� pUSTX f � OBRATIMO KAK OTOBRAVENIE� tOGDA f OBRATIMA KAK �ASTI�NAQ
FUNKCIQ I PO TEOREME ����� f � IN�EKTIWNA� pUSTX b � B� tAK KAK f�� � OTOBRAVENIE B W A�
TO DLQ b ESTX NEKOTORYJ OBRAZ a � A� f���b� � a � f�a� � b � WSE �LEMENTY IZ B IME�T
NEPUSTYE PROOBRAZY PRI OTOBRAVENII f MNOVESTWA A W B � f � BIEKCIQ�

�� pUSTX f � BIEKCIQ� nEOBHODIMO DOKAZATX OBRATIMOSTX f � TO ESTX �TO f�� � OTOBRAVENIE�
dOKAVITE SAMOSTOQTELXNO� �

���� nOWYE TERMINY� pOSLEDOWATELXNOSTX� uPORQDO�ENNAQ PARA� dEKARTOWO PROIZWEDE	
NIE MNOVESTW� sOOTWETSTWIE IZ MNOVESTWA A WO MNOVESTWO B� pUSTOE SOOTWETSTWIE� pOLNOE
SOOTWETSTWIE� gRAF SOOTWETSTWIQ� wER�INY I DUGI GRAFA� oBRAZY I PROOBRAZY �LEMENTOW PRI
DANNOM SOOTWETSTWII� pOLNYJ OBRAZ I POLNYJ PROOBRAZ� oBLASTX OPREDELENIQ I OBLASTX ZNA�E	
NIJ SOOTWETSTWIQ� oBRATNOE SOOTWETSTWIE� �ASTI�NAQ FUNKCIQ� oBRATIMAQ �ASTI�NAQ FUNKCIQ�
fUNKCIQ �� OTOBRAVENIE�� iN�EKTIWNYE� S�R�EKTIWNYE I BIEKTIWNYE FUNKCII �OTOBRAVENIQ��
oBRATIMYE FUNKCII�

��
� kONTROLXNYE WOPROSY�

�� pUSTX A I B � KONE�NYE� SOOTWETSTWENNO m I n	�LEMENTNYE MNOVESTWA� uKAVITE KOLI	
�ESTWO �LEMENTOW WO MNOVESTWE A � B� sKOLXKO SU�ESTWUET SOOTWETSTWIJ IZ A W B� iZ B
W A�

�� mOVNO LI UTWERVDATX� �TO A� B � B �A�

�� eSLI IZWESTNO� �TO A �B � B �A� TO �TO MOVNO SKAZATX O MNOVESTWAH A I B�

�� dLQ KAVDOGO IZ SOOTWETSTWIJ ����� IZ P� I����� NAJTI POLNYJ OBRAZ KAVDOGO �LEMENTA IZ A�
POLNYJ PROOBRAZ KAVDOGO �LEMENTA IZ B� OBLASTX OPREDELENIQ I OBLASTX ZNA�ENIJ�

�� kAKIE IZ SOOTWETSTWIJ ����� QWLQ�TSQ FUNKCIQMI ��ASTI�NYMI FUNKCIQMI��iN�EKTIWNY	
MI FUNKCIQMI ��ASTI�NYMI FUNKCIQMI�� S�R�EKTIWNYMI FUNKCIQMI ��ASTI�NYMI FUNK	
CIQMI�� oBRATIMYMI FUNKCIQMI ��ASTI�NYMI FUNKCIQMI��

�� pUSTX A I B PROIZWOLXNYE KONE�NYE� SOOTWETSTWENNO m I n	�LEMENTNYE MNOVESTWA� kA	
KOWO DOLVNO BYTX SOOTNO�ENIQ MEVDU �ISLAMI m I n� �TOBY SU�ESTWOWALO S�R�EKTIWNOE
OTOBRAVENIE A NA B �B NA A��

�� dLQ KAVDOGO IZ SOOTWETSTWIJ ����� UKAVITE OBRATNOE SOOTWETSTWIE I EGO GRAF�


� kAKIE IZ SOOTWETSTWIJ ����� QWLQ�TSQ OTOBRAVENIQMI MNOVESTWA A W B� oTOBRAVENIQMI
MNOVESTWA A NA B� bIEKCIQMI A NA B�

� �TO WY MOVETE SKAZATX PO POWODU UTWERVDENIQ� �wSQKAQ �ASTI�NAQ FUNKCIQ IZ MNOVEST	
WA A WO MNOVESTWO B QWLQETSQ OTOBRAVENIEM SWOEJ OBLASTI OPREDELENIQ NA SWO� OBLASTX
ZNA�ENIJ��

��� oTWETITX NA WOPROSY ZADANIJ ��� DLQ PUSTOGO I POLNOGO SOOTWETSTWIJ IZ A W B�

��



x �� sOOTWETSTWIQ� FUNKCII� OTOBRAVENIQ

����� uPRAVNENIQ�

�� pUSTX A � f�� �g� B � f�� �� �g� iZOBRAZITE GRAFAMI WSE OTOBRAVENIQ A W B I B W A�
pODS�ITAJTE KOLI�ESTWO WSEH IN�EKTIWNYH OTOBRAVENIJA WB �B WA�� wSEH S�R�EKTIWNYH
OTOBRAVENIJ A W B �B W A��

�� pUSTX A I B TE VE� �TO I W �� iZOBRAZITE GRAFAMI WSE �ASTI�NYE FUNKCII A W B I B W A�
pODS�ITAJTE KOLI�ESTWO WSEH �ASTI�NYH FUNKCIJ� WSEH IN�EKTIWNYH �ASTI�NYH FUNK	
CIJ A W B �B W A�� wSEH S�R�EKTIWNYH �ASTI�NYH FUNKCIJ A W B �B W A��

�� pUSTX A I B PROIZWOLXNYE KONE�NYE� SOOTWETSTWENNO m I n	�LEMENTNYE MNOVESTWA� pOD	
S�ITAJTE KOLI�ESTWO WSEH OTOBRAVENIJ A W B I B W A� wSEH IN�EKTIWNYH OTOBRAVENIJ A
W B �B W A�� pODS�ITAJTE KOLI�ESTWO WSEH �ASTI�NYH FUNKCIJ� WSEH IN�EKTIWNYH �ASTI�	
NYH FUNKCIJ IZ A W B �B W A��

�� dOKAVITE� �TO DLQ PROIZWOLXNOGO SOOTWETSTWIQ f WYPOLNQETSQ RAWENSTWO� �f����� � f �

�� eSLI FUNKCIQ ��ASTI�NAQ FUNKCIQ� OBRATIMA� TO I OBRATNAQ EJ FUNKCIQ ��ASTI�NAQ FUNK	
CIQ� OBRATIMA� dOKAZATX�

�� pRIWEDITE PRIMER� POKAZYWA��IJ� �TO �ASTI�NAQ FUNKCIQ W KA�ESTWE OBRATNOGO SOOTWET	
STWIQ MOVET IMETX FUNKCI� �OTOBRAVENIE��

�� dOKAZATX� �TO IN�EKTIWNOE OTOBRAVENIE KONE�NOGO MNOVESTWA W SEBQ QWLQETSQ S�R�EKTIW	
NYM I OBRATNO� S�R�EKTIWNOE OTOBRAVENIE KONE�NOGO MNOVESTWA NA SEBQ QWLQETSQ IN�EK	
TIWNYM�

��



x �� sUPERPOZICIQ SOOTWETSTWIJ� pREOBRAZOWANIQ

pOLNYE OBRAZY I POLNYE PROOBRAZY MNOVESTW PRI DANNOM SOOTWETSTWII� sUPERPOZICIQ �PRO�

IZWEDENIE� SOOTWETSTWIJ� aSSOCIATIWNOSTX SUPERPOZICII SOOTWETSTWIJ� sUPERPOZICIQ FUNK�

CIJ� sWOJSTWA TOVDESTWENNOJ I OBRATNOJ FUNKCIJ� pREOBRAZOWANIQ� pREOBRAZOWANIQ KONE��

NYH MNOVESTW� pODSTANOWKI�

	��� pOLNYE OBRAZY I PROOBRAZY MNOVESTW� pUSTX f � A � B� A� � A I B� � B�
oBOZNA�IM�

f�A�� �
S

a�A�

f�a��

f���B�� �
S

b�B�

f���b��

f�A�� NAZYWAETSQ POLNYM OBRAZOM MNOVESTWA A� PRI SOOTWETSTWII f � A f���B�� � POLNYM

PROOBRAZOM MNOVESTWA B� PRI SOOTWETSTWII f �

pRIMER �� pUSTX f � R�R OPREDELQETSQ FORMULOJ f�x� � x�� tOGDA

f���� � � � ��� � � f������ � � � ���� � � f������� � � � f�g�
f����� � � � ��� � � f������� � � � ���� � � f��������� � � ��

uBEDITESX W �TOM�

tEOREMA �� dWA SOOTWETSTWIQ f I g IZ A W B RAWNY TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA DLQ PRO�
IZWOLXNOGO �LEMENTA a � A f�a� � g�a��

dOKAZATELXSTWO� eSLI f � g� TO SOWER�ENNO O�EWIDNO� �TO DLQ L�BOGO a � A f�a� � g�a��
pUSTX TEPERX DLQ L�BOGO a � A f�a� � g�a� I �x� y� � f � iMEEM�

y � f�x� I f�x� � g�x� � y � g�x� � �x� y� � g � f � g�
aNALOGI�NO DOKAZYWAETSQ� �TO I g � f � dOKAVITE �TO� �

	��� sUPERPOZICIQ SOOTWETSTWIJ�

oPREDELENIE �� pUSTX f � A � B I g � C �D � PARA SOOTWETSTWIJ� oPREDELIM IH SUPER�
POZICI� ILI PROIZWEDENIE gf USLOWIQMI ����

�� gf � A�D�

�� DLQ L�BOGO a � A gf�a� � g�f�a���

pUSTX �A�B � PUSTOE SOOTWETSTWIE IZ A W B I f � C �D� tOGDA�

�A�B � f � �C�B�

f ��A�B � �A�D �

pRIMER �� pUSTX f�x� � ex� g�x� � cosx� f� g � R�R� GDE R� MNOVESTWO WSEH DEJSTWITELXNYH
�ISEL� tOGDA�

�fg��x� � f�g�x�� � f�cos x� � ecosx�

�gf��x� � g�f�x�� � g�ex� � cos ex�

pRIWEDENNYJ PRIMER POKAZYWAET� �TO DLQ FUNKCIJ IZ R W R �OT ODNOJ PEREMENNOJ� SUPERPO	
ZICIQ FUNKCIJ � �TO SLOVNAQ FUNKCIQ �FUNKCIQ OT FUNKCII��

tEOREMA �� pROIZWEDENIE gf DWUH NEPUSTYH SOOTWETSTWIJ f � A � B I g � C �D QWLQETSQ

NEPUSTYM SOOTWETSTWIEM TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA Yf 
Xg �� ��

��



x �� sUPERPOZICIQ SOOTWETSTWIJ� pREOBRAZOWANIQ

dOKAZATELXSTWO� �� pUSTX gf �� �� tOGDA NAJDETSQ a � A TAKOJ� �TO �gf��a� � g�f�a�� �� ��
pUSTX d � g�f�a��� GDE d � D� sLEDOWATELXNO� SU�ESTWUET b � f�a� TAKOJ� �TO d � g�b�� �TO

OZNA�AET� �TO b � Xg I b � Yf � TO ESTX b � Yf 
Xg � Yf 
Xg �� ��
�� pUSTX Yf 
Xg �� � I PUSTX c � Yf 
Xg� tOGDA� c � Yf I c � Xg � c � f�a� DLQ NEKOTOROGO

a � A I d � g�c� DLQ NEKOTOROGO d � D� nO TAK KAK c � f�a�� TO g�c� � g�f�a�� I POTOMU IZ TOGO� �TO
d � g�c� SLEDUET d � g�f�a�� � �gf��a�� tAK �TO� �gf��a� �� � � gf � NEPUSTOE SOOTWETSTWIE� �

	�	� aSSOCIATIWNOSTX SUPERPOZICII SOOTWETSTWIJ�

tEOREMA �� pROIZWEDENIE SOOTWETSTWIJ ASSOCIATIWNO�

dOKAZATELXSTWO� pUSTX f � A� B� g � C �D� h � E � F � tOGDA�

�h�gf���a� � h��gf��a�� � h�g�f�a��� � �hg��f�a�� � ��hg�f��a� � h�gf� � �hg�f�

pRIWEDITE BOLEE PODROBNYE POQSNENIQ K �TOMU DOKAZATELXSTWU� �

	��� sUPERPOZICIQ FUNKCIJ�

tEOREMA �� pUSTX f �A� B I g�B � C � PARA FUNKCIJ� tOGDA�

�� gf � FUNKCIQ IZ A W C�

�� eSLI f I g IN�EKTIWNY� TO I gf IN�EKTIWNA�

	� eSLI f I g S�R�EKTIWNY� TO I gf S�R�EKTIWNA�


� eSLI f I g � BIEKCII� TO I gf � BIEKCIQ�

dOKAZATELXSTWO� �� pUSTX a � PROIZWOLXNYJ �LEMENT IZ A� tAK KAK f � FUNKCIQ NA A� TO
f�a� � ODNO�LEMENTNOE MNOVESTWO I POTOMU MOVNO S�ITATX� �TO f�a� � B� g � FUNKCIQ NA B I
POTOMU g�f�a�� � ODNO�LEMENTNOE MNOVESTWO� nO g�f�a�� � �gf��a� I� TAKIM OBRAZOM� �gf��a� �
ODNO�LEMENTNOE MNOVESTWO� w SILU PROIZWOLXNOSTI a MOVNO SDELATX ZAKL��ENIE O TOM� �TO
POLNYJ OBRAZ WSQKOGO �LEMENTA IZ A PRI SOOTWETSTWII �gf� ESTX W TO�NOSTI ODNO�LEMENTNOE
MNOVESTWO� tAKIM OBRAZOM gf � FUNKCIQ IZ A W C�

�� pUSTX �gf��x� � �gf��y� � C� tOGDA� g�f�x�� � g�f�y�� �� � � f�x� � f�y� �� � � x � y
� gf � IN�EKTIWNA� pOQSNITE �TO DOKAZATELXSTWO�

�� pUSTX c � C� tOGDA SU�ESTWUET b � B TAKOJ� �TO g�b� � c� w SWO� O�EREDX DLQ b SU�ESTWUET
a � A TAKOJ� �TO f�a� � b� tAKIM OBRAZOM� c � g�b� � g�f�a�� � �gf��a� � gf � S�R�EKTIWNAQ
FUNKCIQ�

�� sLEDUET IZ DWUH PREDYDU�IH PUNKTOW� �

	��� sWOJSTWA TOVDESTWENNOJ I OBRATNOJ FUNKCII� pUSTX M � NEKOTOROE MNOVES	
TWO� oBOZNA�IM�

eM � f�a� a� j a �Mg�
o�EWIDNO� eM � M �M �

tEOREMA � �sWOJSTWA TOVDESTWENNOJ FUNKCII��

�� eM � BIEKTIWNAQ FUNKCIQ IZ M NA M �

�� ��a �M ��eM �a� � a��

	� eSLI f �M �K� TO feM � f �


� eSLI g � P �M � TO eMg � g�

��



gLAWA I� wWEDENIE W TEORI� MNOVESTW

dOKAZATELXSTWO� �� � DOKAVITE SAMOSTOQTELXNO�
�� pUSTX x � PROIZWOLXNYJ �LEMENT IZ M � tOGDA�

�feM ��x� � f�eM �x�� � f�x� � feM � f�

�� pUSTX y � PROIZWOLXNYJ �LEMENT IZ P � tOGDA�

�eMg��y� � eM �g�y�� � g�y� � eMg � g� �

tEOREMA � �sWOJSTWA OBRATNOJ FUNKCII�� eSLI f �A� B � OBRATIMAQ FUNKCIQ� TO�

�� ff�� � eB �

�� f��f � eA�

dOKAZATELXSTWO� pO OPREDELENI� f�� IMEEM�

f�x� � y � f���y� � x�

�� pUSTX y � PROIZWOLXNYJ �LEMENT IZ B�

�ff����y� � f�f���y�� � f�x� � y � eB�y� � ff�� � eB �

�� pUSTX x � PROIZWOLXNYJ �LEMENT IZ A�

�f��f��x� � f���f�x�� � f���y� � x � eA�x� � f��f � eA� �

	��� pREOBRAZOWANIQ�

oPREDELENIE �� wSQKOE OTOBRAVENIE f MNOVESTWA A W SEBQ NAZYWAETSQ PREOBRAZOWANIEM

MNOVESTWA A�

pREOBRAZOWANIE f NAZYWAETSQ IN�EKTIWNYM �S�R�EKTIWNYM� BIEKTIWNYM� OBRATIMYM�� ESLI
f QWLQETSQ IN�EKTIWNYM �S�R�EKTIWNYM� BIEKTIWNYM� OBRATIMYM� KAK OTOBRAVENIE�

tEOREMA ��

�� pROIZWEDENIE DWUH PREOBRAZOWANIJ MNOVESTWA A QWLQETSQ PREOBRAZOWANIEM MNOVEST�
WA A�

�� pROIZWEDENIE DWUH IN�EKTIWNYH �S�R�EKTIWNYH� BIEKTIWNYH� PREOBRAZOWANIJ MNOVES�
TWA A ESTX IN�EKTIWNOE �S�R�EKTIWNOE� BIEKTIWNOE� PREOBRAZOWANIE MNOVESTWA A�

	� eSLI f � OBRATIMOE PREOBRAZOWANIE A� TO ff�� � f��f � eA�


� eSLI f I g � OBRATIMYE PREOBRAZOWANIQ MNOVESTWA A� TO gf OBRATIMOE PREOBRAZOWANIE
MNOVESTWA A� PRI�EM� �gf��� � f��g���

dOKAZATELXSTWO� uTWERVDENIQ �� � QWLQ�TSQ �ASTNYM SLU�AEM TEOREMY ����� PRI A � B �
� C� uTWERVDENIE � QWLQETSQ �ASTNYM SLU�AEM TEOREMY ����� O SWOJSTWAH OBRATNOJ FUNKCII
PRI A � B�

�� pUSTX z � PROIZWOLXNYJ �LEMENT IZ A� tAK KAK g � OBRATIMOE PREOBRAZOWANIE� TO g �
OBRATIMAQ FUNKCIQ� pO TEOREME ������ g � BIEKCIQ� sLEDOWATELXNO� g�y� � z DLQ NEKOTOROGO
y � A� f � TOVE OBRATIMAQ FUNKCIQ � f � BIEKCIQ � f�x� � y DLQ NEKOTOROGO x � A� tOGDA
f���y� � x I g���z� � y I �gf��x� � g�f�x�� � g�y� � z � �gf����z� � x� s DRUGOJ STORONY

�f��g����z� � f���g���z�� � f���y� � x �
�f��g����z� � �gf����z� � f��g�� � �gf����

��



x �� sUPERPOZICIQ SOOTWETSTWIJ� pREOBRAZOWANIQ

	��� pREOBRAZOWANIQ KONE�NYH MNOVESTW� pUSTX A � KONE�NOE MNOVESTWO� A f �
PREOBRAZOWANIE MNOVESTWA A� pUSTX A � fa�� a�� � � � � ang� uSLOWIMSQ f ZAPISYWATX W WIDE�

f �

�
a� a� � � � an

f�a�� f�a�� � � � f�an�

�

zAPISX PREOBRAZOWANIQ f W TAKOM WIDE BUDEM NAZYWATX PAROSTRO�NOJ ZAPISX� f �

pRIMER �� pRIWEDEM PAROSTRO�NYE ZAPISI WSEH PREOBRAZOWANIJ TREH�LEMENTNOGO MNOVESTWA
f�� �� �g�

e �

�
� � �

� � �

�
� g� �

�
� � �

� � �

�
� g� �
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�
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	��� pODSTANOWKI�

oPREDELENIE �� bIEKTIWNOE PREOBRAZOWANIE KONE�NOGO MNOVESTWA NAZYWAETSQ PODSTANOW�
KOJ �TOGO MNOVESTWA�

pRIMER �� �� nA DWUH�LEMENTNOM MNOVESTWE MOVNO ZADATX LI�X DWE PODSTANOWKI��
a� a�

a� a�

�
�

�
a� a�

a� a�

�
�

�� nA TREH�LEMENTNOM MNOVESTWE MOVNO ZADATX � PODSTANOWOK� �TO PODSTANOWKI e� g��g� PRI	
MERA ������

tEOREMA �� oBRATIMYE PREOBRAZOWANIQ KONE�NOGO MNOVESTWA A I TOLXKO ONI QWLQ�TSQ POD�
STANOWKAMI MNOVESTWA A�

dOKAZATELXSTWO SLEDUET IZ TEOREMY ������

��



gLAWA I� wWEDENIE W TEORI� MNOVESTW

	�
� nOWYE TERMINY� pOLNYE OBRAZY I POLNYE PROOBRAZY MNOVESTW PRI SOOTWETSTWII�
SUPERPOZICIQ �PROIZWEDENIE� SOOTWETSTWIJ� pREOBRAZOWANIE MNOVESTWA� iN�EKTIWNOE �S�R�EK	
TIWNOE� BIEKTIWNOE� OBRATIMOE� PREOBRAZOWANIE MNOVESTWA� pAROSTRO�NAQ ZAPISX� pODSTANOWKA�

	���� kONTROLXNYE WOPROSY�

�� �TO QWLQETSQ POLNYM OBRAZOM PRI SOOTWETSTWII f OBLASTI OPREDELENIQ �TOGO SOOTWET	
STWIQ Xf�

�� �TO QWLQETSQ POLNYM PROOBRAZOM PRI SOOTWETSTWII f OBLASTI ZNA�ENIJ �TOGO SOOTWET	
STWIQ Yf�

�� pUSTX f �A� B� A� � A I jA�j � n� jBj � m� �TO MOVNO SKAZATX O KOLI�ESTWE �LEMENTOW W
f�A��� tOT VE WOPROS PRI USLOWII� �TO f � IN�EKTIWNAQ FUNKCIQ�

�� pUSTX �A�B � �C�D � PUSTYE SOOTWETSTWIQ IZ A W B I IZ C W D SOOTWETSTWENNO� nAJDITE
IH PROIZWEDENIQ�

�� pUSTX f � A � B� wERNO LI� �TO f��f�a� � a� kAKIM DOLVNO BYTX f � �TOBY DLQ L�BOGO
a � A f��f�a� � a�

�� pUSTX f � A�B� pODBERITE A� B I f TAK� �TOBY WYPOLNQLISX USLOWIQ�

�� DLQ KAVDOGO a � A ff��f�a� �� B�

�� DLQ KAVDOGO a � A ff��f�a� � B�

�� zAPI�ITE WSE PREOBRAZOWANIQ DWUH�LEMENTNOGO MNOVESTWA W PAROSTRO�NOM WIDE�

	���� uPRAVNENIQ�

�� pUSTX f � sinx � R � R� GDE R � MNOVESTWO WSEH WE�ESTWENNYH �ISEL� nAJDITE� f��� ��
f��f��� �� f������ ��  ��

�� pUSTX f � lnx� g � sinx� h � x�� nAJTI� fg� gf � fh� hf � gh� hg� fgh� ghf � gfh�

�� �nAU�ITESX� PEREMNOVATX PREOBRAZOWANIQ W PAROSTRO�NOJ ZAPISI�

�� iZ PREOBRAZOWANIJ TREH�LEMENTNOGO MNOVESTWA WYBERITE WSE IDEMPOTENTNYE PREOBRAZO	
WANIQ� TO ESTX TAKIE PREOBRAZOWANIQ f � �TO ff � f �

�� pRIWEDITE PRIMERY PREOBRAZOWANIJ f �	�LEMENTNOGO MNOVESTWA TAKIE� �TO� ff � f I Yf �
DWUH�LEMENTNOE MNOVESTWO� Yf � TREH�LEMENTNOE MNOVESTWO�

�� wYPI�ITE WSE PODSTANOWKI TREH�LEMENTNOGO MNOVESTWA� kOMMUTATIWNO LI UMNOVENIE POD	
STANOWOK�

�� pUSTX DANA PAROSTRO�NAQ ZAPISX PODSTANOWKI f n	�LEMENTNOGO MNOVESTWA� nAU�ITESX NA	
HODITX PAROSTRO�NU� ZAPISX PODSTANOWKI f���


� nAJDITE OBRATNYE PODSTANOWKI DLQ WSEH PODSTANOWOK TREH�LEMENTNOGO MNOVESTWA�

� pODS�ITAJTE KOLI�ESTWO PODSTANOWOK �	�LEMENTNOGO MNOVESTWA� �	�LEMENTNOGO MNOVESTWA�
n	�LEMENTNOGO MNOVESTWA�

��� sUPERPOZICIQ �ASTI�NYH FUNKCIJ QWLQETSQ �ASTI�NOJ FUNKCIEJ� dOKAZATX

��� pUSTX f � A�B I g � B � C� pOKAVITE NA PRIMERAH� �TO�

�a� ESLI f NE QWLQETSQ �ASTI�NOJ FUNKCIEJ ILI g NE QWLQETSQ �ASTI�NOJ FUNKCIEJ� TO�
WOOB�E GOWORQ� I gf NE QWLQETSQ �ASTI�NOJ FUNKCIEJ�

�b� ESLI f NE QWLQETSQ FUNKCIEJ ILI g NE QWLQETSQ FUNKCIEJ� TO� WOOB�E GOWORQ� I gf NE
QWLQETSQ FUNKCIEJ�

��



x �� sUPERPOZICIQ SOOTWETSTWIJ� pREOBRAZOWANIQ

��� pUSTX f �A� B I g�B � C � PARA FUNKCIJ� pOKAVITE NA PRIMERAH� �TO�

�a� ESLI f NE IN�EKTIWNA ILI g NE IN�EKTIWNA� TO gf � WOOB�E GOWORQ� NE IN�EKTIWNA�

�b� ESLI f NE S�R�EKTIWNA ILI g NE S�R�EKTIWNA� TO gf � WOOB�E GOWORQ� NE S�R�EKTIWNA�

�c� ESLI f NE BIEKTIWNA ILI g NE BIEKTIWNA� TO gf � WOOB�E GOWORQ� NE BIEKTIWNA�

��



x �� oTNO�ENIQ �KWIWALENTNOSTI I RAZBIENIQ NA KLASSY

bINARNYE OTNO�ENIQ� �KWIWALENTNOSTI� kLASSY �KWIWALENTNOSTI� fAKTORMNOVESTWO� sWQZX

RAZBIENIJ I FAKTORMNOVESTW� kARDINALXNYE �ISLA�

���� bINARNYE OTNO�ENIQ�

oPREDELENIE � �BINARNOGO OTNO�ENIQ�� wSQKOE SOOTWETSTWIE IZ MNOVESTWA A W SEBQ NAZY�
WAETSQ BINARNYM OTNO�ENIEM NA MNOVESTWE A�

tAKIM OBRAZOM BINARNOE OTNO�ENIE NA MNOVESTWE A � �TO WSQKOE PODMNOVESTWO DEKARTOWA
PROIZWEDENIQ A �A�

oPREDELENIE �� bINARNOE OTNO�ENIE � NA MNOVESTWE A NAZYWAETSQ�

�� REFLEKSIWNYM� ESLI DLQ L�BOGO a � A PARA �a� a� � ��
�� SIMMETRI�NYM� ESLI IZ TOGO� �TO �a� b� � � SLEDUET �b� a� � ��
	� TRANZITIWNYM� ESLI IZ TOGO� �TO �a� b� � � I �b� c� � � SLEDUET �a� c� � ��

oPREDELENIE 	 ��KWIWALENTNOSTI�� bINARNOE OTNO�ENIE NA MNOVESTWE A NAZYWAETSQ OTNO�
�ENIEM �KWIWALENTNOSTI� ESLI ONO REFLEKSIWNO� SIMMETRI�NO I TRANZITIWNO�

pRIMER �� A � f�� �� �g�
A� �� � f��� ��� ��� ��� �����g � TRANZITIWNO� NO NE REFLEKSIWNO I NE SIMMETRI�NO�

B� �� � f��� ��� ��� ��� �����g � �KWIWALENTNOSTX�

W� �� � f��� ��� ��� ��g � SIMMETRI�NO� NO NE REFLEKSIWNO I NE TRANZITIWNO�

G� �� � f��� ��� ��� ��� ������ ��� ��g � SIMMETRI�NO� NO NE REFLEKSIWNO I NE TRANZITIWNO�

D� �� � f��� ��g � TRANZITIWNO I SIMMETRI�NO� NO NE REFLEKSIWNO�

E� �� � f��� ��g � TRANZITIWNO� NO NE SIMMETRI�NO I NE REFLEKSIWNO�

���� rAZBIENIQ NA KLASSY�

oPREDELENIE �� pUSTX A � NEKOTOROE MNOVESTWO� sOWOKUPNOSTX PODMNOVESTW

A � fA�� A�� � � �g
MNOVESTWA A NAZYWAETSQ RAZBIENIEM MNOVESTWA A� ESLI�

�� L�BYE DWA RAZLI�NYH PODMNOVESTWA NE PERESEKA�TSQ�

�� OB�EDINENIE WSEH PODMNOVESTW SOWPADAET S A�

pRIMER �� A � f�� �� �g�
A� A� � ff�g� f�g� f�gg � RAZBIENIE A�

B� A� � ff�g� f�g� f���gg � NE RAZBIENIE�

W� A� � ff�g� f�gg � NE RAZBIENIE�

G� A� � ff�� �g� f�gg � RAZBIENIE�

D� A� � f�� f�� �gg � NE RAZBIENIE�

E� A� � f�� �� �g � NE RAZBIENIE�

V� A� � ff�� �� �gg � RAZBIENIE�

�




x 	� oTNO�ENIQ �KWIWALENTNOSTI I RAZBIENIQ NA KLASSY

��	� kLASSY �KWIWALENTNOSTI�

oPREDELENIE �� pUSTX A � NEKOTOROE MNOVESTWO� A � � OTNO�ENIE �KWIWALENTNOSTI NA

MNOVESTWE A� dLQ KAVDOGO �LEMENTA a � A OPREDELIM PODMNOVESTWO a MNOVESTWA A SLEDU�
��IM OBRAZOM�

a � fx j x � A I �a� x� � �g�
pODMNOVESTWO a NAZOWEM KLASSOM �KWIWALENTNOSTI MNOVESTWA A PO �� OPREDELQEMOE �LE�

MENTOM a� �LEMENT a NAZOWEM PREDSTAWITELEM �TOGO KLASSA�

iNOGDA a BUDEM OBOZNA�ATX a�� �TOBY QWNO UKAZYWATX� �TO a QWLQETSQ KLASSOM PO ��

pRIMER �� pUSTX A � f�� �� �g� � � f��� ��� ��� ��� ��� ��� ������ ��� ��g� tOGDA � � � � f�� �g�
� � f�g�

tEOREMA �� pUSTX A � NEKOTOROE MNOVESTWO� � � �KWIWALENTNOSTX NA A� A PREDMETY a�
b � �LEMENTY MNOVESTWA A�

�� dLQ L�BOGO a � A� a � a� tAKIM OBRAZOM PREDSTAWITELX KLASSA a EMU PRINADLEVIT�

�� eSLI b � a� TO b � a� �TO OZNA�AET� W �ASTNOSTI� �TO KAVDYJ �LEMENT KLASSA a QWLQ�
ETSQ EGO PREDSTAWITELEM�

	� a � b� �a� b� � ��


� dWA PROIZWOLXNYH KLASSA a I b LIBO NE PERESEKA�TSQ LIBO SOWPADA�T�

dOKAZATELXSTWO� �� tAK KAK � REFLEKSIWNO� TO DLQ PROIZWOLXNOGO �LEMENTA a � A� �a� a� � � I�
PO�TOMU� IZ OPREDELENIQ KLASSA a SLEDUET� �TO a � a�

�� pUSTX b � a� eSLI x � b� TO� PO OPREDELENI� b� �b� x� � �� s DRUGOJ STORONY� TAK KAK b � a�
TO �a� b� � �� iZ TRANZITIWNOSTI � SLEDUET� �TO �a� x� � � I� SLEDOWATELXNO� x � a� tAKIM OBRAZOM�
b � a�

eSLI y � a� TO �a� y� � �� tAK KAK �a� b� � �� TO IZ SIMMETRI�NOSTI � SLEDUET� �TO �b� a� � ��
tOGDA �b� y� � �� TO ESTX y � b� tAKIM OBRAZOM� a � b� iTAK� a � b�

�� iZ P� � TEOREMY SLEDUET� �TO b � b� iZ a � b I b � b� SLEDUET� �TO �a� b� � �� PO OPREDELENI�
KLASSA a�

pUSTX �a� b� � �� tOGDA� ESLI x � a� TO �a� x� � �� iZ SIMMETRI�NOSTI � SLEDUET� �TO �b� a� � ��
zNA�IT �b� x� � � I� SLEDOWATELXNO� x � b� TO ESTX a � b� aNALOGI�NO DOKAZYWAETSQ� �TO b � a�

�� pUSTX a 
 b �� � I x � a 
 b� tOGDA x � a I x � b� SLEDOWATELXNO� PO OPREDELENI� KLASSOW a
I b� �a� x� � � I �b� x� � �� tOGDA �a� b� � � I PO P� � �TOJ TEOREMY a � b� �

zAMETIM� �TO IZ P� � TOLXKO �TO DOKAZANNOJ TEOREMY SLEDUET� �TO KAVDYJ KLASS �KWIWALENT	
NOSTI NEPUST�

���� fAKTORMNOVESTWO�

oPREDELENIE �� pUSTX A � NEKOTOROE MNOVESTWO� A � � �KWIWALENTNOSTX NA A� mNOVES�
TWO WSEWOZMOVNYH KLASSOW �KWIWALENTNOSTI MNOVESTWA A PO OTNO�ENI� � NAZYWAETSQ FAK�
TORMNOVESTWOM MNOVESTWA A PO OTNO�ENI� � I OBOZNA�AETSQ A

�
� �NE PUTATX S A n ���

tEOREMA �� pUSTX A � MNOVESTWO� A �� �� I �� � �KWIWALENTNOSTI NA A� tOGDA�

�� A
�
� QWLQETSQ RAZBIENIEM MNOVESTWA A�

�� eSLI �KWIWALENTNOSTI �� I �� NA MNOVESTWE A RAZLI�NY� TO RAZLI�NY I FAKTORMNO�
VESTWA A

�
�� I

A
�
���

�



gLAWA I� wWEDENIE W TEORI� MNOVESTW

dOKAZATELXSTWO� �� tAK KAK �� �KWIWALENTNOSTX NA A� TO IZ P� � TEOREMY ����� SLEDUET� �TO DWA
RAZLI�NYH KLASSA PO � NE PERESEKA�TSQ� dALEE� IZ P� � TEOREMY ����� SLEDUET� �TO OB�EDINENIE
WSEH KLASSOW PO � SOWPADAET SO WSEM MNOVESTWOM A� tAKIM OBRAZOM� SOGLASNO OPREDELENI� ������
FAKTORMNOVESTWO A

�
� QWLQETSQ RAZBIENIEM A�

�� pUSTX �� �� ��� zNA�IT �� I �� SOSTOQT IZ RAZLI�NYH PAR� pUSTX� DLQ OPREDELENNOSTI�
�a� b� � �� I �a� b� �� ��� GDE a� b � A� pREDPOLOVIM� �TO a�� � A

�
��� zNA�IT NAJDETSQ x � A TAKOJ�

�TO x�� � a�� � tAK KAK a � a�� � TO a � x�� � �TO OZNA�AET� �TO DLQ L�BOGO y � A �a� y� � �� TOGDA
I TOLXKO TOGDA� KOGDA �a� y� � ��� oDNAKO� DLQ y � b �TO NE TAK� zNA�IT NA�E PREDPOLOVENIE
NEWERNO� TO ESTX a�� �� A

�
��� nO� TAK KAK a�� � A

�
��� TO

A
�
�� �� A

�
��� �

���� rAZBIENIQ I FAKTORMNOVESTWA�

tEOREMA �� dLQ WSQKOGO RAZBIENIQ A MNOVESTWA A SU�ESTWUET EDINSTWENNAQ �KWIWALENT�
NOSTX � NA A TAKAQ� �TO A � A

�
��

dOKAZATELXSTWO� pOSTROIM BINARNOE OTNO�ENIE � SLEDU��IM OBRAZOM� DLQ L�BYH �LEMENTOW
a� b � A� PARA �a� b� � � TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA a I b PRINADLEVAT ODNOMU I TOMU VE
PODMNOVESTWU IZ A� lEGKO PONQTX� �TO � QWLQETSQ OTNO�ENIEM �KWIWALENTNOSTI I A � A

�
��

pREDPOLOVIM� �TO SU�ESTWUET E�E ODNA �KWIWALENTNOSTX � NA A TAKAQ� �TO � �� � I A � A
�
��

oDNAKO� PO USLOWI� TEOREMY� A � A
�
�� tOGDA A

�
� � A

�
�� �TO NEWOZMOVNO W SILU P� � TEORE	

MY ������ sLEDOWATELXNO� � � EDINSTWENNAQ �KWIWALENTNOSTX NA A TAKAQ� �TO A � A
�
�� �

pRIMER �� uKAZATX WSE �KWIWALENTNOSTI NA MNOVESTWE A � f�� �� �g�
rAZBIENIE MNOVESTWA A sOOTWETSTWU��AQ EMU �KWIWALENTNOSTX

A� � ff�g� f�g� f�gg �� � EA

A� � ff�� �g� f�gg �� � f��� ��� ��� ��� ������ ��� ��� ��� ��g
A� � ff�� �g� f�gg �� � f��� ��� ��� ��� ������ ��� ��� ��� ��g
A� � ff�g� f�� �gg �� � f��� ��� ��� ��� ������ ��� ��� ��� ��g
A� � ff�� �� �gg �� � A� A

���� nOWYE TERMINY� bINARNOE OTNO�ENIE� oTNO�ENIE �KWIWALENTNOSTI� kLASSY �KWI	
WALENTNOSTI� fAKTORMNOVESTWO� rAZBIENIE� kARDINALXNYE �ISLA�

���� kONTROLXNYE WOPROSY�

�� pUSTOE SOOTWETSTWIE IZ A W A DLQ L�BOGO A� O�EWIDNO� QWLQETSQ BINARNYM OTNO�ENIEM
NA A� kAKIMI SWOJSTWAMI IZ UKAZANNYH W OPREDELENII ����� ONO OBLADAET� qWLQETSQ LI ONO
OTNO�ENIEM �KWIWALENTNOSTI�

�� uKAVITE PRIMERY BINARNYH OTNO�ENIJ NA MNOVESTWE A � f�� �g� KOTORYE BYLI BY�

�a� NE REFLEKSIWNYMI� NE SIMMETRI�NYMI I NE TRANZITIWNYMI�

�b� REFLEKSIWNYMI� NO NE SIMMETRI�NYMI I NE TRANZITIWNYMI�

�c� SIMMETRI�NYMI� NO NE REFLEKSIWNYMI I NE TRANZITIWNYMI�

�d� TRANZITIWNYMI� NO NE REFLEKSIWNYMI I NE SIMMETRI�NYMI�

�e� REFLEKSIWNYMI� SIMMETRI�NYMI� NO NE TRANZITIWNYMI�

�f� REFLEKSIWNYMI� TRANZITIWNYMI� NO NE SIMMETRI�NYMI�

�g� SIMMETRI�NYMI I TRANZITIWNYMI� NO NE REFLEKSIWNYMI�

�h� REFLEKSIWNYMI� SIMMETRI�NYMI I TRANZITIWNYMI�

�� sDELAJTE ZADANIE � DLQ MNOVESTWA A � f�� �� �g�
�� uKAVITE WSE RAZBIENIQ MNOVESTWA A� ESLI�

��



x 	� oTNO�ENIQ �KWIWALENTNOSTI I RAZBIENIQ NA KLASSY

�a� A � f�� �g�
�b� A � f�� �� �� �g�

�� wSQKOE LI RAZBIENIE MNOVESTWA A QWLQETSQ FAKTORMNOVESTWOM MNOVESTWA A PO NEKOTOROJ
�KWIWALENTNOSTI�

�� wSQKOE LI FAKTORMNOVESTWO MNOVESTWA A QWLQETSQ RAZBIENIEM �TOGO MNOVESTWA�

�� qWLQETSQ LI OTNO�ENIE

� � f��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ������ ������ ��� ��� ������ ������ ��� ��� �����g

�KWIWALENTNOSTX� NA A � f�� �� �� ���g�eSLI DA� TO UKAVITE SOOTWETSTWU��EE EMU FAKTOR	
MNOVESTWO�

���� uPRAVNENIQ�

�� uKAVITE WSE �KWIWALENTNOSTI NA A � f�� �� �� �g�
�� dOKAVITE� �TO PROIZWEDENIE BINARNYH OTNO�ENIJ NA A NE KOMMUTATIWNO�

�� dOKAVITE� �TO PROIZWEDENIE REFLEKSIWNYH BINARNYH OTNO�ENIJ NA A ESTX REFLEKSIWNOE
BINARNOE OTNO�ENIE NA A�

�� dOKAVITE� �TO PROIZWEDENIE SIMMETRI�NYH BINARNYH OTNO�ENIJ NA A NE WSEGDA QWLQETSQ
SIMMETRI�NYM BINARNYM OTNO�ENIEM NA A�

�� dOKAVITE� �TO PROIZWEDENIE TRANZITIWNYH BINARNYH OTNO�ENIJ NA A NE WSEGDA QWLQETSQ
TRANZITIWNYM BINARNYM OTNO�ENIEM NA A�

�� uKAVITE WSE TAKIE BINARNYE OTNO�ENIQ � NA A � f�� �� �g� KOTORYE OBLADA�T SWOJSTWOM�

� � � � ��

��
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oTNO�ENIE PORQDKA� �ASTI�NO UPORQDO�ENNYE MNOVESTWA� mINIMALXNYE �MAKSIMALXNYE� I

NAIMENX�IE �NAIBOLX�IE� �LEMENTY UPORQDO�ENNOGO MNOVESTWA� pOKRYWA��IE �LEMENTY�

lINEJNO I WPOLNE UPORQDO�ENNYE MNOVESTWA� rE�ETKI�

���� oSNOWNOE OPREDELENIE�

oPREDELENIE �� pUSTX � � BINARNOE OTNO�ENIE NA A�

�� � NAZYWAETSQ ANTISIMMETRI�NYM� ESLI IZ TOGO� �TO �a� b� � � I �b� a� � � SLEDUET a � b�

�� � NAZYWAETSQ OTNO�ENIEM PORQDKA� ESLI � REFLEKSIWNO� ANTISIMMETRI�NO I TRANZITIW�
NO�

	� mNOVESTWO A S ZAFIKSIROWANNYM NA NEM OTNO�ENIEM PORQDKA � NAZYWAETSQ UPORQDO�EN�
NYM� hA� �i�

pRIMER �� pUSTX A � f�� �� �g�
�� �� � EA � f��� ��� ��� ��� �����g � OTNO�ENIE PORQDKA�

�� �� � EA � f��� ��� ��� ��g � OTNO�ENIE PORQDKA �OTNO�ENIE DELIMOSTI
��� ��

�� �� � f��� ��� ��� ��� �����g NE QWLQETSQ OTNO�ENIEM PORQDKA�

�� �� � EA � f��� ��� ��� ��� �����g NE QWLQETSQ OTNO�ENIEM PORQDKA�

�� �� � EA � f��� ��� ��� ��g NE QWLQETSQ OTNO�ENIEM PORQDKA�

�� �� � EA � f��� ��� ��� ��� ��� ��g � OTNO�ENIE PORQDKA �OTNO�ENIE SRAWNENIQ PO WELI�INE �
���

oTNO�ENIQ PORQDKA BUDEM OBOZNA�ATX SIMWOLAMI �� � I T� D� wMESTO �a� b� �� BUDEM PISATX
a � b�

���� uPORQDO�ENNYE MNOVESTWA�

oPREDELENIE �� pUSTX hA��i � UPORQDO�ENNOE MNOVESTWO�

�� eSLI �a� b� ��� TO �TOT FAKT BUDEM ZAPISYWATX W WIDE�

a � b� b � a�
I GOWORITX �a MENX�E LIBO RAWNO b�� �b BOLX�E LIBO RAWNO a� �W SMYSLE OTNO�ENIQ PO�
RQDKA ��� eSLI a � b ILI a � b I a �� b� TO BUDEM PISATX a � b ILI b � a I GOWORITX �a
MENX�E b�� �b BOLX�E a��

�� �LEMENT a � A NAZYWAETSQ MINIMALXNYM �MAKSIMALXNYM�� ESLI W A NET �LEMENTOW�
MENX�IH �BOLX�IH� �LEMENTA a�

	� �LEMENT a � A NAZYWAETSQ NAIMENX�IM �NAIBOLX�IM� �LEMENTOM MNOVESTWA A� ESLI
�TOT �LEMENT MENX�E �BOLX�E� L�BOGO DRUGOGO �LEMENTA IZ A�

pRIMER �� pUSTX A � f�� �� �g�
�� �A � f�� f�g� f�g� f�g�f���g�f���g� f�� �g� Ag� h�A��i � UPORQDO�ENNOE MNOVESTWO� NAIMENX	
�IJ �LEMENT �ON VE MINIMALXNYJ� � �� NAIBOLX�IJ �ON VE MAKSIMALXNYJ� � SAMO MNO	
VESTWO A � f�� �� �g�

�� �A� � �A nf�g� h�A� ��i � UPORQDO�ENNOE MNOVESTWO� NAIMENX�EGO �LEMENTA NET� MINIMALX	
NYE � f�g� f�g� f�g� NAIBOLX�IJ �ON VE MAKSIMALXNYJ� � A � f�� �� �g�

��



x 
� oTNO�ENIE PORQDKA

�� �A� � �A nfAg� h�A� ��i � UPORQDO�ENNOE MNOVESTWO� NAIBOLX�EGO �LEMENTA NET� MAKSIMALX	
NYE � f�� �g� f�� �g� f�� �g� NAIMENX�IJ �ON VE MINIMALXNYJ� � ��

�� �A� � �A nf�� Ag� h�A� ��i � UPORQDO�ENNOE MNOVESTWO� NAIBOLX�EGO I NAIMENX�EGO �LEMEN	
TOW NET� MAKSIMALXNYE � f�� �g� f�� �g� f�� �g� MINIMALXNYE � f�g� f�g� f�g�

�� hN��i � UPORQDO�ENNOE MNOVESTWO� NAIBOLX�EGO I MAKSIMALXNYH �LEMENTOW NET� NAIMENX	
�IJ �ON VE MINIMALXNYJ� � ��

�� hN� ��� i � UPORQDO�ENNOE MNOVESTWO� NAIBOLX�EGO I MAKSIMALXNYH �LEMENTOW NET� NAIMENX	
�IJ �ON VE MINIMALXNYJ� � ��

�� hN n f�g� ��� i � UPORQDO�ENNOE MNOVESTWO� NAIBOLX�EGO� NAIMENX�EGO I MAKSIMALXNYH �LE	
MENTOW NET� MINIMALXNYE � WSE PROSTYE �ISLA�

oPREDELENIE � �POKRYWA��EGO �LEMENTA�� pUSTX hA��i � NEKOTOROE UPORQDO�ENNOE MNOVE�
STWO� a� b � A�

�LEMENT b NAZYWAETSQ POKRYWA��IM DLQ �LEMENTA a ILI POKRYTIEM �LEMENTA a� ESLI
WYPOLNENY SLEDU��IE USLOWIQ�

�� a � b�

�� w A NET �LEMENTOW x TAKIH� �TO a � x � b�

zAME�ANIE� uSLOWIMSQ IZOBRAVATX KONKRETNYE UPORQDO�ENNYE MNOVESTWA RISUNKAMI TAK� �TO�

�� kAVDYJ �LEMENT IZOBRAVAEM TO�KOJ NA ORIENTIROWANNOMLISTE BUMAGI TAK� �TO RAZLI�NYM
�LEMENTAM MNOVESTWA SOOTWETSTWU�T RAZLI�NYE TO�KI�

�� eSLI b � POKRYTIE DLQ a� TO TO�KA b RASPOLOVENA WY�E TO�KI a I �TI TO�KI SOEDINENY
OTREZKAMI� tAKIE RISUNKI NAZYWA�TSQ GRAFAMI UPORQDO�ENNOGO MNOVESTWA�

pRIMER �� nA RIS� � �STR� ��� IZOBRAVENY GRAFY UPORQDO�ENNYH MNOVESTW IZ PREDYDU�EGO
PRIMERA�

tEOREMA ��

�� uPORQDO�ENNOE MNOVESTWO IMEET NE BOLEE ODNOGO NAIMENX�EGO I NE BOLEE ODNOGO NAI�
BOLX�EGO �LEMENTA�

�� nAIMENX�IJ �LEMENT UPORQDO�ENNOGO MNOVESTWA QWLQETSQ EDINSTWENNYM MINIMALXNYM

�LEMENTOM �TOGO MNOVESTWA�

nAIBOLX�IJ �LEMENT UPORQDO�ENNOGO MNOVESTWA QWLQETSQ EDINSTWENNYM MAKSIMALXNYM

�LEMENTOM �TOGO MNOVESTWA�

dOKAZATELXSTWO PROWEDITE SAMOSTOQTELXNO�

��	� lINEJNYE I WPOLNE UPORQDO�ENNYE MNOVESTWA�

oPREDELENIE �� pUSTX hA��i � UPORQDO�ENNOE MNOVESTWO�

�� �LEMENTY a� b � A NAZYWA�TSQ SRAWNIMYMI� ESLI a � b ILI b � a� w PROTIWNOM SLU�AE

�LEMENTY a I b NAZYWA�TSQ NESRAWNIMYMI�

�� A NAZYWAETSQ LINEJNO UPORQDO�ENNYM MNOVESTWOM �CEPX��� ESLI L�BYE DWA �LEMENTA

�TOGO MNOVESTWA SRAWNIMY�

	� A NAZYWAETSQ WPOLNE UPORQDO�ENNYM MNOVESTWOM� ESLI KAVDOE NEPUSTOE PODMNOVESTWO
MNOVESTWA A IMEET NAIMENX�IJ �LEMENT�

pRIMER �� rASSMOTRIM NEKOTORYE UPORQDO�ENNYE MNOVESTWA�

��
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� � � �
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� �� ��
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rIS� �� pRIMERY UPORQDO�ENNYH MNOVESTW�

�� hN��i � LINEJNO UPORQDO�ENNOE MNOVESTWO�

�� hZ��i TAKVE QWLQETSQ LINEJNO UPORQDO�ENNYM MNOVESTWOM�

�� rASSMOTRIM MNOVESTWO A � f�� �� �g� mNOVESTWO WSEH EGO PODMNOVESTW h�A��i NE QWLQETSQ
WPOLNE UPORQDO�ENNYM�

tEOREMA ��

�� eSLI UPORQDO�ENNOE MNOVESTWO QWLQETSQ WPOLNE UPORQDO�ENNYM� TO ONO QWLQETSQ I LI�
NEJNO UPORQDO�ENNYM�

�� eSLI KONE�NOE UPORQDO�ENNOE MNOVESTWO QWLQETSQ LINEJNO UPORQDO�ENNYM� TO ONO QW�
LQETSQ WPOLNE UPORQDO�ENNYM�

dOKAZATELXSTWO� �� pUSTX hA��i � WPOLNE UPORQDO�ENNOE MNOVESTWO� tOGDA� PO OPREDELENI��
KAVDOE EGO NEPUSTOE PODMNOVESTWO IMEET NAIMENX�IJ �LEMENT� sLEDOWATELXNO� I KAVDOE EGO
DWUH�LEMENTNOE PODMNOVESTWO IMEET NAIMENX�IJ �LEMENT� NO �TO OZNA�AET� �TO L�BYE DWA �LE	
MENTA A SRAWNIMY� TO ESTX A LINEJNO UPORQDO�ENO�

��



x 
� oTNO�ENIE PORQDKA

�� pUSTX hA��i � KONE�NAQ CEPX I B � A� B �� ��
eSLI jBj � �� TO b � B QWLQETSQ NAIMENX�IM DLQ PODMNOVESTWA B�
eSLI jBj � �� TO PUSTX a� b � B� a �� b� tAK KAK A LINEJNO UPORQDO�ENO� TO a � b ILI b � a�

ZNA�IT fa� bg � B IMEET NAIMENX�IJ �LEMENT� dALEE� WYBIRAEM PROIZWOLXNYJ c � B n fa� bg I
SRAWNIWAEM EGO S NAIMENX�IM �LEMENTOM MNOVESTWA fa� bg ��TO WOZMOVNO� TAK KAK A � CEPX��
tAKIM OBRAZOM� POLU�AEM NAIMENX�IJ �LEMENT MNOVESTWA fa� b� cg� �TOT PROCESS ZAKON�ITSQ NA	
HOVDENIEM NAIMENX�EGO �LEMENTA PODMNOVESTWA B� TAK KAK A I� SLEDOWATELXNO� B QWLQ�TSQ
KONE�NYMI MNOVESTWAMI� w SILU PROIZWOLXNOSTI WYBORA B ZAKL��AEM� �TO A WPOLNE UPORQDO	
�ENO� �

zAMETIM� �TO TREBOWANIE KONE�NOSTI LINEJNO UPORQDO�ENNOGO MNOVESTWA WO WTOROM PUNKTE
TOLXKO �TO DOKAZANNOJ TEOREMY QWLQETSQ SU�ESTWENNYM�

pRIMER �� pUSTX A � fa�� a�� a�� � � �g � fbg� wWEDEM NA A BINARNOE OTNO�ENIE � SLEDU��IM
OBRAZOM� ai � aj� ESLI �ISLO j NE PREWOSHODIT i� b � ai DLQ L�BOGO i� o�EWIDNO� �TO A LINEJNO
UPORQDO�ENO� oDNAKO�A NE QWLQETSQ WPOLNE UPORQDO�ENNYM� TAK KAK PODMNOVESTWO fa�� a�� a�� � � �g
NE IMEET NAIMENX�EGO �LEMENTA�

���� rE�ETKI�

oPREDELENIE �� pUSTX hA��i � UPORQDO�ENNOE MNOVESTWO� B � A� a � A�
�� a NAZYWAETSQ NIVNEJ GRANICEJ �WERHNEJ GRANICEJ� MNOVESTWA B� ESLI a MENX�E �BOLX�E�

L�BOGO �LEMENTA IZ B� OTLI�NOGO OT a�

�� a NAZYWAETSQ TO�NOJ NIVNEJ GRANICEJ �TO�NOJ WERHNEJ GRANICEJ� MNOVESTWA B� ESLI a
ESTX NIVNQQ GRANICA �WERHNQQ GRANICA� I a BOLX�E �MENX�E� L�BOJ DRUGOJ NIVNEJ �WERH�
NEJ� GRANICY MNOVESTWA B�

	� A NAZYWAETSQ RE�ETKOJ� ESLI L�BAQ PARA �LEMENTOW IZ A IMEET TO�NU� WERHN�� GRA�
NICU I TO�NU� NIVN�� GRANICU�

pRIMER ��

�� pUSTX A � f�� �� �� ���g�
�a� hA�EAi NE QWLQETSQ RE�ETKOJ�

�b� pUSTX � � EA � f��� ��� ��� ��� ��� ��� ������ ������ ��� ��� ������ �����g� TOGDA hA� �i NE QWLQ	
ETSQ RE�ETKOJ�

�� A � f�� �� �g� h�A��i � RE�ETKA�

�� hN� ��� i � RE�ETKA�

tEOREMA �� wSQKOE LINEJNO UPORQDO�ENNOE MNOVESTWO QWLQETSQ RE�ETKOJ�

dOKAZATELXSTWO PROWEDITE SAMOSTOQTELXNO�

sLEDSTWIE �� wSQKOE WPOLNE UPORQDO�ENNOE MNOVESTWO QWLQETSQ RE�ETKOJ�

sLEDUET IZ TEOREMY ����� I PREDYDU�EJ TEOREMY�

tEOREMA �� wSQKAQ KONE�NAQ RE�ETKA IMEET NAIMENX�IJ I NAIBOLX�IJ �LEMENT�

dOKAZATELXSTWO PROWEDITE SAMOSTOQTELXNO�

���� nOWYE TERMINY� aNTISIMMETRI�NOSTX� �ASTI�NO UPORQDO�ENNOE MNOVESTWO� mI	
NIMALXNYE �MAKSIMALXNYE� I NAIMENX�IE �NAIBOLX�IE� �LEMENTY� pOKRYTIE� gRAFY UPORQDO	
�ENNYH MNOVESTW� lINEJNO UPORQDO�ENNYE I WPOLNE UPORQDO�ENNYE MNOVESTWA� nIVNQQ �WERH	
NQQ� GRANICA� tO�NAQ NIVNQQ �WERHNQQ� GRANICA� rE�ETKA�

��
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���� kONTROLXNYE WOPROSY�

�� uKAVITE WSE NE ANTISIMMETRI�NYE BINARNYE OTNO�ENIQ NA MNOVESTWE A � f�� �g�
�� iZWESTNO� �TO BINARNOE OTNO�ENIE � NA A NE QWLQETSQ SIMMETRI�NYM� oZNA�AET LI �TO�
�TO � ANTISIMMETRI�NO�

�� iZWESTNO� �TO BINARNOE OTNO�ENIE � NA A NE QWLQETSQ ANTISIMMETRI�NYM� oZNA�AET LI
�TO� �TO � SIMMETRI�NO�

�� pRIWEDITE PRIMER BINARNOGO OTNO�ENIQ � NA NEKOTOROM MNOVESTWE A� KOTOROE NE QWLQETSQ
SIMMETRI�NYM I NE QWLQETSQ ANTISIMMETRI�NYM�

�� sU�ESTWUET LI BINARNOE OTNO�ENIE� QWLQ��EESQ ODNOWREMENNO I SIMMETRI�NYM I ANTI	
SIMMETRI�NYM�

�� sU�ESTWUET LI TAKOE BINARNOE OTNO�ENIE� KOTOROE QWLQETSQ ODNOWREMENNO I OTNO�ENIEM
�KWIWALENTNOSTI I OTNO�ENIEM PORQDKA�

�� pRIWEDITE PRIMER UPORQDO�ENNOGO MNOVESTWA�

�a� NE IME��EGO MINIMALXNYH �LEMENTOW�

�b� NE IME��EGO MAKSIMALXNYH �LEMENTOW�

�c� NE IME��EGO NI MINIMALXNYH� NI MAKSIMALXNYH �LEMENTOW�

�d� IME��EGO MINIMALXNYE �LEMENTY� NO NE IME��EGO NAIMENX�IH�

�e� IME��EGO MAKSIMALXNYE �LEMENTY� NO NE IME��EGO NAIBOLX�IH�


� mOVET LI UPORQDO�ENNOE MNOVESTWO IMETX DWA RAZLI�NYH NAIMENX�IH �LEMENTA� dWA RAZ	
LI�NYH NAIBOLX�IH �LEMENTA�

� mOVET LI UPORQDO�ENNOE MNOVESTWO IMETX NAIMENX�IJ �LEMENT� NO NE IMETX MINIMALX	
NYH� iMETX NAIBOLX�IJ �LEMENT� NO NE IMETX MAKSIMALXNYH�

��� mOVET LI UPORQDO�ENNOE MNOVESTWO IMETX �LEMENTY�

�a� S DWUMQ POKRYWA��IMI�

�b� POKRYWA��IE DWA RAZLI�NYH �LEMENTA�

��� oBLADAET LI OTNO�ENIE �BYTX POKRYWA��IM� SWOJSTWOM TRANZITIWNOSTI�

��� sU�ESTWU�T LI UPORQDO�ENNYE MNOVESTWA� SODERVA�IE �LEMENTY� KOTORYE NE IME�T NI
ODNOGO POKRYWA��EGO�

��� uPORQDO�ENNOE MNOVESTWOA WPOLNE UPORQDO�ENO� qWLQETSQ LI ONO LINEJNO UPORQDO�ENNYM�

��� uPORQDO�ENNOE MNOVESTWOA LINEJNO UPORQDO�ENO� qWLQETSQ LI ONO WPOLNE UPORQDO�ENNYM�

��� pUSTX hN� ��� i� uKAVITE WSE NIVNIE GRANICY DLQ �LEMENTOW � I �� �� I �
� �� I �
� uKAVITE
WSE WERHNIE GRANICY DLQ UKAZANNYH PAR �ISEL� uKAVITE DLQ �TIH PAR �ISEL WSE TO�NYE
NIVNIE I TO�NYE WERHNIE GRANICY�

��� pUSTX hA��i� a� b � A I a � b� uKAVITE TO�NU� WERHN�� I TO�NU� NIVN�� GRANICY DLQ
PARY �LEMENTOW a I b� dLQ PARY �LEMENTOW a I a�

���� uPRAVNENIQ�

�� bINARNOE OTNO�ENIE � NA MNOVESTWE A� QWLQETSQ ANTISIMMETRI�NYM I SIMMETRI�NYM
ODNOWREMENNO TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA � � EA�

�� dOKAVITE� �TO EDINSTWENNOE BINARNOE OTNO�ENIE NA MNOVESTWE A� QWLQ��EESQ �KWIWALENT	
NOSTX� I UPORQDO�ENNYM MNOVESTWOM � �TO EA�

��



x �� kARDINALXNYE �ISLA

rAWNOMO�NYE MNOVESTWA� kARDINALXNYE �ISLA� sRAWNENIE KARDINALXNYH �ISEL� tEOREMA

kANTORA�bERN�TEJNA� oPERACII NAD KARDINALXNYMI �ISLAMI I IH SWOJSTWA�

���� u�ENIE O MO�NOSTI� rANEE MY OPREDELILI PONQTIE MO�NOSTI DLQ KONE�NYH MNO	
VESTW� tEPERX RAS�IRIM �TO PONQTIE NA SLU�AJ PROIZWOLXNYH MNOVESTW�

oPREDELENIE �� dWA MNOVESTWA A I B NAZYWA�TSQ RAWNOMO�NYMI� ESLI SU�ESTWUET BIEK�
CIQ IZ A NA B�

rASSMOTRIM KLASS WSEH MNOVESTW K� bUDEM S�ITATX� �TO MNOVESTWA A I B NAHODQTSQ W OTNO	
�ENII �� ESLI SU�ESTWUET BIEKCIQ IZ A NA B� lEGKO PONQTX� �TO � BUDET OTNO�ENIEM �KWIWALENT	
NOSTI NA K� wSE MNOVESTWA� NAHODQ�IESQ W ODNOM KLASSE PO � BUDUT RAWNOMO�NYMI� pOSTAWIM
W SOOTWETSTWIE KAVDOMU KLASSU � NEKOTORYJ OB�EKT� NAZYWAEMYJ KARDINALXNYM �ISLOM ILI
KARDINALOM� nAPRIMER� KLASSU �� SODERVA�EMU WSE n	�LEMENTNYE MNOVESTWA �n FIKSIROWANO��
POSTAWIM W SOOTWETSTWIE �ISLO n� kLASSU �� SOSTOQ�EMU IZ ODNOGO PUSTOGO MNOVESTWA� STAWITSQ
W SOOTWETSTWIE KARDINALXNOE �ISLO �� kLASSU �� SODERVA�EMU MNOVESTWO NATURALXNYH �ISEL
STAWITSQ W SOOTWETSTWIE KARDINALXNOE �ISLO �� �� ��ALEF�� � PERWAQ BUKWA IWRITA�� l�BOE
MNOVESTWO IZ �TOGO KLASSA NAZYWAETSQ S�ETNYM� kLASSU �� SODERVA�EMU MNOVESTWO WSEH DEJ	
STWITELXNYH �ISEL� STAWITSQ W SOOTWETSTWIE KARDINALXNOE �ISLO ��� KOTOROE NAZYWAETSQ TAKVE
MO�NOSTX� KONTINUUMA�

tAKIM OBRAZOM� KARDINALXNYE �ISLA QWLQ�TSQ SIMWOLAMI� WYRAVA��IMI MO�NOSTX MNO	
VESTW� bUDEM W DALXNEJ�EM OBOZNA�ATX PROIZWOLXNYE KARDINALXNYE �ISLA MALENXKIMI GOTI�ES	
KIMI BUKWAMI� A TOT FAKT� �TO MNOVESTWO A PRINADLEVIT KLASSU �KWIWALENTNOSTI �� KOTOROMU
POSTAWLENO W SOOTWETSTWIE KARDINALXNOE �ISLO a� BUDEM OBOZNA�ATX TAK� jAj � a� dALEE� W �TOM
SLU�AE� BUDEM GOWORITX� �TO MO�NOSTX MNOVESTWA A RAWNA a�

���� sRAWNENIE KARDINALXNYH �ISEL� w �TOM PUNKTE USTANAWLIWAETSQ SPOSOB SRAWNE	
NIQ MO�NOSTEJ PROIZWOLXNYH MNOVESTW�

oPREDELENIE �� pUSTX a � jAj� b � jBj� oPREDELIM NA MNOVESTWE WSEH KARDINALXNYH �ISEL

BINARNOE OTNO�ENIE � SLEDU��IM OBRAZOM� a � b TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA SU�ESTWUET
BIEKCIQ IZ A NA SOBSTWENNOE PODMNOVESTWO MNOVESTWA B�

o�EWIDNO� �TO �TO OPREDELENIE NE ZAWISIT OT WYBORA MNOVESTW A I B I PO�TOMU WYRAVAET
OTNO�ENIE MEVDU KARDINALXNYMI �ISLAMI�

tEOREMA �� pUSTX A � PROIZWOLXNOE MNOVESTWO KARDINALXNYH �ISEL� TOGDA hA��i QWLQETSQ
LINEJNO UPORQDO�ENNYM MNOVESTWOM�

dLQ DOKAZATELXSTWA �TOJ TEOREMY NAM NEOBHODIMO POKAZATX� �TO BINARNOE OTNO�ENIE � QW	
LQETSQ OTNO�ENIEM PORQDKA� rEFLEKSIWNOSTX I TRANZITIWNOSTX �TOGO OTNO�ENIQ SLEDU�T IZ
WY�E DANNOGO OPREDELENIQ I SWOJSTW SUPERPOZICII FUNKCIJ �OTOBRAVENIJ�� SM� x �� aNTISIM	
METRI�NOSTX OTNO�ENIQ � SLEDUET IZ TEOREMY kANTORA	bERN�TEJNA� DOKAZATELXSTWO KOTOROJ
PRIWODITSQ W SLEDU��EM PUNKTE�

dLQ L�BYH DWUH MNOVESTW A I B SU�ESTWUET� O�EWIDNO� ODNA I TOLXKO ODNA IZ SLEDU��IH
WOZMOVNOSTEJ�

�� SU�ESTWUET BIEKCIQ IZ A NA SOBSTWENNOE PODMNOVESTWO MNOVESTWA B� NO NE SU�ESTWUET
BIEKCII IZ B NA SOBSTWENNOE PODMNOVESTWO MNOVESTWA A�

�� SU�ESTWUET BIEKCIQ IZ B NA SOBSTWENNOE PODMNOVESTWO MNOVESTWA A� NO NE SU�ESTWUET
BIEKCII IZ A NA SOBSTWENNOE PODMNOVESTWO MNOVESTWA B�

�� SU�ESTWUET BIEKCIQ IZ A NA SOBSTWENNOE PODMNOVESTWO MNOVESTWA B I SU�ESTWUET BIEKCII
IZ B NA SOBSTWENNOE PODMNOVESTWO MNOVESTWA A�

��
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eSLI jAj � a� jBj � b� TO W PERWOM SLU�AE IMEEM a � b� WO WTOROM � b � a� tEOREMA kANTORA	
bERN�TEJNA UTWERVDAET� �TO W TRETXEM SLU�AE BUDET a � b� tAKIM OBRAZOM� POLU�AEM SPOSOB
SRAWNENIQ MO�NOSTEJ PROIZWOLXNYH MNOVESTW�

nAPRIMER� ESLI TAKIM OBRAZOM SRAWNIWATX MO�NOSTI KONE�NYH MNOVESTW� TO TAKOE SRAWNENIE
FAKTI�ESKI BUDET PREDSTAWLQTX SOBOJ SRAWNENIE PO �ISLU �LEMENTOW� �TO SOGLASUETSQ S RANEE
DANNYM OPREDELENIEM MO�NOSTI KONE�NOGO MNOVESTWA�

��	� tEOREMA kANTORAbERN�TEJNA�

lEMMA �� pUSTX � � A�B � SOOTWETSTWIE IZ A W B� I � NEKOTOROE MNOVESTWO INDEKSOW

I Ai � A� i � I� tOGDA
�

��
i�I

Ai

�
�
�
i�I

��Ai��

dOKAZATELXSTWO� �� pUSTX x � �
	S
i�I
Ai



� TOGDA SU�ESTWUET a � S

i�I
Ai TAKOJ� �TO x � ��a��

sLEDOWATELXNO� SU�ESTWUET TAKOJ INDEKS k � I� �TO a � Ak� TO ESTX x � ��Ak�� nO �TO ZNA�IT�

�TO x � S
i�I
��Ai�� tAKIM OBRAZOM� �

	S
i�I
Ai



� S

i�I
��Ai��

�� pUSTX x � S
i�I
��Ai�� TOGDA SU�ESTWUET TAKOJ INDEKS k � I� �TO x � ��Ak�� �TO OZNA�AET�

�TO SU�ESTWUET a � Ak TAKOJ� �TO x � ��a�� tAK KAK a � Ak� TO a � S
i�I
Ai� sLEDOWATELXNO�

x � ��a� � �
	S
i�I

Ai



I� ZNA�IT�

S
i�I

��Ai� � �
	S
i�I

Ai



�

iZ PUNKTOW � I � SLEDUET UTWERVDENIE LEMMY� �

lEMMA �� eSLI ��A � ��A� � BIEKCIQ MNOVESTWA A NA SWOE SOBSTWENNOE PODMNOVESTWO

��A� 	 A� TO DLQ WSQKOGO MNOVESTWA C � �
A n ��A�

�
SU�ESTWUET BIEKCIQ ���A � ���A��

PRI�EM ���A� � C ���A��

dOKAZATELXSTWO� oBOZNA�IM ���C� � C� ���C� � ��C�� �n���C� � ���n�C�� I RASSMOTRIM
MNOVESTWO

S � C � ��C� � ���C� � ���C� � � � � �
��
n	�

�n�C�� ���

�� pOKAVEM� �TO S � C � ��S��
pUSTX x � S� TOGDA� TAK KAK C � S� TO x � C ILI x �� C� w PERWOM SLU�AE x � C � ��S��

eSLI VE x �� C� TO TOGDA SU�ESTWUET TAKOE �ISLO n � N � �TO x � �n�C� �SM� ����� tAK KAK IZ
LEMMY ����� SLEDUET� �TO

��S� � ��C� � ���C� ����C� � � � � � ���

TO �n�C� � ��S�� nO TOGDA x � ��S�� tAKIM OBRAZOM� x � C � ��S�� TO ESTX DOKAZANO� �TO
S � C ���S��

pUSTX x � C � ��S�� TOGDA x � C ILI x �� C� w PERWOM SLU�AE� TAK KAK C � S� TO x � S� eSLI
x �� C� TO x � ��S�� nO� TAK KAK ��S� � S �SM� ��� I ����� TO� I W �TOM SLU�AE� x � S� sLEDOWATELXNO
C � ��S� � S�

iTAK� IZ ANTISIMMETRI�NOSTI OTNO�ENIQ WKL��ENIQ �SM� I������ SLEDUET� �TO S � C � ��S��
�� pOSTROIM SOOTWETSTWIE �� IZ A W A� PO SLEDU��EMU PRAWILU�

���x� �

�
x� x � S�
��x�� x � �A n S��

TO ESTX �� QWLQETSQ OTOBRAVENIEM� KOTOROE NA MNOVESTWE S TOVDESTWENNO I SOWPADAET S � NA
MNOVESTWE A n S�

tAK KAK S � C���S�� TO S
��AnS� �
�
C���S�


��AnS� �
�
C
��AnS�

����S�
��AnS�

�

nO C 
 ��A n S� � �� TAK KAK C � A n ��A�� A ��S� 
 ��A n S� � �� TAK KAK ��A� A IN�EKCIQ�

�
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tAKIM OBRAZOM� S 
 ��A n S� � �� A �TO ZNA�IT� �TO ���A � A QWLQETSQ IN�EKCIEJ� PRI�EM
���A� � S � ��A n S� � C � ��S� � ��A n S� � C � ��A�� �

sLEDU��AQ TEOREMA QWLQETSQ KRAEUGOLXNYM KAMNEM TEORII MNOVESTW� oNA POKAZYWAET� �TO
OTNO�ENIE � NA MNOVESTWE WSEH KARDINALXNYH �ISEL OBLADAET SWOJSTWOM ANTISIMMETRI�NOSTI
I� SLEDOWATELXNO� QWLQETSQ OTNO�ENIEM LINEJNOGO PORQDKA �SM� TEOREMU ������� kROME TOGO ONA
DAET METOD DOKAZATELXSTWA RAWNOMO�NOSTI MNOVESTW�

tEOREMA � �kANTORA	bERN�TEJNA�� eSLI SU�ESTWU�T BIEKCII MNOVESTWA A NA SOBSTWENNOE

PODMNOVESTWO MNOVESTWA B I MNOVESTWA B NA SOBSTWENNOE PODMNOVESTWO MNOVESTWA A�
TO SU�ESTWUET BIEKCIQ A NA B�

dOKAZATELXSTWO� pUSTX ��A � ��A� I ��B � ��B� � BIEKCII� PRI�EM ��A� 	 B� ��B� 	 A�
rASSMOTRIM SUPERPOZICI� 	 � ��� 	�A� A� 	�A� � ����A��� tAK KAK � I � QWLQ�TSQ IN�EKCI	
QMI� TO I IH SUPERPOZICIQ TAKVE BUDET IN�EKCIEJ PO TEOREME ������ TO ESTX 	 QWLQETSQ BIEKCIEJ
MNOVESTWA A NA SWOE SOBSTWENNOE PODMNOVESTWO 	�A�� tOGDA� PO LEMME ������ DLQ L�BOGO PODMNO	
VESTWA C � �A n 	�A�

�
SU�ESTWUET BIEKCIQ 	��A� C � 	�A�� wYBEREM C � ��B� n 	�A�� w �TOM

SLU�AE 	��A� �
�
��B� n 	�A�

� � 	�A� � ��B�� tOGDA ���	��A� � �����B� � B� sLEDOWATELXNO�
TAK KAK ��� � IN�EKTIWNAQ �ASTI�NAQ FUNKCIQ� TO ���	��A� B QWLQETSQ ISKOMOJ BIEKCIEJ A
NA B� �

zAMETIM� �TO INOGDA TEOREMOJ kANTORA	bERN�TEJNA �W DRUGOJ FORMULIROWKE� NAZYWA�T LEM	
MU ����� W SILU EE WAVNOSTI I SLOVNOSTI� A PRIWEDENNU� ZDESX KLASSI�ESKU� FORMULIROWKU
TEOREMY NAZYWA�T SLEDSTWIEM �TOJ LEMMY�

���� oPERACII NAD KARDINALXNYMI �ISLAMI�

oPREDELENIE �� pUSTX a I b � PROIZWOLXNYE KARDINALXNYE �ISLA� PRI�EM a � jAj� b � jBj I
A 
B � ��

oPREDELIM OPERACII NAD KARDINALXNYMI �ISLAMI SLEDU��IM OBRAZOM�

a� b � jA �Bj�
a � b � jA�Bj�
ab � jAB j�

GDE AB � MNOVESTWO WSEH OTOBRAVENIJ IZ B W A�

kAK OBY�NO� ZNAK � BUDEM W ZAPISI WYRAVENIJ OPUSKATX�
wIDNO� �TO REZULXTATY OPERACIJ NE ZAWISQT OT PRIRODY �LEMENTOW MNOVESTW A I B�

���� sWOJSTWA OPERACIJ NAD KARDINALXNYMI �ISLAMI� oSNOWNYE SWOJSTWA WWEDEN	
NYH OPERACIJ NAD KARDINALXNYMI �ISLAMI WYRAVAET

tEOREMA �� pUSTX jAj � a� jBj � b� jCj � c I A� B� C � POPARNO NEPERESEKA��IESQ MNOVES�
TWA� tOGDA

�� a� �b� c� � �a� b� � c �� a�b � c� � ab� ac

�� a�bc� � �ab�c �� ab�c � abac

�� a� b � b � a �� �ab�c � acbc

�� ab � ba 
� �ab�
c

� abc

dOKAZATELXSTWO �TOJ TEOREMY PROWODITSQ NA OSNOWE OPREDELENIQ OPERACIJ NAD KARDINALXNY	
MI �ISLAMI� pROWEDITE EGO SAMOSTOQTELXNO�

tEOREMA �� pUSTX A � PROIZWOLXNOE MNOVESTWO� B�A� � MNOVESTWO WSEH PODMNOVESTW

MNOVESTWA A� tOGDA

jB�A�j � �jAj�

�
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dOKAZATELXSTWO� dLQ PROIZWOLXNOGO PODMNOVESTWA B � A RASSMOTRIM HARAKTERISTI�ESKU�
FUNKCI� �TOGO PODMNOVESTWA�


B�a� �

�
�� ESLI a � B�
�� ESLI a �� B�

rASSMOTRIM SOOTWETSTWIE � IZ B�A� W X � f
B j B � Ag� KOTOROE KAVDOMU B � B�A�
STAWIT W SOOTWETSTWIE EGO HARAKTERISTI�ESKU� FUNKCI� 
B � lEGKO PONQTX� �TO ��B�A� � X
QWLQETSQ BIEKCIEJ� nO KAVDAQ HARAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ FAKTI�ESKI QWLQETSQ OTOBRAVENIEM

B�A � f�� �g� tAKIM OBRAZOM� IZ TEOREMY ����� kANTORA	bERN�TEJNA I OPREDELENIQ OPERACIJ
NAD KARDINALXNYMI �ISLAMI� SLEDUET jB�A�j � jX j � jf�� �gAj � �jAj� �

tEOREMA 	� mNOVESTWO B�A� WSEH PODMNOVESTW L�BOGO MNOVESTWA A IMEET MO�NOSTX�
STROGO B�OLX�U� MO�NOSTI MNOVESTWA A� TO ESTX

jAj � �jAj�

dOKAZATELXSTWO� eSLI POSTAWITX W SOOTWETSTWIE KAVDOMU �LEMENTU a � A ODNO�LEMENTNOE
PODMNOVESTWO fag MNOVESTWA A� TO POLU�IM BIEKCI� MNOVESTWA A NA SOBSTWENNOE PODMNOVEST	
WO B�A�� pO�TOMU jAj � jB�A�j�

pOKAVEM� �TO jAj �� jB�A�j� pREDPOLOVIM� �TO �TO NE TAK� TOGDA SU�ESTWUET BIEKCIQ � IZ A
NA B�A�� pUSTX

M � fa � A j a �� ��a�g�
tAK KAK M � A� TO M � B�A�� sLEDOWATELXNO� DOLVEN SU�ESTWOWATX �LEMENT m � A TAKOJ�
�TO ��m� � M � pOLU�AEM PROTIWORE�IE� ESLI m � M � TO m �� ��m� � M � A ESLI m �� M � TO
m � ��m� � M � �

tEOREMA �� pUSTX I � NEKOTOROE MNOVESTWO INDEKSOW I ai � a� DLQ L�BOGO i � I� tOGDAX
i�I

ai � jIja�

dOKAZATELXSTWO� pUSTX A � PROIZWOLXNOE MNOVESTWO TAKOE� �TO jAj � a� tOGDA� PO OPREDELE	
NI� UMNOVENIQ KARDINALXNYH �ISEL ������ jIja � jI � Aj� oBOZNA�IM �i� A� � f�i� a� j a � Ag� GDE
i � I� o�EWIDNO� �TO S

i�I
�i� A� � I � A� tAK KAK �i� A� 
 �j� A� � �� PRI i �� j I DLQ L�BOGO i � I

j�i� A�j � a� TO
P
i�I

ai � j S
i�I

�i� A�j � jI � Aj � jIja� �

sLEDSTWIE �� dLQ L�BOGO KARDINALXNOGO �ISLA a

a� a� � � �� �z �
��

� ��a�

pRIWEDEM SLEDU��U� WAVNU� TEOREMU BEZ DOKAZATELXSTWA�

tEOREMA �� dLQ L�BOGO BESKONE�NOGO KARDINALXNOGO �ISLA a � ��
��a � a� ���

sLEDSTWIE �� eSLI HOTQ BY ODNO IZ KARDINALXNYH �ISEL a� b BESKONE�NO� TO

a� b � max�a� b�

dOKAZATELXSTWO� pUSTX� NAPRIMER� a � b� tOGDA� PO USLOWI�� a � ��� w �TOM SLU�AE� ISPOLXZUQ
RAWENSTWO ���� POLU�IM

a � a� b � a� a � �a � ��a � a�

sLEDOWATELXNO� a� b � a� �

���� nOWYE TERMINY� kARDINALXNYE �ISLA� s�ETNOE MNOVESTWO� mO�NOSTX KONTINUU	
MA�

��



���� kONTROLXNYE WOPROSY�

�� qWLQETSQ LI IN�EKCIQ � IZ A W B BIEKCIEJ IZ A NA ��A� 	 B�

�� mOVET LI OB�EDINENIE KONE�NYH MNOVESTW BYTX BESKONE�NYM�

�� pUSTX a � jfa� b� c� dgj� b � jfa� b� hgj� �EMU RAWNO a� b�

�� oPI�ITE SPOSOB SRAWNENIQ KARDINALXNYH �ISEL�

�� pUSTX N� � MNOVESTWO WSEH �ETNYH NATURALXNYH �ISEL� sRAWNITE jN j I jN�j�

���� uPRAVNENIQ�

�� dOKAVITE TEOREMU ������

�� dOKAVITE� �TO DLQ L�BOGO n � N � �n� � ���
�� dOKAVITE� �TO �� � ����

zAMETIM� �TO WOPROS O SU�ESTWOWANII PROMEVUTO�NOJ MO�NOSTI MEVDU �� I �� NAZYWAETSQ
PROBLEMOJ KONTINUUMA� dOLGOE WREMQ ONA OSTAWALASX NERE�ENNOJ� oKAZALOSX� ODNAKO� �TO
KAK UTWERVDENIE O SU�ESTWOWANII KARDINALXNOGO �ISLA c TAKOGO� �TO �� � c � �� �GIPO�
TEZA KONTINUUMA�� TAK I EGO OTRICANIE SOWMESTIMO S OB�EPRINQTOJ AKSIOMATIKOJ TEORII
MNOVESTW�

�� dOKAVITE� �TO ESLI HOTQ BY ODNO IZ KARDINALXNYH �ISEL a� b BESKONE�NO� TO ab � max�a� b��

��



gLAWA II

oSNOWY KOMBINATORIKI

x �� oSNOWNOJ PRINCIP KOMBINATORIKI� pERESTANOWKI� RAZME�ENIQ

I SO�ETANIQ

oSNOWNOJ PRINCIP KOMBINATORIKI� kOLI�ESTWO PODMNOVESTW DANNOGO MNOVESTWA� rAZME�E�

NIQ I PERESTANOWKI� Ak

n� Pn� fORMULY DLQ WY�ISLENIQ Ak

n� Pn� sO�ETANIQ C
k

n � fORMULY DLQ

WY�ISLENIQ C k

n � nEKOTORYE SWOJSTWA SO�ETANIJ�

���� oSNOWNOJ PRINCIP KOMBINATORIKI� uSTANOWIM SNA�ALA O�ENX WAVNOE PRAWILO�
KOTOROE �ASTO PRIMENQETSQ PRI KOMBINATORNYH RAS�ETAH� nA�NEM S TAKOJ ZADA�I�

zADA�A �� iZ rOSTOWA	NA	dONU DO mOSKWY MOVNO DOBRATXSQ PAROHODOM� POEZDOM� AWTOBUSOM I
SAMOLETOM� iZ mOSKWY DO sANKT	pETERBURGA � POEZDOM� AWTOBUSOM I SAMOLETOM� sKOLXKIMI
SPOSOBAMI MOVNO OSU�ESTWITX PUTE�ESTWIE PO MAR�RUTU rOSTOW	NA	dONU � mOSKWA � sANKT	
pETERBURG�

rE�ENIE� o�EWIDNO� �TO �ISLO RAZLI�NYH PUTEJ IZ rOSTOWA	NA	dONU DO sANKT	pETERBURGA RAW	
NO � � � � ��� TAK KAK� WYBRAW ODIN IZ �ETYREH WOZMOVNYH SPOSOBOW PUTE�ESTWIQ OT rOSTOWA	NA	
dONU DO mOSKWY� IMEEM TRI WOZMOVNYH SPOSOBA PUTE�ESTWIQ OT mOSKWY DO sANKT	pETERBURGA
�RIS� ��� �

mOSKWA

ww w
rOSTOW	NA	dONU sANKT	pETERBURG

z z
PAROHOD POEZD

� �POEZD AWTOBUS� �

AWTOBUS SAMOLET

�

SAMOLET

rIS� �� sPOSOBY PUTE�ESTWIQ PO MAR�RUTU rOSTOW	NA	dONU � mOSKWA � sANKT	pETERBURG�

sOOBRAVENIQ� KOTORYE BYLI PRIWEDENY PRI RE�ENII ZADA�I �� POZWOLQ�T SFORMULIROWATX
SLEDU��EE PROSTOE UTWERVDENIE� KOTOROE BUDEM NAZYWATX OSNOWNYM PRAWILOM KOMBINATORIKI�

eSLI NEKOTORYJ WYBOR A MOVNO OSU�ESTWITX m RAZLI�NYMI SPOSOBAMI� A DLQ KAVDOGO IZ
�TIH SPOSOBOW NEKOTORYJ DRUGOJ WYBOR B MOVNO OSU�ESTWITX n SPOSOBAMI� TO WYBOR A I B �W
UKAZANNOM PORQDKE� MOVNO OSU�ESTWITX m � n SPOSOBAMI�

iNA�E GOWORQ� ESLI NEKOTOROE DEJSTWIE �NAPRIMER� WYBOR PUTI IZ rOSTOWA	NA	dONU DO mOS	
KWY� MOVNO OSU�ESTWITX m RAZLI�NYMI SPOSOBAMI� POSLE �EGO DRUGOE DEJSTWIE �WYBOR PUTI OT
mOSKWY DO sANKT	pETERBURGA� MOVNO OSU�ESTWITX n SPOSOBAMI� TO DWA DEJSTWIQ WMESTE �WYBOR
PUTI OT rOSTOWA	NA	dONU DO mOSKWY� ZATEM WYBOR PUTI OT mOSKWY DO sANKT	pETERBURGA� MOVNO
OSU�ESTWITX m � n SPOSOBAMI�

��



x �� oSNOWNOJ PRINCIP KOMBINATORIKI� pERESTANOWKI� RAZME�ENIQ I SO�ETANIQ

zADA�A �� w ROZYGRY�E PERWENSTWA STRANY PO FUTBOLU PRINIMA�T U�ASTIE �� KOMAND� sKOLX	
KIMI SPOSOBAMI MOGUT BYTX RASPREDELENY ZOLOTAQ I SEREBRQNAQ MEDALI�

rE�ENIE� zOLOTU� MEDALX MOVET POLU�ITX ODNA IZ �� KOMAND� pOSLE TOGO KAK OPREDELEN WLA	
DELEC ZOLOTOJ MEDALI� SEREBRQNU� MEDALX MOVET POLU�ITX ODNA IZ OSTAW�IHSQ �� KOMAND� sLE	
DOWATELXNO� OB�EE �ISLO SPOSOBOW� KOTORYMI MOGUT BYTX RASPREDELENY ZOLOTAQ I SEREBRQNAQ
MEDALI RAWNO �� � �� � ���� �

sFORMULIRUEM TEPERX OSNOWNOE PRAWILO KOMBINATORIKI �PRAWILO UMNOVENIQ� W OB�EM WIDE�
pUSTX TREBUETSQ WYPOLNITX ODNO ZA DRUGIM k DEJSTWIJ� eSLI PERWOE DEJSTWIE MOVNO

WYPOLNITX n� SPOSOBAMI� WTOROE DEJSTWIE � n� SPOSOBAMI� TRETXE DEJSTWIE � n� SPOSOBAMI
I TAK DALEE DO k�GO DEJSTWIQ� KOTOROE MOVNO WYPOLNITX k SPOSOBAMI� TO WSE k DEJSTWIJ
WMESTE MOGUT BYTX WYPOLNENY

n� � n� � n� � � � � � nk
SPOSOBAMI�

zADA�A 	� sKOLXKO �ETYREHZNA�NYH �ISEL MOVNO SOSTAWITX POLXZUQSX TOLXKO CIFRAMI �� �� ��
�� �� �� ESLI NI ODNA IZ CIFR NE POWTORQETSQ BOLEE ODNOGO RAZA�

rE�ENIE� pERWOJ CIFROJ �ISLA MOVET BYTX ODNA IZ � CIFR �� �� �� �� � �� NE MOVET BYTX PERWOJ
CIFROJ� TAK KAK W �TOM SLU�AE �ISLO NE BUDET �ETYREHZNA�NYM�� ESLI PERWAQ CIFRA WYBRANA�
TO WTORAQ MOVET BYTX WYBRANA � SPOSOBAMI� TRETXQ � � SPOSOBAMI� �ETWERTAQ � � SPOSOBAMI�
sOGLASNO OSNOWNOMU PRAWILU KOMBINATORIKI OB�EE �ISLO SPOSOBOW RAWNO � � � � � � � � ���� �

�ASTO UDAETSQ RAZBITX WSE IZU�AEMYE KOMBINACII NA NESKOLXKO KLASSOW� PRI�EM KAVDAQ KOM	
BINACIQ WHODIT W ODIN I TOLXKO ODIN KLASS� qSNO� �TO W �TOM SLU�AE OB�EE �ISLO KOMBINACIJ
RAWNO SUMME �ISEL KOMBINACIJ WO WSEH KLASSAH� �TO UTWERVDENIE NAZYWA�T INOGDA PRAWILOM
SUMMY� iNOGDA EGO FORMULIRU�T NESKOLXKO INA�E�

eSLI NEKOTORYJ OB�EKT A MOVNO WYBRATX m SPOSOBAMI� A DRUGOJ OB�EKT B MOVNO WY�
BRATX n SPOSOBAMI� TO WYBOR �LIBO A� LIBO B� MOVNO OSU�ESTWITX m � n SPOSOBAMI�

pRI ISPOLXZOWANII PRAWILA SUMMY W �TOJ POSLEDNEJ FORMULIROWKE NADO SLEDITX� �TOBY NI
ODIN IZ SPOSOBOW WYBORA OB�EKTA A NE SOWPADAL S KAKIM	NIBUDX SPOSOBOM WYBORA OB�EKTA B �ILI�
KAK MY GOWORILI RANX�E� �TOBY NI ODNA KOMBINACIQ NE POPALA W DWA RAZNYH KLASSA�� eSLI TAKIE
SOWPADENIQ ESTX� TO PRAWILO SUMMY UTRA�IWAET SILU� I MY POLU�AEM LI�X m � n � k SPOSOBOW
WYBORA� GDE k � �ISLO SOWPADENIJ�

kAK MY UWIDIM DALEE� KOMBINATORNYE ZADA�I BYWA�T SAMYH RAZNYH WIDOW� nO BOLX�INSTWO
ZADA� RE�AETSQ S POMO�X� DWUH OSNOWNYH PRAWIL � PRAWILA SUMMY I PRAWILA UMNOVENIQ�

zADA�A �� w sTRANE �UDES ESTX �ETYRE GORODA A� B� C� D� iZ GORODA A W GOROD B WEDET � DOROG�
A IZ GORODA B W GOROD D � � DOROGI� iZ GORODA A W GOROD C WEDET � DOROGI� A IZ GORODA C W
GOROD D � � DOROGI �RIS� ��� sKOLXKIMI SPOSOBAMI MOVNO PROEHATX OT A DO D�

�

�

�

�

A

B

D

C

rIS� �� kARTA DOROG sTRANY �UDES�

rE�ENIE� wYDELIM DWA SLU�AQ� PUTX PROHODIT �EREZ GOROD B ILI PUTX PROHODIT �EREZ GOROD C�
w KAVDOM IZ �TIH SLU�AEW LEGKO PODS�ITATX KOLI�ESTWO WOZMOVNYH MAR�RUTOW� W PERWOM � ���
WO WTOROM � �� sKLADYWAQ� POLU�IM OB�EE KOLI�ESTWO MAR�RUTOW � ��� �

��



gLAWA II� oSNOWY KOMBINATORIKI

���� kOLI�ESTWO PODMNOVESTW DANNOGO MNOVESTWA� wYQSNIM TEPERX� SKOLXKO WSEGO
PODMNOVESTW IMEET MNOVESTWO� SOSTOQ�EE IZ n �LEMENTOW �PUSTOE MNOVESTWO TAKVE QWLQETSQ
PODMNOVESTWOM DANNOGO MNOVESTWA��

tEOREMA �� �ISLO WSEH PODMNOVESTW MNOVESTWA IZ n �LEMENTOW RAWNO �n�

dOKAZATELXSTWO� pERENUMERUEM �LEMENTY DANNOGO MNOVESTWA� dLQ KAVDOGO PODMNOVESTWA PO	
STROIM POSLEDOWATELXNOSTX DLINY n IZ NULEJ I EDINIC PO SLEDU��EMU PRAWILU� NA k	M MESTE
PI�EM �� ESLI �LEMENT S NOMEROM k WHODIT W PODMNOVESTWO� I �� ESLI �LEMENT S NOMEROM k NE WHO	
DIT W PODMNOVESTWO� iTAK� KAVDOMU PODMNOVESTWU SOOTWETSTWUET SWOQ POSLEDOWATELXNOSTX NU	
LEJ I EDINIC� nAPRIMER� PUSTOMU MNOVESTWU SOOTWETSTWUET POSLEDOWATELXNOSTX IZ ODNIH NULEJ�
�ISLO WSEH WOZMOVNYH POSLEDOWATELXNOSTEJ DLINY n� SOSTAWLENNYH IZ NULEJ I EDINIC� SOGLASNO
OSNOWNOMU PRAWILU KOMBINATORIKI� � � � � � � � � �� �z �

n

� �n� sLEDOWATELXNO� I �ISLO WSEH PODMNOVESTW

DANNOGO MNOVESTWA RAWNO �n� �

��	� rAZME�ENIQ� oBOZNA�IM N� � f�� �� �� � � �g�

oPREDELENIE �� pUSTX n� k � N�� k � n I B � fb�� b�� � � � � bng� rAZME�ENIEM IZ n �LEMENTOW
MNOVESTWA B PO k �LEMENTOW NAZYWAETSQ WSQKAQ POSLEDOWATELXNOSTX DLINY k� SOSTAWLENNAQ
IZ NEPOWTORQ��IHSQ �LEMENTOW �TOGO MNOVESTWA�

o�EWIDNO� �TO KOLI�ESTWO WSEWOZMOVNYH RAZME�ENIJ IZ �LEMENTOW MNOVESTWA B PO k �LE	
MENTOW NE ZAWISIT OT PRIRODY �LEMENTOW MNOVESTWA B� pO �TOJ PRI�INE �EREZ Akn OBOZNA�IM
KOLI�ESTWO WSEWOZMOVNYH RAZME�ENIJ PO k �LEMENTOW n	�LEMENTNOGO MNOVESTWA�

pRIMER �� rASSMOTRIM MNOVESTWO B � f�� �� �� �g�nIVE PRIWEDENY WSE RAZME�ENIQ �TOGO MNO	
VESTWA PO � �LEMENTA�

��� �� ��� �� ��� �� ��� �� ��� �� ��� ��

��� �� ��� �� ��� �� ��� �� ��� �� ��� ��

tO ESTX A�
� � ���

tEOREMA �� �ISLO RAZME�ENIJ IZ n �LEMENTOW PO k RAWNO

Akn � n � �n � �� � � � � � �n � k � ���

dOKAZATELXSTWO� pODS�ITAEM KOLI�ESTWO WSEH POSLEDOWATELXNOSTEJ DLINY k� SOSTAWLENNYH IZ
NEPOWTORQ��IHSQ �LEMENTOW n	�LEMENTNOGO MNOVESTWA� nA PERWOM MESTE W POSLEDOWATELXNOSTI
MOVET STOQTX L�BOJ IZ n �LEMENTOW� NA WTOROM MESTE � L�BOJ IZ OSTAW�IHSQ n � � �LEMENTOW�
I TAK DALEE DO k	GO MESTA NA KOTOROM MOVNO POMESTITX L�BOJ IZ n� �k� �� �LEMENTOW� oTS�DA�
PO PRAWILU UMNOVENIQ� SLEDUET ISKOMAQ FORMULA� �

zADA�A �� sKOLXKIMI SPOSOBAMI MOVNO RASSADITX � U�A�IHSQ NA �� MESTAH�

rE�ENIE� iSKOMOE �ISLO SPOSOBOW RAWNO �ISLU RAZME�ENIJ IZ �� PO ��

A�
�� � �� � �� � �� � �� � ��� ���� �

zADA�A �� u�A�EMUSQ NEOBHODIMO SDATX � �KZAMENA NA PROTQVENII 
 DNEJ� sKOLXKIMI SPOSO	
BAMI �TO MOVNO SDELATX�

rE�ENIE� iSKOMOE �ISLO SPOSOBOW RAWNO �ISLU �	�LEMENTNYH POSLEDOWATELXNOSTEJ �DNI SDA�I
�KZAMENOW� MNOVESTWA IZ 
 �LEMENTOW� TO ESTXA�


 � 
������ � ��
� SPOSOBOW� eSLI IZWESTNO� �TO PO	
SLEDNIJ �KZAMEN BUDET SDAWATXSQ NA WOSXMOJ DENX� TO �ISLO SPOSOBOW RAWNO ��A�

� � ������� � 
����

��



x �� oSNOWNOJ PRINCIP KOMBINATORIKI� pERESTANOWKI� RAZME�ENIQ I SO�ETANIQ

���� pERESTANOWKI�

oPREDELENIE �� pUSTX n � N�� B � fb�� b�� � � � � bng� pERESTANOWKOJ IZ �LEMENTOW MNOVEST�
WA B NAZYWAETSQ WSQKOE RAZME�ENIE �TOGO MNOVESTWA PO n �LEMENTOW�

o�EWIDNO� �TO KOLI�ESTWO WSEWOZMOVNYH PERESTANOWOK MNOVESTWA B NE ZAWISIT OT PRIRODY
�LEMENTOW MNOVESTWA B� pO�TOMU KOLI�ESTWO PERESTANOWOK PROIZWOLXNOGO n	�LEMENTNOGO MNO	
VESTWA OBOZNA�IM �EREZ Pn�

pRIMER �� rASSMOTRIM TREH�LEMENTNOE MNOVESTWO B � f�� �� �g� wSE PERESTANOWKI �TOGO MNO	
VESTWA� ��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��� tAKIM OBRAZOM� P� � ��

bUDEM OBOZNA�ATX SIMWOLOM n� ��ITAETSQ ��N FAKTORIAL�� PROIZWEDENIE WSEH NATURALXNYH
�ISEL OT � DO n WKL��ITELXNO� n� � � � � � � � n� uDOBNO S�ITATX� �TO �� � ��

tEOREMA �� Pn � n��

dOKAZATELXSTWO� sOGLASNO OPREDELENI� PERESTANOWKI

Pn � Ann � n � �n� �� � � � � � � � n�� �

zADA�A �� sKOLXKIMI SPOSOBAMI MOVNO RAZMESTITX � KNIG NA POLKE�

rE�ENIE� �ISLO SPOSOBOW RASSTANOWKI KNIG RAWNO �ISLU SPOSOBOW UPORQDO�ENIQ MNOVESTWA�
SOSTOQ�EGO IZ � �LEMENTOW� TO ESTX

P� � � � � � � � � � � � ���� �

zADA�A �� sKOLXKIMI SPOSOBAMI MOVNO UPORQDO�ITX MNOVESTWO

f�� �� � � �� �ng
TAK� �TOBY KAVDOE �ETNOE �ISLO IMELO �ETNYJ NOMER�

rE�ENIE� �ETNYE �ISLA MOVNO RASSTAWITX NA MESTAH S �ETNYMI NOMERAMI �TAKIH MEST n� n�
SPOSOBAMI� KAVDOMU SPOSOBU RAZME�ENIQ �ETNYH �ISEL NA MESTAH S �ETNYMI NOMERAMI SOOTWET	
STWUET n� SPOSOBOW RAZME�ENIQ NE�ETNYH �ISEL NA MESTAH S NE�ETNYMI NOMERAMI� pO�TOMU OB�EE
�ISLO PERESTANOWOK UKAZANNOGO TIPA PO PRAWILU UMNOVENIQ RAWNO n� � n� � �n���� �

zADA�A 	� sKOLXKO MOVNO SOSTAWITX PERESTANOWOK IZ n �LEMENTOW� W KOTORYH DANNYE DWA �LE	
MENTA NE STOQT RQDOM�

rE�ENIE� oPREDELIM �ISLO PERESTANOWOK� W KOTORYH DANNYE DWA �LEMENTA a I b STOQT RQDOM�
mOGUT BYTX SLEDU��IE SLU�AI� a STOIT NA PERWOM MESTE� a STOIT NA WTOROM MESTE� � � � � a STOIT
NA �n� ��	M MESTE� A b STOIT PRAWEE a� �ISLO TAKIH SLU�AEW RAWNO n� �� kROME TOGO� a I b MOVNO
POMENQTX MESTAMI� I� SLEDOWATELXNO� SU�ESTWUET ��n � �� SPOSOBOW RAZME�ENIQ a I b RQDOM�
kAVDOMU IZ �TIH SPOSOBOW SOOTWETSTWUET �n���� PERESTANOWOK DRUGIH �LEMENTOW� sLEDOWATELXNO�
�ISLO PERESTANOWOK� W KOTORYH a I b STOQT RQDOM� RAWNO � � �n� �� � �n� ��� � � � �n� ���� pO�TOMU
ISKOMOE �ISLO PERESTANOWOK RAWNO n�� � � �n� ��� � �n � ��� � �n � ��� �

zADA�A �� sKOLXKIMI SPOSOBAMI MOVNO RASPOLOVITX NA �AHMATNOJ DOSKE 
 LADEJ TAK� �TOBY
ONI NE MOGLI BITX DRUG DRUGA�

rE�ENIE� pRI UKAZANNOM RASPOLOVENII LADEJ NA KAVDOJ WERTIKALI I KAVDOJ GORIZONTALI STO	
IT LI�X ODNA LADXQ� rASSMOTRIM ODNO IZ TAKIH RASPOLOVENIJ LADEJ� pUSTX a� � NOMER WERTIKA	
LI� W KOTOROJ STOIT LADXQ IZ PERWOJ GORIZONTALI� a� � NOMER WERTIKALI� W KOTOROJ STOIT LADXQ
IZ WTOROJ GORIZONTALI� � � � � a
 � NOMER WERTIKALI� W KOTOROJ STOIT LADXQ IZ WOSXMOJ GORIZONTA	
LI� tOGDA �a�� a�� � � � � a
� ESTX NEKOTORAQ PERESTANOWKA �ISEL �� �� � � � � 
� sREDI �ISEL a�� a�� � � � � a

NET NI ODNOJ PARY RAWNYH� INA�E DWE LADXI POPALI BY NA ODNU WERTIKALX� sLEDOWATELXNO� KAV	
DOMU RASPOLOVENI� LADEJ SOOTWETSTWUET OPREDELENNAQ PERESTANOWKA �ISEL �� �� � � �� 
� nAOBOROT�
KAVDOJ PERESTANOWKE �ISEL �� �� � � � � 
 SOOTWETSTWUET TAKOE RASPOLOVENIE LADEJ� PRI KOTOROM ONI
NE BX�T DRUG DRUGA�sLEDOWATELXNO� �ISLO ISKOMYH RASPOLOVENIJ LADEJ RAWNO P
 � 
� � �� �����

��



gLAWA II� oSNOWY KOMBINATORIKI

���� sO�ETANIQ�

oPREDELENIE �� pUSTX n� k � N�� k � n I B � fb�� b�� � � � � bng � n��LEMENTNOE MNOVESTWO�
wSQKOE k��LEMENTNOE PODMNOVESTWO B NAZYWAETSQ SO�ETANIEM IZ n �LEMENTOW �TOGO MNO�
VESTWA PO k �LEMENTOW�

sOWER�ENNO O�EWIDNO� �TO KOLI�ESTWO WSEWOZMOVNYH SO�ETANIJ PO k �LEMENTOW MNOVESTWA B
NE ZAWISIT OT PRIRODY �LEMENTOW MNOVESTWA B� w SILU �TOGO� KOLI�ESTWO WSEWOZMOVNYH SO�E	
TANIJ PROIZWOLXNOGO n	�LEMENTNOGO MNOVESTWA PO k �LEMENTOW OBOZNA�IM �EREZ Ck

n�

pRIMER �� rASSMOTRIM MNOVESTWO B � f�� �� �� �g� wSE SO�ETANIQ �TOGO MNOVESTWA PO � �LEMEN	
TA� f�� �g� f�� �g� f�� �g� f�� �g� f�� �g� f�� �g� tAKIM OBRAZOM� C�

� � ��

tEOREMA �� �ISLO WSEH k��LEMENTNYH PODMNOVESTW MNOVESTWA IZ n �LEMENTOW

Ck
n �

n � �n� �� � � � � � �n� k � ��

� � � � � � � � k �
n�

k��n� k�� � ���

dOKAZATELXSTWO� fORMULA DLQ �ISLA SO�ETANIJ LEGKO POLU�AETSQ IZ WYWEDENNYH RANNEE FOR	
MUL DLQ �ISLA RAZME�ENIJ I PERESTANOWOK� w SAMOM DELE� SOSTAWIM WNA�ALE WSE SO�ETANIQ IZ
n �LEMENTOW PO k� A POTOM PERESTAWIM WHODQ�IE W KAVDOE SO�ETANIE �LEMENTY WSEMI WOZMOVNY	
MI SPOSOBAMI� pRI �TOM POLU�ATSQ WSE RAZME�ENIQ IZ n �LEMENTOW PO k� PRI�EM KAVDOE TOLXKO PO
ODNOMU RAZU� nO IZ KAVDOGO k	SO�ETANIQ MOVNO SDELATX Pk PERESTANOWOK� A �ISLO �TIH SO�ETANIJ
RAWNO Ck

n� zNA�IT� SPRAWEDLIWA FORMULA

Akn � Pk �Ck
n�

oTS�DA NAHODIM� �TO

Ck
n �

Akn
Pk

�
n � �n � �� � � � � � �n� k � ��

k�
�

n�

k��n� k�� � �

zADA�A �� sKOLXKIMI SPOSOBAMI �ITATELX MOVET WYBRATX � KNIVKI IZ ��

rE�ENIE� iSKOMOE �ISLO SPOSOBOW RAWNO �ISLU �	�LEMENTNYH PODMNOVESTW �	�LEMENTNOGO MNO	
VESTWA�

C�
� �

��

�� � ��
� ��� �

zADA�A �� sKOLXKIMI SPOSOBAMI IZ � �ELOWEK MOVNO WYBRATX KOMISSI�� SOSTOQ�U� IZ � �ELO	
WEK�

rE�ENIE� �TOBY RASSMOTRETX WSE WOZMOVNYE KOMISSII� NUVNO RASSMOTRETX WSE WOZMOVNYE
�	�LEMENTNYE PODMNOVESTWA MNOVESTWA� SOSTOQ�EGO IZ � �ELOWEK� iSKOMOE �ISLO SPOSOBOW RAWNO

C�
� �

� � � � �
� � � � � � ��� �

zADA�A 	� w TURNIRE PRINIMALI U�ASTIE n �AHMATISTOW� I KAVDYE � �AHMATISTA WSTRETILISX
� RAZ� sKOLXKO PARTIJ BYLO W TURNIRE�

rE�ENIE� pARTIJ BYLO SYGRANO STOLXKO� SKOLXKO MOVNO WYDELITX �	�LEMENTNYH PODMNOVESTW
W MNOVESTWE IZ n �LEMENTOW� TO ESTX

C�
n �

n�n� ��

� � � � �

zADA�A �� w SKOLXKIH TO�KAH PERESEKA�TSQ DIAGONALI WYPUKLOGO n	UGOLXNIKA� ESLI NIKAKIE �
IZ NIH NE PERESEKA�TSQ W ODNOJ TO�KE�

��



x �� oSNOWNOJ PRINCIP KOMBINATORIKI� pERESTANOWKI� RAZME�ENIQ I SO�ETANIQ

rE�ENIE� kAVDOJ TO�KE PERESE�ENIQ DWUH DIAGONALEJ SOOTWETSTWUET � WER�INY n	UGOLXNIKA� A
KAVDYM � WER�INAM n	UGOLXNIKA SOOTWETSTWUET � TO�KA PERESE�ENIQ �TO�KA PERESE�ENIQ DIAGO	
NALEJ �ETYREHUGOLXNIKA S WER�INAMI W DANNYH � TO�KAH��pO�TOMU �ISLO WSEH TO�EK PERESE�ENIQ
RAWNO �ISLU SPOSOBOW� KOTORYMI SREDI n WER�IN MOVNO WYBRATX � WER�INY�

C�
n �

n�n� ���n� ���n� ��

� � � � � � � �
n�n� ���n� ���n� ��

��
� �

���� nEKOTORYE SWOJSTWA SO�ETANIJ�

tEOREMA �� iMEET MESTO RAWENSTWO

Ck
n � Ck

n�� � Ck��
n���

w SPRAWEDLIWOSTI �TOGO RAWENSTWA MOVNO UBEDITXSQ ISPOLXZUQ FORMULU

Ck
n �

n�

k��n� k�� �

sOWETUEM �ITATEL� PROWESTI �TO SAMOSTOQTELXNO� pRIWEDEM DRUGOE
dOKAZATELXSTWO� rASSMOTRIM NEKOTORYJ �LEMENT a MNOVESTWA A� SOSTOQ�EGO IZ n �LEMENTOW� I
WSE k	�LEMENTNYE PODMNOVESTWA MNOVESTWA A ��ISLO IH RAWNO Ck

n�� wSE k	�LEMENTNYE PODMNOVES	
TWA RAZDELIM NA � GRUPPY� PODMNOVESTWA� W SOSTAW KOTORYH WHODIT a� I PODMNOVESTWA� W SOSTAW
KOTORYH a NE WHODIT��ISLO PODMNOVESTW W PERWOJ GRUPPE RAWNO Ck��

n��� TAK KAK KAVDOE TAKOE POD	
MNOVESTWO POLU�AETSQ PRISOEDINENIEM K a NEKOTOROGO �k���	�LEMENTNOGO PODMNOVESTWA MNOVES	
TWAAnfag��ISLO PODMNOVESTW WO WTOROJ GRUPPE RAWNOCk

n��� TAK KAK KAVDOE TAKOE PODMNOVESTWO
ESTX k	�LEMENTNOE PODMNOVESTWO MNOVESTWA A n fag� sLEDOWATELXNO� Ck

n � Ck
n�� � Ck��

n��� �

tEOREMA �� iMEET MESTO RAWENSTWO

Ck
n � Cn�k

n �

dOKAZATELXSTWO� iMEEM�

Cn�k
n �

n�

�n � k���n� �n� k��� �
n�

�n � k��k� � Ck
n� �

tEOREMA 	� iMEET MESTO RAWENSTWO

Cn
n�m � Cm

n�m�

dOKAZATELXSTWO PROWODITSQ NEPOSREDSTWENNOJ PROWERKOJ S POMO�X� FORMULY ����

tEOREMA �� iMEET MESTO RAWENSTWO

nX
k	�

Ck
n � �n�

dOKAZATELXSTWO� w SAMOM DELE� POSKOLXKU Ck
n � �ISLO k	�LEMENTNYH PODMNOVESTW n	�LEMENT	

NOGO MNOVESTWA� TO SUMMA W LEWOJ �ASTI RAWENSTWA ESTX �ISLO WSEH PODMNOVESTW� KOTOROE RAW	
NO �n� �

���� nOWYE TERMINY� pRAWILO UMNOVENIQ �OSNOWNOE PRAWILO KOMBINATORIKI�� pRAWILO
SLOVENIQ� rAZME�ENIQ� pERESTANOWKI� sO�ETANIQ�

��



gLAWA II� oSNOWY KOMBINATORIKI

���� uPRAVNENIQ�

�� nA WER�INU GORY WEDET � DOROG� sKOLXKIMI SPOSOBAMI TURIST MOVET PODNQTXSQ NA GORU I
SPUSTITXSQ S NEE� dAJTE OTWET NA TOTVE SAMYJ WOPROS� ESLI POD�EM I SPUSK OSU�ESTWLQETSQ
RAZLI�NYMI PUTQMI�

�� sKOLXKO �ETYREHZNA�NYH �ISEL MOVNO SOSTAWITX IZ CIFR �� �� �� �� �� �� ESLI�

�a� CIFRY MOGUT POWTORQTXSQ�

�b� �ISLA DOLVNY BYTX NE�ETNYE �CIFRY MOGUT POWTORQTXSQ��

�� sKOLXKO TREHZNA�NYH �ISEL MOVNO SOSTAWITX IZ CIFR �� �� �� �� ��

�� sKOLXKO TREHZNA�NYH �ISEL MOVNO SOSTAWITX IZ CIFR �� �� �� �� �� ESLI KAVDU� IZ �TIH
CIFR MOVNO ISPOLXZOWATX NE BOLEE ODNOGO RAZA�

�� sKOLXKIMI SPOSOBAMI � �ELOWEK MOGUT RAZMESTITXSQ W O�EREDI W KASSU�

�� w KLASSE IZU�A�T �� PREDMETOW� w PONEDELXNIK � UROKOW� PRI�EM WSE UROKI RAZNYE� sKOLX	
KIMI SPOSOBAMI MOVNO SOSTAWITX RASPISANIE NA PONEDELXNIK�

�� sKOLXKO IMEETSQ PQTIZNA�NYH �ISEL� KOTORYE DELQTSQ NA ��


� fLAG SOSTAWLQETSQ IZ �� GORIZONTALXNYH POLOS KRASNOGO� BELOGO I GOLUBOGO CWETA� PRI�EM
L�BYE DWE SOSEDNIE POLOSY DOLVNY BYTX RAZNYH CWETOW� sKOLXKIMI SPOSOBAMI �TO MOVNO
OSU�ESTWITX�

� nA ODNOJ IZ BOKOWYH STORON TREUGOLXNIKA WZQTO n TO�EK� NA DRUGOJ � m TO�EK� kAVDAQ IZ
WER�IN PRI OSNOWANII TREUGOLXNIKA SOEDINENA PRQMYMI S TO�KAMI� WZQTYMI NA PROTIWO	
POLOVNOJ STORONE�

�a� sKOLXKO TO�EK PERESE�ENIQ �TIH PRQMYH OBRAZUETSQ WNUTRI TREUGOLXNIKA�

�b� nA SKOLXKO �ASTEJ DELQT TREUGOLXNIK �TI PRQMYE�

��� sKOLXKO ESTX DWUZNA�NYH �ISEL� U KOTORYH OBE CIFRY �ETNYE�

��� sKOLXKO ESTX PQTIZNA�NYH �ISEL� U KOTORYH WSE CIFRY NE�ETNYE�

��� sKOLXKO ESTX TREHZNA�NYH �ISEL� KOTORYE ZAPISYWA�TSQ S POMO�X� CIFR �� �� �� �� �� �� I
DELQTSQ NA ��

��� sKOLXKO ESTX PQTIZNA�NYH �ISEL� KOTORYE ODINAKOWO �ITA�TSQ SLEWA NAPRAWO I SPRAWA
NALEWO �NAPRIMER TAKIH� KAK ��
��� �������

��� � MALX�IKOW I � DEWO�EK SADQTSQ W RQD NA �� RASPOLOVENNYH PODRQD STULXEW� PRI�EM MALX	
�IKI SADQTSQ NA MESTA S NE�ETNYMI NOMERAMI� A DEWO�KI � NA MESTA S �ETNYMI NOMERAMI�
sKOLXKIMI SPOSOBAMI �TO MOVNO SDELATX�

��� w SELENII VIWUT ���� VITELEJ� dOKAZATX� �TO PO KRAJNEJ MERE DWOE IZ NIH IME�T ODINA	
KOWYE INICIALY�

��� sKOLXKIMI SPOSOBAMI MOVNO UPORQDO�ITX MNOVESTWO f�� � � � � ng TAK� �TOBY �ISLA �� �� �
STOQLI RQDOM I W PORQDKE WOZRASTANIQ�

��� w KOMNATE STUDEN�ESKOGO OB�EVITIQ VIWUT TROE STUDENTOW� u NIH ESTX � �A�KI� � BL�DEC�
I � �AJNYH LOVEK �WSE �A�KI� BL�DCA I LOVKI OTLI�A�TSQ DRUG OT DRUGA�� sKOLXKIMI
SPOSOBAMI ONI MOGUT NAKRYTX STOL DLQ �AEPITIQ �KAVDYJ POLU�AET ODNU �A�KU� ODNO
BL�DCE I ODNU LOVKU��

�
� sKOLXKIMI SPOSOBAMI IZ �� U�A�IHSQ MOVNO WYBRATX DELEGACI�� SOSTOQ�U� IZ � U�A�IH	
SQ�

�




x �� oSNOWNOJ PRINCIP KOMBINATORIKI� pERESTANOWKI� RAZME�ENIQ I SO�ETANIQ

�� w KOMNATE n LAMPO�EK� sKOLXKO WSEGO RAZNYH SPOSOBOW OSWE�ENIQ KOMNATY� PRI KOTORYH
GORIT ROWNO k LAMPO�EK� sKOLXKO WSEGO MOVET BYTX RAZLI�NYH SPOSOBOW OSWE�ENIQ KOMNA	
TY�

��� dANO n TO�EK� NIKAKIE � IZ KOTORYH NE LEVAT NA ODNOJ PRQMOJ� sKOLXKO PRQMYH MOVNO
PROWESTI� SOEDINQQ TO�KI POPARNO�

��� nA PLOSKOSTI PROWEDENO n PRQMYH TAK� �TO NIKAKIE � IZ NIH NE PARALLELXNY I NIKAKIE �
NE PERESEKA�TSQ W ODNOJ TO�KE�

�a� nAJTI KOLI�ESTWO TO�EK PERESE�ENIQ �TIH PRQMYH�

�b� sKOLXKO TREUGOLXNIKOW OBRAZU�T �TI PRQMYE�

�c� nA SKOLXKO �ASTEJ DELQT PLOSKOSTX �TI PRQMYE�

�d� sKOLXKO SREDI NIH OGRANI�ENNYH �ASTEJ I SKOLXKO NEOGRANI�ENNYH�

��� sKOLXKO IMEETSQ �ETYREHZNA�NYH �ISEL� U KOTORYH KAVDAQ SLEDU��AQ CIFRA BOLX�E PRE	
DYDU�EJ�

��� sKOLXKO IMEETSQ �ETYREHZNA�NYH �ISEL� U KOTORYH KAVDAQ SLEDU��AQ CIFRA MENX�E PRE	
DYDU�EJ�

��� pQTX DEWU�EK I TROE �NO�EJ IGRA�T W GORODKI� sKOLXKIMI SPOSOBAMI ONI MOGUT RAZBITXSQ
NA KOMANDY PO � �ELOWEKA W KAVDOJ KOMANDE� ESLI W KAVDOJ KOMANDE DOLVNO BYTX HOTQ BY
PO ODNOMU �NO�E�

��� u ODNOGO �ELOWEKA ESTX � KNIG PO MATEMATIKE� A U DRUGOGO �  KNIG� sKOLXKIMI SPOSOBAMI
ONI MOGUT OBMENQTX KNIGU ODNOGO NA KNIGU DRUGOGO�

��� tA VE SAMAQ ZADA�A� NO MENQ�TSQ DWE KNIGI ODNOGO NA DWE KNIGI DRUGOGO�

��� u MAMY � QBLOKA I � GRU�I� kAVDYJ DENX W TE�ENIE PQTI DNEJ PODRQD ONA WYDAET PO
ODNOMU FRUKTU� sKOLXKIMI SPOSOBAMI �TO MOVET BYTX SDELANO�

�
� iZ GRUPPY� SOSTOQ�EJ IZ � MUV�IN I � VEN�IN� NADO WYBRATX � �ELOWEK TAK� �TOBY SREDI
NIH BYLO NE MENEE DWUH VEN�IN� sKOLXKIMI SPOSOBAMI �TO MOVNO SDELATX�

�� rOTA SOSTOIT IZ � OFICEROW� � SERVANTOW I �� RQDOWYH� sKOLXKIMI SPOSOBAMI MOVNO oB	
RAZOWATX IZ NIH OTRQD� SOSTOQ�IJ IZ ODNOGO OFICERA� DWUH SERVANTOW I �� RQDOWYH� tA VE
ZADA�A� ESLI W OTRQD DOLVEN WOJTI KOMANDIR ROTY I STAR�IJ IZ SERVANTOW�

�



x �� rAZME�ENIQ� PERESTANOWKI I SO�ETANIQ S POWTORENIQMI� bINOM

nX�TONA I POLINOMIALXNAQ FORMULA

rAZME�ENIQ S POWTORENIQMI A
k

n� pERESTANOWKI S POWTORENIQMI� pOLINOMIALXNYE KO�FFICI�

ENTY� sO�ETANIQ S POWTORENIQMI f kn � fORMULY DLQ WY�ISLENIQ A
k

n� POLINOMIALXNYH KO�F�

FICIENTOW I f kn � bINOM nX�TONA� tREUGOLXNIK pASKALQ� pOLINOMIALXNAQ TEOREMA�

���� rAZME�ENIQ S POWTORENIQMI�

oPREDELENIE �� pUSTX n� k � N� I B � fb�� b�� � � � � bng� rAZME�ENIEM S POWTORENIQMI IZ n
�LEMENTOW MNOVESTWA B PO k �LEMENTOW NAZYWAETSQ WSQKAQ POSLEDOWATELXNOSTX DLINY k�
SOSTAWLENNAQ IZ �LEMENTOW �TOGO MNOVESTWA �W POSLEDOWATELXNOSTI WOZMOVNY POWTORQ��
�IESQ �LEMENTY��

o�EWIDNO� �TO KOLI�ESTWO WSEWOZMOVNYH RAZME�ENIJ S POWTORENIQMI IZ �LEMENTOW MNOVES	

TWA B PO k �LEMENTOW NE ZAWISIT OT PRIRODY �LEMENTOW MNOVESTWA B� pO �TOJ PRI�INE �EREZ A
k

n

OBOZNA�IM KOLI�ESTWO WSEWOZMOVNYH RAZME�ENIJ S POWTORENIQMI n	�LEMENTNOGO MNOVESTWA PO k
�LEMENTOW�

pRIMER �� pUSTX C � fa� b� cg� wSE RAZME�ENIQ S POWTORENIQMI PO � �TOGO MNOVESTWA� �a� a��
�a� b�� �a� c�� �b� a�� �b� b�� �b� c�� �c� a�� �c� b�� �c� c��

tAKIM OBRAZOM� A
�
� � �

tEOREMA �� �ISLO RAZME�ENIJ S POWTORENIQMI

A
k

n � nk�

dOKAZATELXSTWO� �	YM �LEMENTOM POSLEDOWATELXNOSTI MOVET BYTX L�BOJ IZ n �LEMENTOW MNO	
VESTWA� �	YM � TAKVE L�BOJ IZ n �LEMENTOW I T� D�� DO k	GO �LEMENTA POSLEDOWATELXNOSTI�

oTS�DA� PO PRAWILU UMNOVENIQ� A
k

n � n � n � � � � � n� �z �
k

� nk� �

zADA�A �� dLQ ZAPIRANIQ SEJFOW I AWTOMATI�ESKIH KAMER HRANENIQ PRIMENQ�T SEKRETNYE ZAM	
KI� KOTORYE OTKRYWA�TSQ LI�X TOGDA� KOGDA NABRANO NEKOTOROE �TAJNOE SLOWO�� �TO SLOWO NABI	
RA�T S POMO�X� ODNOGO ILI NESKOLXKIH DISKOW� NA KOTORYH NANESENY BUKWY �ILI CIFRY�� pUSTX
NA DISK NANESENY �� BUKW� A SEKRETNOE SLOWO SOSTOIT IZ � BUKW� sKOLXKO NEUDA�NYH POPYTOK
MOVET BYTX SDELANO �ELOWEKOM NE ZNA��IM SEKRETNOGO SLOWA�

rE�ENIE� oB�EE �ISLO KOMBINACIJ RAWNO

A
�
�� � ��� � ��

���

zNA�IT� NEUDA�NYH POPYTOK MOVET BYTX ��

��� wPRO�EM� OBY�NO SEJFY DELA�T TAK� �TO POSLE
PERWOJ VE NEUDA�NOJ POPYTKI OTKRYTX IH RAZDAETSQ SIGNAL TREWOGI� �

���� pERESTANOWKI S POWTORENIQMI�

oPREDELENIE �� pUSTX n � N�� B � fb�� b�� � � � � bng� pERESTANOWKOJ c POWTORENIQMI IZ �LE�
MENTOW MNOVESTWA B NAZYWAETSQ WSQKOE RAZME�ENIE S POWTORENIQMI DLINY n�

pUSTX k�� k�� � � � � km � CELYE NEOTRICATELXNYE �ISLA� PRI�EM k� � k� � � � �� km � n� �ISLO
PERESTANOWOK S POWTORENIQMI� W KOTORYH m RAZLI�NYH �LEMENTOW MNOVESTWA B I ki �LEMENTOW
i	GO WIDA �i � �� �� � � ��m� NE ZAWISIT OT PRIRODY �LEMENTOW MNOVESTWA B� pO�TOMU �ISLO TAKIH
PERESTANOWOK BUDEM OBOZNA�ATX �EREZ Cn�k�� k�� � � � � km�� �ISLA Cn�k�� k�� � � � � km� NAZYWA�TSQ PO�
LINOMIALXNYMI KO�FFICIENTAMI�

pRIMER �� pUSTX A � fa� b� c� dg� tOGDA SOOTWETSTWU��IE PERESTANOWKI S POWTORENIQMI W KO	
TORYH � �LEMENT a I � �LEMENTA b �m � �� k� � �� k� � ��� �a� b� b� b�� �b� a� b� b�� �b� b� a� b�� �b� b� b� a��

tO ESTX C���� �� � ��

��



x �� rAZME�ENIQ� PERESTANOWKI I SO�ETANIQ S POWTORENIQMI� bINOM nX�TONA I POLINOMIALXNAQ FORMULA

tEOREMA �� pUSTX k�� k�� � � � � km � CELYE NEOTRICATELXNYE �ISLA� PRI�EM k��k��� � ��km � n�
�ISLO RAZLI�NYH PERESTANOWOK� KOTORYE MOVNO SOSTAWITX IZ n �LEMENTOW� SREDI KOTORYH

IMEETSQ k� �LEMENTOW PERWOGO TIPA� k� �LEMENTOW WTOROGO TIPA� � � � � km �LEMENTOW m�GO
TIPA �POLINOMIALXNYJ KO�FFICIENT� RAWNO

Cn�k�� k�� � � � � km� �
n�

k�� � k�� � � � � � km�
�

dOKAZATELXSTWO� rASSMOTRIM ODNU PERESTANOWKU I ZAMENIM W NEJ WSE ODINAKOWYE �LEMENTY
RAZNYMI� tOGDA �ISLO RAZLI�NYH PERESTANOWOK� KOTORYE MOVNO SOSTAWITX IZ RASSMATRIWAEMOJ
PERESTANOWKI� RAWNO k�� � k�� � � � � � km�� pRODELAW �TO DLQ KAVDOJ PERESTANOWKI� POLU�IM n� PERE	
STANOWOK� sLEDOWATELXNO�

Cn�k�� k�� � � � � km� � k�� � k�� � � � � � km� � n��

�TO I DOKAZYWAET UTWERVDENIE TEOREMY� �
pOLINOMIALXNYE KO�FFICIENTY IME�T E�E ODNU O�ENX WAVNU� KOMBINATORNU� INTERPRETA	

CI�� pUSTX IMEETSQ n BUKW� k� BUKW a�� k� BUKW a�� � � � � km BUKW am �k��k�� � � ��km � n�� �ISLO
RAZLI�NYH SLOW� KOTORYE MOVNO SOSTAWITX IZ �TIH BUKW� O�EWIDNO� RAWNO

Cn�k�� k�� � � � � km� �
n�

k�� � k�� � � � � � km�
�

zADA�A �� sKOLXKO RAZLI�NYH SLOW MOVNO SOSTAWITX� PERESTAWLQQ BUKWY SLOWA �MATEMATIKA��

rE�ENIE� �ISLO RAZLI�NYH SLOW RAWNO

C����� �� �� ���� �� �
���

�� � �� � ��
� ������� �

zADA�A �� sKOLXKIMI SPOSOBAMI MOVNO RAZDELITX m�n� s PREDMETOW NA � GRUPPY TAK� �TOBY
W PERWOJ GRUPPE BYLO m PREDMETOW� WO WTOROJ � n PREDMETOW� W TRETXEJ � s PREDMETOW�

rE�ENIE� iSKOMOE �ISLO SPOSOBOW RAWNO

Cm�n�s�m�n� s� �
�m � n� s��

m� � n� � s� � �

��	� sO�ETANIQ S POWTORENIQMI�

oPREDELENIE �� pUSTX k � N�� n � N � sO�ETANIEM IZ n �LEMENTOW PO k �LEMENTOW S PO�
WTORENIQMI NAZYWAETSQ SOWOKUPNOSTX� SODERVA�AQ k �LEMENTOW� PRI�EM KAVDYJ �LEMENT

PRINADLEVIT K ODNOMU IZ n TIPOW�

�ISLO SO�ETANIJ IZ n �LEMENTOW PO k �LEMENTOW S POWTORENIQMI OBOZNA�AETSQ fkn �

pRIMER �� iZ TREH BUKW a� b� c MOVNO SOSTAWITX TAKIE SO�ETANIQ PO DWA S POWTORENIQMI� aa�
bb� cc� ac� bc� ab� tAKIM OBRAZOM� f�� � ��

tEOREMA �� �ISLO RAZLI�NYH SO�ETANIJ IZ n �LEMENTOW PO k �LEMENTOW S POWTORENIQMI RAW�
NO

fkn � Cn��
n�k�� � Ck

n�k���

dOKAZATELXSTWO� kAVDOE SO�ETANIE POLNOSTX� OPREDELQETSQ� ESLI UKAZATX� SKOLXKO �LEMENTOW
KAVDOGO IZ n TIPOW W NEGO WHODIT� pOSTAWIM W SOOTWETSTWIE KAVDOMU SO�ETANI� POSLEDOWA	
TELXNOSTX NULEJ I EDINIC� SOSTAWLENNU� PO TAKOMU PRAWILU� NAPI�EM PODRQD STOLXKO EDINIC�
SKOLXKO �LEMENTOW PERWOGO TIPA WHODIT W SO�ETANIE� DALEE POSTAWIM NULX I POSLE NEGO NAPI�EM

��



gLAWA II� oSNOWY KOMBINATORIKI

STOLXKO EDINIC� SKOLXKO �LEMENTOW WTOROGO TIPA WHODIT W SO�ETANIE I T� D� nAPRIMER� NAPISAN	
NYM WY�E SO�ETANIQM IZ TREH BUKW PO DWE BUDUT SOOTWETSTWOWATX TAKIE POSLEDOWATELXNOSTI�

����� ����� ����� ����� ����� �����

tAKIM OBRAZOM� KAVDOMU SO�ETANI� IZ n �LEMENTOW PO k �LEMENTOW S POWTORENIQMI SOOTWET	
STWUET POSLEDOWATELXNOSTX IZ k EDINIC I n � � NULEJ� I NAOBOROT� PO KAVDOJ TAKOJ POSLEDOWA	
TELXNOSTI ODNOZNA�NO WOSSTANAWLIWAETSQ TAKOE SO�ETANIE� pO�TOMU �ISLO SO�ETANIJ IZ n PO k S
POWTORENIQMI RAWNO �ISLU POSLEDOWATELXNOSTEJ IZ k EDINIC I n� � NULEJ�

rASSMOTRIM MNOVESTWO A POSLEDOWATELXNOSTEJ �x�� x�� � � � � xk�n���� GDE �ISLA xi PRINIMA�T
TOLXKO ZNA�ENIQ � ILI � I SREDI NIH ROWNO k EDINIC� �TOBY WY�ISLITX �ISLO �LEMENTOW MNO	
VESTWA A� OBRATIM WNIMANIE� �TO ONO RAWNOMO�NO MNOVESTWU WSEH k	�LEMENTNYH PODMNOVESTW
MNOVESTWA f�� �� � � � � k�n��g� PODMNOVESTWO �ISEL fi�� � � � � ikg SOOTWETSTWUET TOJ POSLEDOWATELX	
NOSTI �x�� � � � � xk�n���� U KOTOROJ xi� � �� � � � � xik � �� sLEDOWATELXNO� jAj � Ck

k�n��� �

pRIMER �� kOSTI DOMINO MOVNO RASSMATRIWATX KAK SO�ETANIQ S POWTORENIQMI IZ SEMI CIFR ��
�� �� �� �� �� � PO DWE� �ISLO WSEH TAKIH SO�ETANIJ RAWNO

f�� � C�

 �


 � �
�

� �
�

zADA�A �� sKOLXKO CELYH NEOTRICATELXNYH RE�ENIJ IMEET URAWNENIE

x� � x� � � � �� xn � k�

rE�ENIE� eSLI IMEEM CELYE NEOTRICATELXNYE �ISLA x�� � � � � xn TAKIE� �TO x� � � � �� xn � k� TO
MOVEM SOSTAWITX SO�ETANIE IZ n �LEMENTOW PO k S POWTORENIQMI WZQW x� �LEMENTOW PERWOGO TIPA�
x� � WTOROGO TIPA� � � � � xn � n	GO TIPA� nAOBOROT� IMEQ SO�ETANIE IZ n �LEMENTOW PO k� POLU�IM
RE�ENIE URAWNENIQ x��� � ��xn � k �x� �LEMENTOW PERWOGO TIPA� x� � WTOROGO TIPA� � � � � xn � n	GO
TIPA� W CELYH NEOTRICATELXNYH �ISLAH� sLEDOWATELXNO� SU�ESTWUET BIEKCIQ MEVDU MNOVESTWOM
WSEH SO�ETANIJ IZ n �LEMENTOW PO k S POWTORENIQMI I MNOVESTWOM WSEH CELYH NEOTRICATELXNYH
RE�ENIJ URAWNENIQ x� � � � �� xn � k� pO�TOMU �ISLO RE�ENIJ RAWNO fkn � Cn��

n�k�� � Ck
n�k��� �

���� bINOM nX�TONA� iZWESTNO� �TO

�a� b�� � a� � �ab� b��

�a� b�� � a� � �a�b� �ab� � b��

kAK RASKRYWATX SKOBKI PRI WY�ISLENII WYRAVENIQ �a � b�n� oTWET NA �TOT WOPROS DAET
SLEDU��AQ

tEOREMA �� iMEET MESTO RAWENSTWO

�a� b�n � C�
na

nb� � C�
na

n��b� � � � ��Ck
na

n�kbk � � � �� Cn
na

�bn� ���

GDE Ck
n �

n�

k��n� k�� �

fORMULU ��� MOVNO ZAPISATX W WIDE

�a� b�n �
nX

k	�

Ck
na

n�kbk�

dOKAZATELXSTWO� pEREMNOVIM POSLEDOWATELXNO �a � b� n RAZ� tOGDA POLU�IM SUMMU �n SLAGA	
EMYH WIDA d� � � �dn� GDE di �i � �� � � � � n� RAWNO LIBO a� LIBO b� rAZOBXEM WSE SLAGAEMYE NA n � �
GRUPPU B�� � � � � Bn� OTNESQ K Bk WSE TE PROIZWEDENIQ� W KOTORYH b WSTRE�AETSQ MNOVITELEM k RAZ�

��
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A a � �n � k� RAZ� �ISLO PROIZWEDENIJ W Bk RAWNO� O�EWIDNO� Ck
n �TAKIM �ISLOM SPOSOBOW SRE	

DI n MNOVITELEJ d�� d�� � � � � dn MOVNO WYBRATX k MNOVITELEJ� KOTORYE BUDUT RAWNY b�� A KAVDOE
SLAGAEMOE W Bk RAWNO an�kbk� pO�TOMU

�a� b�n �
nX

k	�

Ck
na

n�kbk�

tEOREMA DOKAZANA� �
�TU TEOREMU INOGDA NAZYWA�T BINOMIALXNOJ TEOREMOJ� A �ISLA Ck

n � BINOMIALXNYMI KO�F�
FICIENTAMI� rAWENSTWO ��� �ASTO NAZYWA�T BINOMOM nX�TONA�

nAPOMNIM SLEDU��EE WAVNOE SWOJSTWO BINOMIALXNYH KO�FFICIENTOW�

Ck
n�� � Ck

n � Ck��
n � ���

oNO BYLO USTANOWLENO W P� II�����
rAWENSTWO ��� POKAZYWAET� �TO BINOMIALXNYE KO�FFICIENTY MOVNO POSLEDOWATELXNO WYPI	

SYWATX W WIDE TREUGOLXNOJ TABLICY� KOTORAQ NAZYWAETSQ TREUGOLXNIKOM pASKALQ�

� � n � �

� � � n � �

� � � � n � �

� � � � � n � �

� � �� �� � � n � �

� � �

w n	OJ STROKE TREUGOLXNIKA pASKALQ STOQT KO�FFICIENTY RAZLOVENIQ �a� b�n� PRI�EM KAV	
DYJ KO�FFICIENT� KROME KRAJNIH DWUH� KOTORYE RAWNY �� RAWEN SUMME SOOTWETSTWU��IH KO�F	
FICIENTOW IZ PREDYDU�EJ STROKI�

���� pOLINOMIALXNAQ TEOREMA� rASSMOTRIM WOPROS O TOM� KAK RASKRYWATX SKOBKI PRI
WY�ISLENII WYRAVENIQ WIDA

�a� � a� � � � �� ak�n�

oTWET NA �TOT WOPROS DAET SLEDU��AQ

tEOREMA �� wYRAVENIE
�a� � a� � � � �� ak�n

RAWNO SUMME WSEH WOZMOVNYH SLAGAEMYH WIDA

n�

r��r�� � � � rk�
ar�� a

r�
� � � � a

rk
k �

GDE r� � r� � � � �� rk � n� TO ESTX

�a� � a� � � � �� ak�n �
X

r��������rk��

r������rk	n

n�

r��r�� � � �rk�
ar�� a

r�
� � � � a

rk
k � ���

dOKAZATELXSTWO� pEREMNOVIM POSLEDOWATELXNO a��� � ��ak n RAZ� tOGDA POLU�IM kn SLAGAEMYH
WIDA d� � � �dn� GDE KAVDYJ MNOVITELX di RAWEN ILI a�� ILI a�� � � � � ILI ak� oBOZNA�IM �EREZ
B�r�� � � � � rk� SOWOKUPNOSTX WSEH TEH SLAGAEMYH� GDE a� WSTRE�AETSQ MNOVITELEM r� RAZ� a� �
r� RAZ� � � � � ak � rk RAZ� �ISLO TAKIH SLAGAEMYH RAWNO Cn�r�� � � � � rk� �SM� P� II������� nO

Cn�r�� � � � � rk� �
n�

r��r�� � � � rk�
�

��



gLAWA II� oSNOWY KOMBINATORIKI

sLEDOWATELXNO�

�a� � a� � � � �� ak�n �
X

r��������rk��

r������rk	n

n�

r��r�� � � � rk�
ar�� a

r�
� � � �a

rk
k � �

dANNAQ TEOREMA NAZYWAETSQ POLINOMIALXNOJ�
pRI n � � RAWENSTWO ��� PRINIMAET WID

�a� � a��
n �

nX
r	�

n�

r��n� r��a
n�r
� ar��

tAKIM OBRAZOM� FORMULA BINOMA nX�TONA QWLQETSQ �ASTNYM SLU�AEM POLINOMIALXNOJ FOR	
MULY�

���� bINOMIALXNYE TOVDESTWA� �ISLA Ck
n IME�T RQD WAVNYH SWOJSTW� uKAVEM NEKO	

TORYE IZ NIH I USTANOWIM RQD INTERESNYH TOVDESTW� KOTORYM UDOWLETWORQ�T BINOMIALXNYE
KO�FFICIENTY�

rASSMOTRIM SLEDU��IE RAWENSTWA�

Ck
n � Cn�k

n � ���

Ck
n�� � Ck

n �Ck��
n � ���

C�
n � C�

n � � � ��Cn
n � �n� ���

C�
n � C�

n � C�
n � � � �� ����nCn

n � �� ���

rAWENSTWO ��� LEGKO PROWERQETSQ WY�ISLENIEM� rAWENSTWA ��� I ��� BYLI POLU�ENY RANEE
�RAWENSTWO ��� MOVNO POLU�ITX TAKVE WZQW W FORMULE BINOMA a � b � ��� eSLI W FORMULE BINOMA
nX�TONA POLOVITX a � �� b � ��� TO POLU�IM RAWENSTWO ����

���� nOWYE TERMINY� rAZME�ENIQ S POWTORENIQMI� pERESTANOWKI S POWTORENIQMI� sO�E	
TANIQ S POWTORENIQMI� pOLINOMIALXNYE KO�FFICIENTY� bINOM nX�TONA� tREUGOLXNIK pASKALQ�
bINOMIALXNYE KO�FFICIENTY� pOLINOMIALXNAQ TEOREMA� bINOMIALXNYE TOVDESTWA�

���� uPRAVNENIQ�

�� sKOLXKO RAZLI�NYH SLOW MOVNO SOSTAWITX� PERESTAWLQQ BUKWY SLOWA �MAMA�� nAPI�ITE
WSE �TI SLOWA�

�� sKOLXKO PQTIBUKWENNYH SLOW MOVNO SOSTAWITX IZ BUKW a� b� c� ESLI IZWESTNO� �TO BUKWA a
WSTRE�AETSQ W SLOWE NE BOLEE DWUH RAZ� BUKWA b � NE BOLEE ODNOGO RAZA� BUKWA c � NE BOLEE
TREH RAZ�

�� nAPI�ITE WSE SO�ETANIQ S POWTORENIQMI IZ TREH PREDMETOW a� b� c PO ��

�� sKOLXKIMI SPOSOBAMI MOVNO WYBRATX � ODINAKOWYH ILI RAZNYH PIROVNYH W KONDITERSKOJ�
GDE ESTX �� RAZNYH SORTOW PIROVNYH�

�� sKOLXKO CELYH POLOVITELXNYH KORNEJ IMEET URAWNENIE

x� � � � �� xm � n�

�� sKOLXKO CELYH NEOTRICATELXNYH RE�ENIJ IMEET NERAWENSTWO

x� � � � �� xm � n�

��
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�� sKOLXKIMI SPOSOBAMI MOVNO RAZDATX �
 RAZLI�NYH PREDMETOW � U�ENIKAM TAK� �TOBY �ET	
WERO IZ NIH POLU�ILI PO � PREDMETA� A PQTYJ� � PREDMETA�tA VE ZADA�A� NO TROE POLU�A�T
PO � PREDMETA� A DWOE � PO � PREDMETA�


� sKOLXKIMI SPOSOBAMI MOVNO RASSTAWITX �� BELYH I �� �ERNYH �A�EK NA �ERNYE POLQ
DOSKI TAK� �TOBY �TO POLOVENIE BYLO SIMMETRI�NO OTNOSITELXNO CENTRA DOSKI�

� sKOLXKIMI SPOSOBAMI DWA �ELOWEKA MOGUT RAZDELITX �n PREDMETOW ODNOGO WIDA� �n PREDME	
TOW WTOROGO WIDA I �n PREDMETOW TRETXEGO WIDA TAK� �TOBY KAVDYJ POLU�IL PO �n PREDME	
TOW�

��� nAJTI �ISLO WSEH RAZBIENIJ n	�LEMENTNOGO MNOVESTWA�

��� uKAZATX NAIBOLX�EE SREDI �ISEL Ck
n �k � �� �� � � � � n��

��� nAJTI n� ESLI IZWESTNO� �TO W RAZLOVENII �� � x�n KO�FFICIENTY PRI x� I x�� RAWNY�

��� sKOLXKO RACIONALXNYH �LENOW SODERVIT RAZLOVENIE

�
p

� �
�
p

������

��� pOLXZUQSX POLINOMIALXNOJ TEOREMOJ� WY�ISLITX �x� y � z���

��� �EMU RAWEN KO�FFICIENT PRI x�y�z� W WYRAVENII �x� y � z���

��� dOKAZATX� �TO �ISLA C�
p � C

�
p� � � � � C

p��
p DELQTSQ NA p� ESLI p � PROSTOE �ISLO�

��� dOKAZATX� �TO RAZNOSTX ap � a PRI L�BOM CELOM a DELITSQ NA p� ESLI p � PROSTOE �ISLO
�MALAQ TEOREMA fERMA��

�
� w KLASSE �n PREDMETOW� wSE U�ENIKI U�ATSQ NA � I �� nIKAKIE � IZ NIH NE U�ATSQ ODINAKOWO�
NI O KAKIH DWUH IZ NIH NELXZQ SKAZATX� �TO ODIN IZ NIH U�ITSQ LU��E DRUGOGO� dOKAZATX�
�TO �ISLO U�ENIKOW W KLASSE NE PREWY�AET Cn

�n�

�� wY�ISLITX SUMMU� C�
n � C�

n � C
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��� wY�ISLITX SUMMU� C�
n � C�

n � C�
n � � � �
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gLAWA III

aLGEBRA WYSKAZYWANIJ

x �� pOSTROENIE ALGEBRY WYSKAZYWANIJ

wYSKAZYWANIQ� PROSTYE� SOSTAWNYE� KONKRETNYE I PEREMENNYE� lOGI�ESKIE OPERACII NAD WY�
SKAZYWANIQMI� fORMULY� LOGI�ESKIE WOZMOVNOSTI FORMULY� tOVDESTWENNO ISTINNYE� TOV�
DESTWENNO LOVNYE I RAWNOSILXNYE FORMULY� tABLICY ISTINNOSTI� sWOJSTWA OPERACIJ NAD

WYSKAZYWANIQMI� aLGEBRA WYSKAZYWANIJ�

���� pROSTYE I SOSTAWNYE WYSKAZYWANIQ� wYSKAZYWATELXNYE PEREMENNYE� pO	
NQTIE WYSKAZYWANIQ QWLQETSQ ODNIM IZ PERWI�NYH NEOPREDELQEMYH PONQTIJ W MATEMATIKE�oPRE	
DELENNOE PREDSTAWLENIE O SMYSLE �TOGO PONQTIQ DAET SLEDU��EE EGO OPISANIE� wYSKAZYWANIE �
�TO PREDLOVENIE� OTNOSITELXNO KOTOROGO IMEET SMYSL UTWERVDATX� ISTINNO ONO ILI LOVNO�
tAKIM OBRAZOM� OTLI�ITELXNOJ OSOBENNOSTX� WYSKAZYWANIJ QWLQETSQ WOZMOVNOSTX PRINIMATX
ODNO IZ DWUH ZNA�ENIJ� ISTINA � �� ILI LOVX � �� �TI ZNA�ENIQ NAZYWA�TSQ ISTINNOSTNYMI
ZNA�ENIQMI�

wYSKAZYWANIQ MOGUT BYTX PROSTYMI ILI SOSTAWNYMI�
eSLI W WYSKAZYWANII A NELXZQ WYDELITX NEKOTORU� �ASTX� KOTORAQ SAMA QWLQETSQ WYSKA�

ZYWANIEM I NE SOWPADAET PO SMYSLU S WYSKAZYWANIEM A� TO A NAZYWAETSQ PROSTYM WYSKAZY�
WANIEM� w PROTIWNOM SLU�AE WYSKAZYWANIE A NAZYWAETSQ SOSTAWNYM�

pROSTYE WYSKAZYWANIQ �A W NEKOTORYH SLU�AQH I SOSTAWNYE� BUDEM OBOZNA�ATX BOLX�IMI BUK	
WAMI LATINSKOGO ALFAWITA� A FAKT ISTINNOSTI ILI LOVNOSTI WYSKAZYWANIQ� A � � ILI A � ��
pODOBNO TOMU� KAK W �KOLXNOJ MATEMATIKE RASSMATRIWALISX KONKRETNYE �ISLA I NEIZWESTNYE
ILI PEREMENNYE �ISLA� OBOZNA�ENNYE TOJ ILI INOJ BUKWOJ� TAK I ZDESX MY BUDEM RASSMATRIWATX
WSQKU� BOLX�U� BUKWU LATINSKOGO ALFAWITA KAK NEKOTOROE PEREMENNOE WYSKAZYWANIE� KOTOROE
MOVET PRINIMATX ZNA�ENIQ � ILI � � ESLI NE SKAZANO� �TO DANNAQ BUKWA OBOZNA�AET KAKOE	TO KON	
KRETNOE WYSKAZYWANIE� bUKWY� OBOZNA�A��IE PEREMENNYE WYSKAZYWANIQ� BUDEM NAZYWATX WY�
SKAZYWATELXNYMI PEREMENNYMI�

���� oSNOWNYE LOGI�ESKIE SWQZKI� kONSTRUIROWANIE SOSTAWNYH WYSKAZYWANIJ IZ PROS	
TYH OSU�ESTWLQETSQ PRI POMO�I SWQZOK� SM� TABLICU ��

��	� lOGI�ESKIE OPERACII NAD WYSKAZYWANIQMI� wO IZBEVANIE NEODINAKOWOJ TRAK	
TOWKI SMYSLA KAVDOJ IZ SWQZOK OPREDELIM �TOT SMYSL SLEDU��IMI NIVE TABLICAMI ����

���� fORMULY I IH LOGI�ESKIE WOZMOVNOSTI�

oPREDELENIE �� fORMULAMI NAZYWA�TSQ�
�� BOLX�IE BUKWY LATINSKOGO ALFAWITA� SNABVENNYE� BYTX MOVET� �TRIHAMI ILI INDEK�

SAMI I OBOZNA�A��IE WYSKAZYWANIQ ILI WYSKAZYWATELXNYE PEREMENNYE

�� ESLI a I b � FORMULY� TO WYRAVENIQ�

�a� �a � b�� �a � b�� �a� b�� �a � b�

TAKVE QWLQ�TSQ FORMULAMI�
	� dRUGIH FORMUL� KROME TEH� KOTORYE OPREDELENY PUNKTAMI �� I ��� NET�

��



x �� pOSTROENIE ALGEBRY WYSKAZYWANIJ

tABL� �� oSNOWNYE LOGI�ESKIE SWQZKI�

sWQZKI oBOZNA�ENIQ nAZWANIE SOOT	
WETSTWU��IH
OPERACIJ

NET� NE� NEWERNO� � � � � � � OTRICANIE

I� A� NO� � � � � ��� KON��NKCIQ

ILI� LIBO� � � � � DIZ��NKCIQ

SLEDUET� WLE�ET� ESLI � � � � TO � � � �
TOGDA� WYTEKAET � � �

� IMPLIKACIQ

�KWIWALENTNO� RAWNOSILXNO� ESLI I
TOLXKO ESLI� TOGDA I TOLXKO TOGDA�
W TOM I TOLXKO W TOM SLU�AE� � � �

� ��� �KWIWALENCIQ

tABL� �� lOGI�ESKAQ SWQZKA ��

A �A

� 

 �

tABL� �� lOGI�ESKAQ SWQZKA ��

A B A � B

� � �

�  

 � 

  

tABL� �� lOGI�ESKAQ SWQZKA ��

A B A �B

� � �

�  �

 � �

  

tABL� �� lOGI�ESKAQ SWQZKA ��

A B A� B
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�  
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tABL� �� lOGI�ESKAQ SWQZKA ��

A B A � B

� � �

�  

 � 

  �

fORMULY BUDEM OBOZNA�ATX MALYMI GOTI�ESKIMI BUKWAMI� a� b� c� � � �eSLI A�� A�� � � � � An �
WSE BUKWY� U�ASTWU��IE W ZAPISI FORMULY a� TO BUDEM PISATX a � a�A�� A�� � � � � An�� nAPRIMER�
a�a� � �a� b�A�� A�� A�� � �A� � �A� � A���� c�A�B�C� � ��A�B� � C� I T� D� dLQ UMENX�ENIQ
KOLI�ESTWA SKOBOK W FORMULAH USLOWIMSQ S�ITATX� �TO SWQZKA � SWQZYWAET WYSKAZYWANIQ SILXNEE�
�EM WSE OSTALXNYE SWQZKI� � I �� SILXNEE� �EM� I ��kROME TOGO� WNE�NIE SKOBKI BUDEM INOGDA
OPUSKATX�

oPREDELENIE �� lOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTX� FORMULY a�A�� A�� � � � � An� OT WYSKAZYWATELXNYH

PEREMENNYH A�� A�� � � � � An NAZYWAETSQ WSQKIJ NABOR KONKRETNYH ZNA�ENIJ ISTINNOSTI DLQ

BUKW A�� A�� � � � � An�

tABLICA� SODERVA�AQ PERE�ENX WSEWOZMOVNYH LOGI�ESKIH WOZMOVNOSTEJ FORMULY a� NAZY�
WAETSQ TABLICEJ LOGI�ESKIH WOZMOVNOSTEJ �TOJ FORMULY�

tAK� NAPRIMER� WSQKAQ FORMULA OT ODNOJ BUKWY IMEET DWE LOGI�ESKIE WOZMOVNOSTI� � I ��
wSQKAQ FORMULA OT DWUH BUKW IMEET �ETYRE LOGI�ESKIH WOZMOVNOSTI� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

tABLICA WIDA

� �

� �

� �

� �

QWLQETSQ TABLICEJ LOGI�ESKIH WOZMOVNOSTEJ DLQ WSQKOJ FORMULY OT � BUKW �WYSKAZYWATELXNYH
PEREMENNYH� A I B�

���� rAWNOSILXNYE FORMULY�

oPREDELENIE � �OB�EJ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI�� pUSTX a I b DWE FORMULY� A A�� A�� � � � � An
WSE WYSKAZYWATELXNYE PEREMENNYE� WHODQ�IE W ZAPISX HOTQ BY ODNOJ IZ �TIH FORMUL� oB�
�EJ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTX� FORMUL a I b NAZYWAETSQ WSQKIJ NABOR KONKRETNYH ZNA�ENIJ

ISTINNOSTI DLQ WYSKAZYWATELXNYH PEREMENNYH A�� A�� � � � � An�

mOVNO OPREDELITX PONQTIE OB�EJ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI DLQ L�BOGO KONE�NOGO �ISLA FOR	
MUL�

oPREDELENIE � �RAWNOSILXNYH FORMUL�� dWE FORMULY a I b NAZYWA�TSQ RAWNOSILXNYMI�
a � b� ESLI WO WSQKOJ OB�EJ DLQ a I b LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI a I b PRINIMA�T ODINAKO�
WYE ZNA�ENIQ�

tEOREMA �� oTNO�ENIE � NA MNOVESTWE WSEH FORMUL OT BUKW IZ NEKOTOROGO ALFAWITA M

QWLQETSQ OTNO�ENIEM �KWIWALENTNOSTI�

dOKAZATELXSTWO PROWEDITE SAMOSTOQTELXNO�

�




x �� pOSTROENIE ALGEBRY WYSKAZYWANIJ

���� tAWTOLOGII I PROTIWORE�IQ� tABLICY ISTINNOSTI�

oPREDELENIE � �TAWTOLOGII I PROTIWORE�IQ�� fORMULA a NAZYWAETSQ TOVDESTWENNO ISTIN�
NOJ �TOVDESTWENNO LOVNOJ� ILI TAWTOLOGIEJ �PROTIWORE�IEM� I OBOZNA�AETSQ� a � � �a � ���
ESLI WO WSEH LOGI�ESKIH WOZMOVNOSTQH ONA PRINIMAET ODNO I TO VE ZNA�ENIE� RAWNOE � �RAW�
NOE ��� zAPISX j� a OZNA�AET� �TO a � TAWTOLOGIQ�

tEOREMA �� dLQ L�BYH DWUH FORMUL a I b ISTINNO UTWERVDENIE�

a � b�j� �a � b��

dOKAZATELXSTWO PROWEDITE SAMOSTOQTELXNO�

oPREDELENIE � �TABLICY ISTINNOSTI�� tABLICA� W KOTOROJ PRIWEDEN PERE�ENX WSEH LOGI�ES�
KIH WOZMOVNOSTEJ FORMULY a �OB�IH LOGI�ESKIH WOZMOVNOSTEJ FORMUL a�� � � � � an� WMESTE S
UKAZANIEM ZNA�ENIJ a �ZNA�ENIJ a�� � � � � an� W KAVDOJ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI �OB�EJ LOGI�ES�
KOJ WOZMOVNOSTI�� NAZYWAETSQ TABLICEJ ISTINNOSTI FORMULY a �FORMUL a�� � � � � an��

���� sWOJSTWA LOGI�ESKIH OPERACIJ �ZAKONY LOGIKI��

tEOREMA �� dLQ L�BYH LOGI�ESKIH FORMUL a� b� c ISTINNY SLEDU��IE RAWNOSILXNOSTI�

�� zAKON DWOJNOGO OTRICANIQ�

��a � a�

�� iDEMPOTENTNOSTX OPERACIJ � I ��
a � a � a� a � a � a�

	� kOMMUTATIWNOSTX OPERACIJ � I ��
a � b � b � a� a � b � b � a�


� aSSOCIATIWNOSTX OPERACIJ � I ��
a � �b � c� � �a � b� � c� a � �b � c� � �a � b� � c�

�� dISTRIBUTIWNYE ZAKONY KAVDOJ IZ OPERACIJ � I � OTNOSITELXNO DRUGOJ�

a � �b � c� � �a � b� � �a � c�� a � �b � c� � �a � b� � �a � c��
�� zAKONY POGLO�ENIQ�

a � �a � b� � a� a � �a � b� � a�

� zAKONY DE mORGANA�

��a � b� � �a� �b� ��a� b� � �a � �b�
�� zAKON ISKL��ENNOGO TRETXEGO�

a � �a � ��

�� zAKON PROTIWORE�IQ�

a � �a � ��

��� sWOJSTWA TAWTOLOGII I PROTIWORE�IQ�

a � � � a a � � � a�

a � � � � a � � � ��

�� � � �� � ��

��� zAKON KONTRAPOZICII�

a� b � �b� �a�

�



gLAWA III� aLGEBRA WYSKAZYWANIJ

��� pRAWILO ISKL��ENIQ IMPLIKACII�

a� b � �a � b�
�	� pRAWILO ISKL��ENIQ �KWIWALENCII�

a � b � �a� b� � �b� a��

dOKAZATELXSTWO� sWOJSTWA ���� 
��� NEPOSREDSTWENNO SLEDU�T IZ OPREDELENIQ SOOTWETSTWU�	
�IH OPERACIJ� wSE OSTALXNYE SWOJSTWA DOKAZYWA�TSQ STANDARTNYM METODOM � SOSTAWLENIEM I
SRAWNENIEM TABLIC ISTINNOSTI DLQ LEWOJ I PRAWOJ �ASTI DOKAZYWAEMOJ RAWNOSILXNOSTI� �

pROWEDITE �TI DOKAZATELXSTWA SAMOSTOQTELXNO�

���� aLGEBRA WYSKAZYWANIJ� pUSTX M � NEKOTOROE MNOVESTWO BOLX�IH LATINSKIH
BUKW� SNABVENNYH� BYTX MOVET� �TRIHAMI ILI INDEKSAMI� TO ESTX M � NEKOTOROE MNOVEST	
WO WYSKAZYWATELXNYH PEREMENNYH� ��M� � MNOVESTWO WSEWOZMOVNYH FORMUL OT BUKW IZ M�
pONQTNO� �TO PRIMENENIE LOGI�ESKIH OPERACIJ �� �� �� �� � K FORMULAM IZ ��M� DAET SNO	
WA FORMULY IZ ��M�� TO ESTX ��M� ZAMKNUTO OTNOSITELXNO �TIH OPERACIJ I� SLEDOWATELXNO�
QWLQETSQ ALGEBROJ� KOTORU� OBOZNA�IM �EREZ h��M�����������i I BUDEM NAZYWATX ALGEBROJ
WYSKAZYWANIJ W ALFAWITEM�

��
� nOWYE TERMINY� wYSKAZYWANIQ� PROSTYE I SOSTAWNYE� zNA�ENIQ ISTINNOSTI� � I ��
wYSKAZYWATELXNYE PEREMENNYE� lOGI�ESKIE OPERACII NAD WYSKAZYWANIQMI� OTRICANIE� KON�	
�NKCIQ� DIZ��NKCIQ� IMPLIKACIQ� �KWIWALENCIQ� lOGI�ESKAQ WOZMOVNOSTX FORMULY� oB�AQ LO	
GI�ESKAQ WOZMOVNOSTX DWUH FORMUL� rAWNOSILXNYE FORMULY� tAWTOLOGII I PROTIWORE�IQ� tAB	
LICA ISTINNOSTI� zAKONY LOGIKI� DWOJNOGO OTRICANIQ� IDEMPOTENTNOSTI� KOMMUTATIWNOSTI� AS	
SOCIATIWNOSTI� DISTRIBUTIWNOSTI� POGLO�ENIQ� DE	mORGANA� ISKL��ENNOGO TRETXEGO� PROTIWORE	
�IQ� KONTRAPOZICII� PRAWILA ISKL��ENIQ IMPLIKACII I �KWIWALENCII� aLGEBRA WYSKAZYWANIJ�

����� kONTROLXNYE WOPROSY�

�� pRIWEDITE PRIMERY WYSKAZYWANIJ �ISTINNYH I LOVNYH� I PREDLOVENIJ� NE QWLQ��IHSQ
WYSKAZYWANIQMI�

�� qWLQETSQ LI WYSKAZYWANIE �NEWERNO� �TO � DELITSQ NA �� PROSTYM�

�� pOKAVITE NA PRIMERE� �TO ZNA�ENIE ISTINNOSTI SOSTAWNOGO WYSKAZYWANIQ ZAWISIT OT TIPA
SWQZOK� U�ASTWU��IH W OBRAZOWANII SOSTAWNOGO WYSKAZYWANIQ�

�� pODS�ITAJTE KOLI�ESTWO LOGI�ESKIH WOZMOVNOSTEJ FORMULY OT �	H WYSKAZYWATELXNYH PE	
REMENNYH� �	H WYSKAZYWATELXNYH PEREMENNYH�

�� pERE�ISLITE OB�IE LOGI�ESKIE WOZMOVNOSTI FORMUL

A� �A I �A� �A� � �B � �B��

�� mOVNO LI OPISANIE FORMUL� PRIWEDENNOE W P� III����� S�ITATX OPREDELENIEM� pO�EMU�

�� dAJTE SLOWESNOE OPREDELENIE OPERACIQM �� �� �� �� �� iH TABLI�NOE OPREDELENIE SM� W
P� III�����


� iZWESTNO� �TO WYSKAZYWANIE A � B ISTINNO� �TO MOVNO SKAZATX OB ISTINNOSTI WYSKAZY	
WANIJ A I B�

� iZWESTNO� �TO WYSKAZYWANIE A� B LOVNO� �TO MOVNO SKAZATX OB ISTINNOSTI A I B�

��� iZWESTNO� �TO A� B I A ISTINNY� �TO MOVNO SKAZATX OB ISTINNOSTI B�

��� A � B ISTINNO� �TO MOVNO SKAZATX OB ISTINNOSTI FORMUL �A � B I A� B�

��� A � �B I A � B LOVNY� �TO MOVNO SKAZATX OB ISTINNOSTI A I B�

��



x �� pOSTROENIE ALGEBRY WYSKAZYWANIJ

��� rAWNOSILXNY LI FORMULY ZADANIQ ��

��� nE PRIBEGAQ K ZAPISQM DOKAVITE ZAKONY LOGIKI ���� �� 
����

��� sKOLXKO SU�ESTWUET POPARNO NERAWNOSILXNYH FORMUL OT ODNOJ WYSKAZYWATELXNOJ PERE	
MENNOJ� oT DWUH WYSKAZYWATELXNYH PEREMENNYH�

����� uPRAVNENIQ�

�� oBOZNA�IW PROSTYE WYSKAZYWANIQ BOLX�IMI LATINSKIMI BUKWAMI� A LOGI�ESKIE SWQZKI
SOOTWETSTWU��IMI SIMWOLAMI� ZAPISATX W WIDE FORMUL SLEDU��IE WYSKAZYWANIQ�

�ESLI DIAGONALI PARALLELOGRAMMA WZAIMNO PERPENDIKULQRNY ILI QWLQ�TSQ BISSEKTRISAMI
UGLOW� TO �TOT PARALLELOGRAMM ESTX ROMB��

�ESLI PRI PERESE�ENII DWUH PRQMYH TRETXEJ� WNUTRENNIE NAKRESTLEVA�IE UGLY RAWNY� TO
�TI PRQMYE PARALLELXNY��

�ESLI CELOE �ISLO POLOVITELXNO I QWLQETSQ �ETNYM� TO LIBO ONO PROSTOE LIBO BOLX�E
DWUH��

�� pUSTX BUKWY A� B� C� D OBOZNA�A�T WYSKAZYWANIQ�

A � ��TO �ISLO QWLQETSQ CELYM��

B � ��TO �ISLO POLOVITELXNO��

C � ��TO �ISLO QWLQETSQ PROSTYM��

D � �DANNOE �ISLO DELITSQ NA TRI��

pEREWEDITE NA OBY�NYJ QZYK SLEDU��IE FORMULY� A�B� A � B� A��A� B � �B� D � C�
�A � C� � �D� �A � D� � �C� �A �B� � �C �D�� �A � �D� �A � B � C� �D�

kAKIE IZ SFORMULIROWANNYH WYSKAZYWANIJ QWLQ�TSQ ISTINNYMI�

�� sOSTAWXTE TABLICU LOGI�ESKIH WOZMOVNOSTEJ DLQ FORMULY OT TREH BUKW� dLQ FORMULY OT
�ETYREH BUKW�

�� dOKAVITE� �TO FORMULA OT n BUKW IMEET �n LOGI�ESKIH WOZMOVNOSTEJ�

�� pRIDUMAJTE UDOBNYJ SPOSOB POSTROENIQ TABLICY LOGI�ESKIH WOZMOVNOSTEJ DLQ FORMULY
OT n BUKW�

�� dOKAVITE TEOREMU P� III����� I P� III�����

�� wNIMATELXNO IZU�ITE DOKAZATELXSTWO ODNOGO IZ ZAKONOW POGLO�ENIQ� PRIWEDENNOE NIVE�

a � �a � b� � a

a� pUSTX W NEKOTOROJ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI FORMULA a � �a � b� PRINIMAET ZNA�ENIE�
RAWNOE �� TO ESTX a � �a � b� � �� pO OPREDELENI� OPERACII � OTS�DA SLEDUET� �TO
a � �� tAK �TO� ESLI a � �a � b� � �� TO I a � ��

B� pUSTX TEPERX W KAKOJ	TO LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI a � �a � b� � �� pO OPREDELENI�
OPERACII �� OTS�DA SLEDUET� �TO a � � ILI VE a � b � �� eSLI a � b � �� TO IZ
OPREDELENIQ OPERACII � WYTEKAET� �TO a � �� tAKIM OBRAZOM� WSE RAWNO a � �� tO ESTX�
ESLI a � �a � b� � �� TO I a � ��

iZ A� I B� POLU�AEM� �TO FORMULY a � �a � b� I a W L�BOJ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI PRINI	
MA�T ODINAKOWYE ZNA�ENIQ ISTINNOSTI� �TO OZNA�AET� �TO �TI FORMULY RAWNOSILXNY�

wOSPROIZWEDITE SHEMU PRIWEDENNOGO SPOSOBA DOKAZATELXSTWA RAWNOSILXNOSTI FORMUL� �TO
WY MOVETE SKAZATX O TAKOM METODE I METODE SOSTAWLENIQ TABLIC ISTINNOSTI W PLANE IH
SRAWNENIQ�

��



gLAWA III� aLGEBRA WYSKAZYWANIJ


� sPOSOBOM� UKAZANNOM W PREDYDU�EM UPRAVNENII DOKAVITE ASSOCIATIWNOSTX OPERACII ��
DISTRIBUTIWNOSTX OPERACII � OTNOSITELXNO �� NE DOKAZANNYJ WAMI ZAKON DE	mORGANA� PRA	
WILA ISKL��ENIQ IMPLIKACII I �KWIWALENCII�

� iSPOLXZUQ LI�X ZAKONY POGLO�ENIQ I DISTRIBUTIWNYE ZAKONY� DOKAZATX ZAKONY IDEMPO	
TENTNOSTI�

��� sLEDU��IE FORMULY PRIWESTI K BOLEE PROSTOMU WIDU�

�a� �a � �b� � �a � �c� � �b � c� � b � c�
�b� �a � b � c� � �a � b � �c� � �a � �b��
�c� ���a� b� � �b� �a���
�d� �a� �b� � ��a � b��
�e� ���a � �b� � ��a� b� � a��

��� dOKAVITE� �TO KAVDAQ FORMULA ALGEBRY WYSKAZYWANIJ RAWNOSILXNA FORMULE�

�a� NE SODERVA�EJ OPERACIJ IMPLIKACII I �KWIWALENCII I W KOTOROJ OPERACIQ OTRICANIQ
OTNESENA LI�X K BUKWAM�

�b� SODERVA�EJ LI�X OPERACII � I ��

�c� SODERVA�EJ LI�X OPERACII � I ��

�d� SODERVA�EJ LI�X OPERACII � I ��

��� dOKAVITE TOVDESTWENNU� ISTINNOSTX FORMUL� ISPOLXZUQ ZAKONY LOGIKI�

�a� a� �b� a��

�b� �a� �b� c�� � ��a� b� � �a� c���

�c� ��b� �a� � ���b� a� � b��

��� sKOLXKO POPARNO NERAWNOSILXNYH FORMUL MOVNO SOSTAWITX W ALFAWITE� SODERVA�EM W TO�	
NOSTI n WYSKAZYWATELXNYH PEREMENNYH�

��



x �� sOWER�ENNYE NORMALXNYE FORMY� pRIMENENIE ALGEBRY WYSKA�

ZYWANIJ K PEREKL��ATELXNYM SHEMAM

pOSTROENIE FORMUL PO ZADANNYM TABLICAM ISTINNOSTI� nORMALXNYE DIZ��NKTIWNYE �KON��
�NKTIWNYE� FORMY� sOWER�ENNYE NORMALXNYE DIZ��NKTIWNYE �KON��NKTIWNYE� FORMY�
lOGI�ESKIE OPERACII NAD DWUHPOL�SNYMI PEREKL��ATELQMI� zADA�I SINTEZA I ANALIZA PE�
REKL��ATELXNYH SHEM�

���� pOSTROENIE FORMUL PO ZADANNYM TABLICAM ISTINNOSTI� rASSMOTRIM WNA�ALE
RE�ENIE �TOJ ZADA�I NA PRIMERE� pUSTX FORMULA a � a�A�� A�� A�� OT TREH WYSKAZYWATELXNYH
PEREMENNYH ZADANA TAKOJ TABLICEJ ISTINNOSTI �SM� TABLICU ���

tABL� �� tABLICA ISTINNOSTI FORMULY OT TREH WYSKAZYWATELXNYH PEREMENNYH�

A� A� A� a�A�� A�� A��

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

pONQTNO� �TO SU�ESTWUET BESKONE�NO MNOGO RAWNOSILXNYH FORMUL ALGEBRY WYSKAZYWANIJ�
IME��IH �TU TABLICU ISTINNOSTI� uKAVEM SPOSOB NAHOVDENIQ DWUH TAKIH FORMUL�

pOME�AEM TE STROKI TABLICY� W KOTORYH a�A�� A�� A�� PRINIMAET ZNA�ENIE� RAWNOE �� �TO
STROKI �� �� ��dLQ KAVDOJ STROKI �LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI� SOSTAWIM FORMULU� ISTINNU� TOLXKO
W �TOJ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI I LOVNU� WO WSEH OSTALXNYH LOGI�ESKIH WOZMOVNOSTQH�

�	Q STROKA � A� � A� � A�

�	Q STROKA � A� � �A� � A�

�	Q STROKA � �A� � �A� � A��

eSLI WOZXMEM TEPERX DIZ��NKCI� WSEH �TIH FORMUL� TO �TO I BUDET ISKOMOJ FORMULOJ�

a � �A� � A� � A�� � �A� � �A� � A�� � ��A� � �A� � A��� ���

rASSMOTRIM DRUGOE RE�ENIE �TOJ ZADA�I� pOME�AEM TEPERX TE STROKI TABLICY� W KOTORYH
a�A�� A�� A�� PRINIMAET ZNA�ENIE� RAWNOE �� �TO STROKI �� �� �� �� 
� dLQ KAVDOJ LOGI�ESKOJ
WOZMOVNOSTI SOSTAWIM FORMULU� LOVNU� TOLXKO W �TOJ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI I ISTINNU� WO
WSEH OSTALXNYH LOGI�ESKIH WOZMOVNOSTQH�

�	Q STROKA � �A� � �A� �A�

�	Q STROKA � �A� �A� �A�

�	Q STROKA � A� � �A� � �A�

�	Q STROKA � A� � �A� �A�


	Q STROKA � A� �A� �A��

eSLI TEPERX WOZXMEM KON��NKCI� �TIH FORMUL� TO �TO TAKVE BUDET ISKOMOJ� TO ESTX IME��EJ
ZADANNU� TABLICU ISTINNOSTI� FORMULOJ�

a � ��A���A��A�� � ��A��A��A�� � �A���A���A�� � �A���A��A�� � �A��A��A��� ���

��



gLAWA III� aLGEBRA WYSKAZYWANIJ

fORMULY ��� I ��� RAWNOSILXNY� TAK KAK IME�T ODNU I TU VE TABLICU ISTINNOSTI� oTMETIM�
�TO W DANNOM SLU�AE UDOBNEE STROITX FORMULU ����

lEGKO PONQTX� �TO PROWEDENNYE RASSUVDENIQ GODQTSQ I DLQ OB�EJ SITUACII� TO ESTX NAHOV	
DENIQ FORMULY PO ZADANNOJ PROIZWOLXNOJ TABLICE ISTINNOSTI�

���� nORMALXNYE FORMY� dLQ KAVDOJ FORMULY ALGEBRY WYSKAZYWANIJ MOVNO UKAZATX
RAWNOSILXNU� EJ FORMULU� SODERVA�U� IZ LOGI�ESKIH SWQZOK LI�X OTRICANIE� KON��NKCI� I
DIZ��NKCI�� dLQ �TOGO DOSTATO�NO WOSPOLXZOWATXSQ PRAWILAMI UDALENIQ IMPLIKACII I �KWIWA	
LENCII �SM� III������� rASSMOTRENIE OSOBOGO WIDA TAKIH FORMUL I SOSTAWLQET CELX POSLEDU��IH
TREH PUNKTOW�

oPREDELENIE �� kON��NKTIWNYM ODNO�LENOM OT WYSKAZYWATELXNYH PEREMENNYH A�� � � � � An
NAZYWAETSQ KON��NKCIQ �TIH PEREMENNYH ILI IH OTRICANIJ�

nAPRIMER� FORMULY
A� � �A� � A��

A� � A� � �A� � A��

A� � A� � �A� � A� � A�

QWLQ�TSQ KON��NKTIWNYMI ODNO�LENAMI�

oPREDELENIE �� dIZ��NKTIWNYM ODNO�LENOM OT WYSKAZYWATELXNYH PEREMENNYH A�� � � � � An
NAZYWAETSQ DIZ��NKCIQ �TIH PEREMENNYH ILI IH OTRICANIJ�

nAPRIMER� FORMULY
�A� �A� �A��

A� �A� �A��

�A� �A� �A� � �A��

QWLQ�TSQ DIZ��NKTIWNYMI ODNO�LENAMI�

oPREDELENIE 	� dIZ��NKTIWNOJ NORMALXNOJ FORMOJ NAZYWAETSQ DIZ��NKCIQ KON��NKTIW�
NYH ODNO�LENOW� TO ESTX WYRAVENIE WIDA a� � a� � � � �� ak� GDE WSE ai� i � �� �� � � � � k QWLQ�TSQ
KON��NKTIWNYMI ODNO�LENAMI �NE OBQZATELXNO RAZLI�NYMI��

oPREDELENIE �� kON��NKTIWNOJ NORMALXNOJ FORMOJ NAZYWAETSQ KON��NKCIQ DIZ��NKTIW�
NYH ODNO�LENOW b� � b� � � � � � bl� GDE WSE bi� i � �� �� � � � � l QWLQ�TSQ DIZ��NKTIWNYMI ODNO�
�LENAMI �NE OBQZATELXNO RAZLI�NYMI��

tAKVE BUDEM NAZYWATX DIZ��NKTIWNOJ �KON��NKTIWNOJ� NORMALXNOJ FORMOJ UKAZANNYE WY	
RAVENIQ PRI k � � ILI l � ��

nORMALXNU� FORMU� PREDSTAWLQ��U� FORMULU a �TO ESTX RAWNOSILXNU� a� BUDEM NAZYWATX
PROSTO NORMALXNOJ FORMOJ �TOJ FORMULY�

nETRUDNO PONQTX �TO WSQKAQ FORMULA OBLADAET KAK DIZ��NKTIWNOJ� TAK I KON��NKTIWNOJ
NORMALXNYMI FORMAMI� bOLEE TOGO� U DANNOJ FORMULY a SU�ESTWUET NEOGRANI�ENO MNOGO KAK
DIZ��NKTIWNYH� TAK I KON��NKTIWNYH NORMALXNYH FORM�

��	� sOWER�ENNYE NORMALXNYE FORMY� sREDI MNOVESTWA DIZ��NKTIWNYH �RAWNO KAK
I KON��NKTIWNYH� NORMALXNYH FORM� KOTORYMI OBLADAET DANNAQ FORMULA ALGEBRY WYSKAZYWA	
NIJ� SU�ESTWUET UNIKALXNAQ FORMA� ONA EDINSTWENNA DLQ DANNOJ FORMULY� �TO TAK NAZYWAEMAQ
SOWER�ENNAQ DIZ��NKTIWNAQ NORMALXNAQ FORMA �SREDI KON��NKTIWNYH FORM � SOWER�ENNAQ
KON��NKTIWNAQ NORMALXNAQ FORMA��

oPREDELENIE �� oDNO�LEN �KON��NKTIWNYJ ILI DIZ��NKTIWNYJ� OT WYSKAZYWATELXNYH PE�
REMENNYH A�� � � � � An NAZYWAETSQ SOWER�ENNYM� ESLI W NEGO OT KAVDOJ PARY FORMUL Ai��Ai
�i � �� �� � � � � n� WHODIT ROWNO ODNA FORMULA�

nORMALXNAQ FORMA �DIZ��NKTIWNAQ ILI KON��NKTIWNAQ� OT PEREMENNYH A�� � � � � An NAZYWA�
ETSQ SOWER�ENNOJ OT �TIH PEREMENNYH� ESLI W NEE WHODQT LI�X NEPOWTORQ��IESQ SOWER�ENNYE

ODNO�LENY �KON��NKTIWNYE ILI DIZ��NKTIWNYE SOOTWETSTWENNO� OT A�� � � � � An

��



x �� sOWER�ENNYE NORMALXNYE FORMY�pRIMENENIE ALGEBRY WYSKAZYWANIJ K PEREKL��ATELXNYM SHEMAM

nAPRIMER� FORMULA

�A � B� � ��A � B� � �A � �B�

QWLQETSQ SOWER�ENNOJ DIZ��NKTIWNOJ FORMOJ OT WYSKAZYWATELXNYH PEREMENNYH A I B� pRI	
MERAMI SOWER�ENNOJ KON��NKTIWNOJ I DIZ��NKTIWNOJ FORM QWLQ�TSQ TAKVE FORMULY ��� I ���
SOOTWETSTWENNO�

���� pREDSTAWLENIE FORMUL ALGEBRY WYSKAZYWANIJ SOWER�ENNYMI NORMALXNY
MI FORMAMI�

tEOREMA �� kAVDAQ NE TOVDESTWENNO LOVNAQ FORMULA ALGEBRY WYSKAZYWANIJ IMEET EDINST�
WENNU� �S TO�NOSTX� DO PERESTANOWKI DIZ��NKTIWNYH �LENOW� SOWER�ENNU� DIZ��NKTIWNU�

NORMALXNU� FORMU�

tEOREMA �� kAVDAQ FORMULA ALGEBRY WYSKAZYWANIJ� KOTORAQ NE QWLQETSQ TAWTOLOGIEJ� IME�
ET EDINSTWENNU� �S TO�NOSTX� DO PERESTANOWKI KON��NKTIWNYH �LENOW� SOWER�ENNU� KON��
�NKTIWNU� NORMALXNU� FORMU�

���� lOGI�ESKIE OPERACII NAD DWUHPOL�SNYMI PEREKL��ATELQMI� rASSMOTRIM
DWUHPOL�SNYE PEREKL��ATELI� TO ESTX TAKIE� KOTORYE IME�T DWA SOSTOQNIQ� �ZAMKNUTO� � � I
�RAZOMKNUTO� � �� bUDEM IH OBOZNA�ATX BOLX�IMI LATINSKIMI BUKWAMI I NA SHEMAH IZOBRAVATX
TAK�

A

rIS� III���

pEREKL��ATELX� KOTORYJ SBLOKIROWAN S PEREKL��ATELEM A TAK� �TO ON ZAMKNUT� ESLI A RA	
ZOMKNUT� I RAZOMKNUT� ESLI A ZAMKNUT� NAZOWEM INWERSNYM I BUDEM OBOZNA�ATX �A �SRAWNITE S
OPERACIEJ OTRICANIQ NAD WYSKAZYWANIQMI�� oPERACI� POSLEDOWATELXNOGO SOEDINENIQ DWUH PE	
REKL��ATELEJ BUDEM OBOZNA�ATX ��

A B�

rIS� III���

sRAWNITE S OPERACIEJ KON��NKCII WYSKAZYWANIJ�

oPERACI� PARALLELXNOGO SOEDINENIQ DWUH PEREKL��ATELEJ OBOZNA�IM �EREZ ��

B

A
�

rIS� III���

sRAWNITE S OPERACIEJ DIZ��NKCII WYSKAZYWANIJ�

tAKIM OBRAZOM� WSQKU� FORMULU ALGEBRY WYSKAZYWANIJ OT SWQZOK �� �� � MOVNO TRAKTO	
WATX KAK NEKOTORU� POSLEDOWATELXNO	PARALLELXNU� SHEMU OT DWUHPOL�SNYH PEREKL��ATELEJ�
sOWER�ENNO O�EWIDNO� �TO WSE SWOJSTWA OPERACIJ �� �� � NAD WYSKAZYWANIQMI PERENOSQTSQ NA
SOOTWETSTWU��IE OPERACII NAD PEREKL��ATELQMI �POSLEDOWATELXNO	PARALLELXNYMI SHEMAMI��
tAKIM OBRAZOM� MY IMEEM ALGEBRU PEREKL��ATELXNYH SHEM�

��



gLAWA III� aLGEBRA WYSKAZYWANIJ

���� zADA�I SINTEZA I ANALIZA PEREKL��ATELXNYH SHEM� oTME�ENNU� WY�E SWQZX
MEVDU ALGEBROJ WYSKAZYWANIJ I ALGEBROJ PEREKL��ATELXNYH SHEM KOROTKO MOVNO WYRAZITX TAK�
�TI ALGEBRY ODINAKOWO USTROENY �IZOMORFNY�� �TOT IZOMORFIZM MOVET BYTX ISPOLXZOWAN PRI
RE�ENII ZADA� SLEDU��IH DWUH TIPOW� KOTORYE USLOWNO NAZOWEM ANALIZ SHEM I SINTEZ SHEM�

�� aNALIZ SHEM ZAKL��AETSQ W SLEDU��EM� dLQ DANNOJ SHEMY SOSTAWLQETSQ SOOTWETSTWU�	
�AQ FORMULA� KOTORAQ NA OSNOWANII ZAKONOW LOGIKI UPRO�AETSQ I DLQ NEE STROITSQ NOWAQ BOLEE
PROSTAQ SHEMA� KOTORAQ �W SILU OTME�ENNOGO WY�E IZOMORFIZMA ALGEBR� OBLADAET TEMI VE �LEK	
TRI�ESKIMI SWOJSTWAMI� �TO I ISHODNAQ SHEMA� pRIWEDEM SOOTWETSTWU��IJ PRIMER� dANA SHEMA

A B

� A B

A

rIS� III���

zAPI�EM SOOTWETSTWU��U� EJ FORMULU I PREOBRAZUEM EE RAWNOSILXNYMI PREOBRAZOWANIQMI�
�A � ��A � B�� � �A � B� � A � ��A � B� � �A � B� � A � �A � B� � ��A � B� �

� A � ��A � B� � �A � �A� � �A �B� � � � �A �B� � A �B�
tAKIM OBRAZOM� ISHODNAQ SHEMA RAWNOSILXNA TAKOJ�

B

A

rIS� III���

�� sINTEZ SHEM ZAKL��AETSQ W POSTROENII SHEM S ZADANNYMI �LEKTRI�ESKIMI SWOJSTWAMI�
�TO DELAETSQ TAK� nA OSNOWANII ZADANNYH �LEKTRI�ESKIH SWOJSTW STROITSQ FORMULA ALGEBRY
WYSKAZYWANIJ� A PO NEJ SOOTWETSTWU��AQ SHEMA� pRIWEDEM

pRIMER �� aKTIW STUDEN�ESKOJ GRUPPY� SOSTOQ�IJ IZ TREH �ELOWEK� HO�ET PRIMENITX �LEKTRI	
�ESKU� SHEMU DLQ REGISTRACII TAJNOGO GOLOSOWANIQ PROSTYM BOLX�INSTWOM GOLOSOW� pOSTROIM
TAKU� SHEMU� �TOBY KAVDYJ GOLOSU��IJ �ZA� NAVIMAL SWO� KNOPKU� A KAVDYJ GOLOSU��IJ
�PROTIW� NE NAVIMAL SOOTWETSTWU��EJ KNOPKI� w SLU�AE PRINQTIQ RE�ENIQ DOLVNA ZAGORETXSQ
SIGNALXNAQ LAMPO�KA�
rE�ENIE� pUSTX A� B� C � OBOZNA�A�T SOOTWETSTWENNO WYSKAZYWANIQ �� � YJ ZA�� �� � OJ ZA��
�� � IJ ZA�� sOSTAWIM TABLICU ISTINNOSTI FORMULY a�A�B�C�� KOTOROJ BUDET SOOTWETSTWOWATX
ISKOMAQ SHEMA�

A B C a�A�B�C�

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

tEPERX SPOSOBOM� UKAZANNYM W P� III������ SOSTAWLQEM FORMULU a � a�A�B�C��

a � �A � B � C� � �A � B � �C�� �A � �B � C� � ��A � B � C��

��



x �� sOWER�ENNYE NORMALXNYE FORMY�pRIMENENIE ALGEBRY WYSKAZYWANIJ K PEREKL��ATELXNYM SHEMAM

i� NAKONEC� SOSTAWIM SHEMU� KOTORAQ SOOTWETSTWUET POSTROENNOJ FORMULE �SM� RIS� III�����

� A B C

A � B C

A B C

A B � C

����
rIS� III��� �

pOLU�ENNU� W �TOM PRIMERE SHEMU MOVNO UPROSTITX� OSU�ESTWLQQ EE ANALIZ� rAWNOSILXNYMI
PREOBRAZOWANIQMI UPRO�AEM FORMULU�

a � �A � B � C� � �A � B � �C� � �A � �B � C� � ��A � B � C� �
� �A � B � �C � �C�� � ��A � �A� � �A �B� � �A �C� �

� ��B � �A� � ��B �B� � ��B �C� � �C ��A� � �C �B� � �C �C�� �
� �A � B� � �C � �A �C� � �C �B� � �C � �A� � �C � �B� � �A �B� � ��B ��A�� �
� �A � B� � �C � �A �B� � ��A � �B�� � �A � B� � �C � �A �B� � ��A � B�� �
� ��A � B� �C� � ��A � B� �A �B� � ��A � B� � ��A � B�� � ��A � B� �C� � �A �B�

uPRO�ENNAQ SHEMA PRIWEDENA NA RIS� III���

A B A

B

����
C

rIS� III���

���� nOWYE TERMINY� kON��NKTIWNYJ �DIZ��NKTIWNYJ� ODNO�LEN� nORMALXNAQ KON�	
�NKTIWNAQ �DIZ��NKTIWNAQ� FORMA� sOWER�ENNYJ KON��NKTIWNYJ �DIZ��NKTIWNYJ� ODNO�LEN�
sOWER�ENNAQ NORMALXNAQ KON��NKTIWNAQ �DIZ��NKTIWNAQ� FORMA� dWUHPOL�SNOJ PEREKL��A	
TELX� iNWERSNYJ K DANNOMU PEREKL��ATELX� oPERACII POSLEDOWATELXNOGO I PARALLELXNOGO SO	
EDINENIQ PEREKL��ATELEJ� aLGEBRA PEREKL��ATELXNYH SHEM� aNALIZ I SINTEZ SHEM�

���� kONTROLXNYE WOPROSY�

�� iZWESTNO� �TO FORMULA a � a�A�B�C� ISTINA W ODNOM EDINSTWENNOM SLU�AE� a��� �� �� � ��
zAPI�ITE �TU FORMULU�

�� iZWESTNO� �TO FORMULA a � a�A�B�C� ISTINA W TO�NOSTI W DWUH SLU�AQH� a��� �� �� �
� a��� �� �� � �� zAPI�ITE �TU FORMULU�

�� kAKIM SHEMAM SOOTWETSTWU�T RAWNOSILXNYE FORMULY�

��



gLAWA III� aLGEBRA WYSKAZYWANIJ

�� kAKOJ SHEME SOOTWETSTWUET TOVDESTWENNO ISTINNAQ FORMULA� tOVDESTWENNO LOVNAQ�

�� pERESKAVITE SMYSL ANALIZA SHEM�

�� pERESKAVITE SMYSL SINTEZA SHEM�

��
� uPRAVNENIQ�

�� pOSTROJTE FORMULU OT TREH BUKW� ISTINNU� TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA W TO�NOSTI DWE
BUKWY PRINIMA�T ZNA�ENIE� RAWNOE �� kOGDA W TO�NOSTI ODNA BUKWA PRINIMAET ZNA�ENIE�
RAWNOE ��

�� pRIDUMAJTE FORMULU OT TREH BUKW� LOVNU� W ODNOM EDINSTWENNOM SLU�AE� KOGDA A � ��
B � �� C � �� kOGDA A � �� B � �� C � ��

�� pRIDUMAJTE FORMULU OT TREH BUKW� LOVNU� TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA a��� �� �� � � I
a��� �� �� � �� kOGDA a��� �� �� � a��� �� �� � a��� �� �� � ��

�� pOSTROJTE SHEMU� SOOTWETSTWU��U� FORMULE

��A �B� � �C� � ���A � C� �B��

�� uPROSTITE SHEMU

B

� A � B

A B

A

rIS� III�
�

�� iMEETSQ ODNA LAMPO�KA W LESTNI�NOM PROLETE DWUH�TAVNOGO ZDANIQ� pOSTROJTE SHEMU TAK�
�TOBY NA KAVDOM �TAVE SWOIM WYKL��ATELEM MOVNO BYLO BY GASITX I ZAVIGATX LAMPU
NEZAWISIMO OT POLOVENIQ DRUGOGO PEREKL��ATELQ�

�� nEOBHODIMO� �TOBY W BOLX�OM ZALE MOVNO BYLO WKL��ATX I WYKL��ATX SWET PRI POMO�I
L�BOGO IZ TREH PEREKL��ATELEJ� RASPOLOVENNYH NA TREH STENAH� sOSTAWXTE TAKU� SHEMU�


� gRUPPA STUDENTOW SDAET ZA�ET� SOSTOQ�IJ IZ �	H WOPROSOW� TREBU��IH USTANOWITX ISTIN	
NOSTX ILI LOVNOSTX KAKIH	TO UTWERVDENIJ� pOSTROITX SHEMU� POZWOLQ��U� OTWE�ATX NA
KAVDYJ WOPROS NAVATIEM ILI NENAVATIEM SOOTWETSTWU��EJ KNOPKI� sHEMA DOLVNA PRI
�TOM POKAZYWATX KOLI�ESTWO PRAWILXNYH OTWETOW�

� sOSTAWXTE SHEMU S �ETYRXMQ PEREKL��ATELQMI� KOTORAQ PROWODIT TOK TOGDA I TOLXKO TOGDA�
KOGDA ZAMYKA�TSQ NE WSE PEREKL��ATELI� A TOLXKO NEKOTORYE IZ NIH�

��� nA�ERTITE SHEMU S � PEREKL��ATELQMI� KOTORAQ ZAMYKAETSQ� ESLI I TOLXKO ESLI ZAMKNUTY
ROWNO � IZ �TIH PEREKL��ATELEJ�

�




x �� pOLNYE SISTEMY SWQZOK

oPREDELENIE POLNOJ SISTEMY SWQZOK� sWOJSTWA POLNYH SISTEM SWQZOK� oPISANIE P� S� S� IZ ��
oDNO�LEMENTNYE P� S� S� iSKL��ITELXNOSTX SWQZOK � I ��

	��� oPREDELENIE POLNOJ SISTEMY SWQZOK� rANEE BYLI ODNOZNA�NO OPREDELENY PQTX
OSNOWNYH LOGI�ESKIH SWQZOK� ISPOLXZUEMYH W QZYKE ALGEBRY WYSKAZYWANIJ DLQ ZAPISI FORMUL�
oBOZNA�IM�

� � f���������g�
oTMETIM� �TO �TO MOVNO WWESTI I DRUGIE SWQZKI �OPREDELITX TABLICAMI ISTINNOSTI�� OT	

LI�NYE OT SWQZOK IZ ��
wSEGO RAZLI�NYH UNARNYH SWQZOK MOVNO OPREDELITX �� A BINARNYH � �� �SM� UPR� ��� w � VE

WSEGO ODNA UNARNAQ SWQZKA I � BINARNYH� sWQZKI IZ � BUDEM NAZYWATX OSNOWNYMI SWQZKAMI� mNO	
VESTWO WSEH UNARNYH I BINARNYH SWQZOK �A WSEGO IH ��� OBOZNA�IM �EREZ !� pONQTNO� �TO � 	 !�
eSLI !� � NEKOTOROE MNOVESTWO SWQZOK� TO ESTX !� � !� TO OBOZNA�IM �EREZ �f!�g MNOVESTWO
WSEWOZMOVNYH FORMUL aw� W ZAPISI KOTORYH MOGUT U�ASTWOWATX LI�X SWQZKI IZ !�� iNA�E GO	
WORQ� �f!�g SOSTOIT IZ FORMUL� NE SODERVA�IH W SWOEJ ZAPISI SWQZOK IZ ! n!�� tAK� NAPRIMER�
PROSTEJ�IE FORMULY� TO ESTX BUKWY LATINSKOGO ALFAWITA� SNABVENNYE� BYTX MOVET� �TRIHA	
MI ILI INDEKSAMI� WHODQT W �f!�g DLQ L�BOGO PODMNOVESTWA !� MNOVESTWA !� iZ OPREDELENIQ
�f!�g NEPOSREDSTWENNO SLEDU�T O�EWIDNYE SWOJSTWA ����

�� �f�g � MNOVESTWO WSEWOZMOVNYH FORMUL ALGEBRY WYSKAZYWANIJ �aw��
�� eSLI !� � !� � !� TO �f!�g � �f!�g�

oPREDELENIE �� mNOVESTWO !� SWQZOK IZ ! NAZYWAETSQ POLNOJ SISTEMOJ SWQZOK �P� S� S���
ESLI WSQKAQ FORMULA IZ �f�g RAWNOSILXNA NEKOTOROJ FORMULE IZ �f!�g�
pRIMER �� eSLI W KA�ESTWE !� WOZXMEM �� TO PONQTNO� �TO WSQKAQ FORMULA IZ ���� RAWNOSILXNA
NEKOTOROJ FORMULE IZ �f�g� tAKIM OBRAZOM� � � POLNAQ SISTEMA SWQZOK�

pRIMER �� pOLXZUQSX PRAWILOM ISKL��ENIQ �KWIWALENCII

a � b � �a� b� � �b� a��

RAWNOSILXNYMI PREOBRAZOWANIQMI WSQKU� FORMULU MOVNO PRIWESTI K WIDU� W KOTOROM NET OPERA	
CII �� sLEDOWATELXNO� WSQKAQ FORMULA IZ �f�g RAWNOSILXNA NEKOTOROJ FORMULE IZ�f�������g�
�TO OZNA�AET� �TO MNOVESTWO f�������g � P� S� S�

	��� sWOJSTWA POLNYH SISTEM SWQZOK�

tEOREMA �� pOLNYE SISTEMY SWQZOK OBLADA�T SLEDU��IMI SWOJSTWAMI�
�� ESLI KAKOE�TO MNOVESTWO SWQZOK !� SODERVIT NEKOTORU� P� S� S��TO !� � TOVE P� S� S��
�� ESLI !� � P� S� S� I WSQKAQ FORMULA IZ ��!�� RAWNOSILXNA KAKOJ�TO FORMULE IZ ��!��

DLQ NEKOTOROJ SISTEMY SWQZOK !�� TO !� TOVE P� S� S�

dOKAZATELXSTWO� �� nEPOSREDSTWENNO SLEDUET IZ OPREDELENIQ P� S� S�
�� pUSTX a � ����� tAK KAK !� � P� S� S�� TO a � b DLQ NEKOTOROJ FORMULY b IZ ��!��� pO

USLOWI� b � c DLQ NEKOTOROJ c IZ ��!��� pO TRANZITIWNOSTI OTNO�ENIQ RAWNOSILXNOSTI IMEEM�

a � c I c � ��!��

�TO OZNA�AET� �TO !� � P� S� S� �

pRIMER �� pOLXZUQSX PRAWILOM ISKL��ENIQ IMPLIKACII

a� b � �a� b�
RAWNOSILXNYMI PREOBRAZOWANIQMI WSQKU� FORMULU aw IZ �f�������g MOVNO PRIWESTI K WIDU�
W KOTOROM NET OPERACII �� �TO OZNA�AET� �TO WSQKAQ FORMULA IZ �f�������g RAWNOSILXNA
NEKOTOROJ FORMULE IZ �f�����g I f��� ���g � P� S� S�� SM� PRIMER ������ pRIMENQQ P� �
TEOREMY ������ POLU�AEM� �TO f�����g � P� S� S�

�
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tEOREMA �� wSQKAQ POLNAQ SISTEMA SWQZOK IZ � SODERVIT SWQZKU ��
dOKAZATELXSTWO� pUSTX M � MNOVESTWO WSEH FORMUL aw� NE SODERVA�IH W SWOEJ ZAPISI
SWQZKI �� TO ESTX M � �f�������g� lEGKO UBEDITXSQ W TOM� �TO ESLI a�A�� � � � � An� � M�
TO a��� � � � � �� � �� rASSMOTRIM FORMULU b�A�B� � �A � B� o�EWIDNO� b��� �� � �� ZNA�IT
b�A�B� � �f�g� NO b�A�B� NERAWNOSILXNA NIKAKOJ FORMULE IZ �f�������g� �TO OZNA�AET�
�TO MNOVESTWO f�������g NE QWLQETSQ P� S� S� pO TEOREME ������ P� �� NIKAKOE PODMNOVESTWO
MNOVESTWA f�������g NE QWLQETSQ P� S� S� �TO I OZNA�AET� �TO WSQKAQ P� S� S� IZ � OBQZANA
SODERVATX OPERACI� �� �

	�	� oPISANIE POLNYH SISTEM SWQZOK IZ �� pO TEOREME ������ WSQKAQ P� S� S� IZ �
SODERVIT �� wOZNIKAET WOPROS O TOM� A NE QWLQETSQ LI ODNO�LEMENTNOE MNOVESTWO f�g P� S� S��
oTWET DAET

tEOREMA �� mNOVESTWO f�g NE QWLQETSQ P� S� S�
dOKAZATELXSTWO� oTMETIM� �TO �f�g SOSTOIT IZ WSEH BUKW ALFAWITA I FORMUL WIDA �� � � ��� �z �

n

A�

n � N �oDNAKO� NI ODNA IZ �TIH FORMUL NE QWLQETSQ TAWTOLOGIEJ�sLEDOWATELXNO� FORMULAA��A�
NAPRIMER� NERAWNOSILXNA NIKAKOJ FORMULE IZ �f�g� sLEDOWATELXNO� MNOVESTWO f�g NE QWLQETSQ
P� S� S� �

tEOREMA �� sLEDU��IE NIVE MNOVESTWA SWQZOK IZ � QWLQETSQ P� S� S��
�� f���g�
�� f���g�
	� f���g�

dOKAZATELXSTWO� �� f���g� w PRIMERE ����� POKAZANO� �TO MNOVESTWO f�����g � P� S� S� pOLX	
ZUQSX RAWNOSILXNOSTX�

a � b � ���a � �b�
WSQKU� FORMULU IZ �f�����g RAWNOSILXNYMI PREOBRAZOWANIQMI MOVNO PRIWESTI K FORMULE� W
ZAPISI KOTOROJ NET OPERACII �� �TO OZNA�AET� �TO WSQKAQ FORMULA IZ �f�����g RAWNOSILXNA
NEKOTOROJ FORMULE IZ �f���g� a TAK KAK f�����g � P� S� S�� TO PO TEOREME ������ P� �� f���g �
TOVE P� S� S�

�� f���g� rASSUVDENIQ TAKIE VE� KAK I W PREDYDU�EM PUNKTE S ISPOLXZOWANIEM RAWNOSILX	
NOSTI a � b � ���a� �b��

�� f���g� pOLXZUQSX RAWNOSILXNOSTX� a � b � �a � b� WSQKU� FORMULU IZ �f���g RAWNO	
SILXNYMI PREOBRAZOWANIQMI MOVNO PRIWESTI K FORMULE IZ �f���g� TO ESTX WSQKAQ FORMULA
IZ �f���g RAWNOSILXNA NEKOTOROJ FORMULE IZ �f���g I f���g � P� S� S� sLEDOWATELXNO� PO
TEOREME ������ P��� f���g � TOVE P� S� S� �

sLEDSTWIE �� wSQKAQ SISTEMA SWQZOK IZ !� SODERVA�AQ SWQZKU � I HOTQ BY ODNU IZ SWQZOK

�� �� �� QWLQETSQ P� S� S�

dOKAZATELXSTWO SLEDUET NEPOSREDSTWENNO IZ PREDYDU�EJ TEOREMY I TEOREMY ������ P� ��

	��� oDNO�LEMENTNYE POLNYE SISTEMY SWQZOK� w P� III����� DOKAZANO� �TO SREDI SWQZOK
IZ � NET TAKOJ SWQZKI� KOTORAQ SOSTAWLQLA BY P� S� S� eSTX LI TAKIE SWQZKI NE W �� oTWET
POLOVITELXNYJ� wWEDEM DWE SWQZKI� KOTORYE OBOZNA�IM � I �� A SMYSL IH OPREDELIM TABLICAMI
ISTINNOSTI�

A B A�B A�B
� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

��



x �� pOLNYE SISTEMY SWQZOK

sWQZKU � PRINQTO NAZYWATX �	TRIH 	EFERA� I OBOZNA�ATX SIMWOLOM j� sWQZKU � INOGDA
NAZYWA�T �OPERACIQ pIRSA� I OBOZNA�A�T �� oDNAKO MY PREDPO�TEM MNEMONI�ESKIJ PODHOD K
OBOZNA�ENI� �TIH SWQZOK�

tEOREMA �� mNOVESTWA f�g I f�g QWLQ�TSQ POLNYMI SISTEMAMI SWQZOK�
dOKAZATELXSTWO� ��iZ TABLICY ISTINNOSTI DLQ SWQZKI � LEGKO USMATRIWAETSQ RAWNOSILXNOSTX�

��a � b� � a� b�

wOSPOLXZOWAW�ISX E�� POLU�IM�

�a � ��a � a� � a� a�

a � b � ���a � �b� � ����a � a� � ��b � b�� �
� ���a� a� � �b� b�� � �a� a� � �b� b��

tAKIM OBRAZOM� POLU�ENY RAWNOSILXNOSTI�

�a � a� a�

a � b � �a� a� � �b� b��

iSPOLXZUQ IH� RAWNOSILXNYMI PREOBRAZOWANIQMI KAVDU� FORMULU IZ �f���g MOVNO PRIWES	
TI K NEKOTOROJ FORMULE IZ �f�g� TO ESTX WSQKAQ FORMULA IZ �f���g RAWNOSILXNA NEKOTOROJ
FORMULE IZ �f�g� kROME TOGO� f���g � P� S� S� pO TEOREME ������ P� �� f�g � TOVE P� S� S�

�� pOLNOTA SISTEMY SWQZOK f�g DOKAZYWAETSQ ANALOGI�NO PREDYDU�EMU� pO�TOMU MY PRIWE	
DEM LI�X NEOBHODIMYE DLQ RASSUVDENIQ RAWNOSILXNOSTI� KOTORYE TAKVE NEOBHODIMO PROWERITX�

�a � �a� a��
a � b � �a� a�� �b�b�� �

	��� iSKL��ITELXNOSTX SWQZOK � I ��
tEOREMA �� eSLI � � ! I f�g � P� S� S�� TO � � � ILI � � ��
dOKAZATELXSTWO� �� pREDPOLOVIM� �TO SWQZKA � ODNOMESTNAQ� tOGDA WSQKAQ FORMULA IZ �f�g
IMEET WID� a � � � � � � � A� GDE A � NEKOTORAQ WYSKAZYWATELXNAQ PEREMENNAQ� tOGDA PRI A � ��
a � � LIBO a � ��

pUSTX PRI A � �� a � �� fORMULA A � B PRI A � �� B � � PRINIMAET ZNA�ENIE A � B � �� A
PRI A � �� B � �� A � B � �� TO ESTX FORMULA A � B PRI A � � MOVET PRINIMATX KAK ZNA�ENIE
RAWNOE �� TAK I RAWNOE �� tOVE SAMOE WERNO I DLQ WSQKOJ FORMULY WIDA b � � � � � � � B� tAKIM
OBRAZOM� FORMULA A � B NERAWNOSILXNA NIKAKOJ FORMULE IZ �f�g� sLEDOWATELXNO� ODNOMESTNYE
SWQZKI NE MOGUT UDOWLETWORQTX USLOWI� TEOREMY�

�� pUSTX � � DWUMESTNAQ SWQZKA� A I B � WYSKAZYWATELXNYE PEREMENNYE�
A� pREDPOLOVIM� �TO A�B � �� PRI A � � I B � �� tOGDA L�BAQ FORMULA a � a�A�� A�� � � �An��

SODERVA�AQ LI�X SWQZKU �� PRI A� � A� � � � � � An � � PRINIMAET ZNA�ENIE� RAWNOE �� I POTOMU
NERAWNOSILXNA� NAPRIMER� FORMULE b�A�� A�� � �A� � A�� TAK KAK b��� �� � �� tAKIM OBRAZOM�
A �B � � PRI A � B � ��

b� tEPERX PREDPOLOVIM� �TO A � B � �� PRI A � B � �� w �TOM SLU�AE WSQKAQ FORMULA
a � a�A�� A�� � � � � An� � �f�g� PRI A� � A� � � � � � An � � PRINIMAET ZNA�ENIE� RAWNOE �� A
POTOMU NE MOVET BYTX RAWNOSILXNA� NAPRIMER� FORMULE b�A�� A�� � �A��A�� TAK KAK b��� �� � ��
tAKIM OBRAZOM� A �B � �� PRI A � B � �

c� tAKIM OBRAZOM� DLQ A � B IMEEM SLEDU��U�� NE DO KONCA OPREDELENNU�� TABLICU ISTIN	
NOSTI�

A B A �B
� � �

� �

� �

� � �

��



gLAWA III� aLGEBRA WYSKAZYWANIJ

d� pREDPOLOVIM� �TO DLQ FORMULY a�A�B� � A �B IMEET MESTO�

a��� �� � �� a��� �� � ��

tOGDA IMEEM�

A B A �B �B
� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

�TA TABLICA ISTINNOSTI POKAZYWAET� �TO� a�A�B� � A � B � �B� �TO OZNA�AET� �TO WSQKAQ
FORMULA IZ �f�g RAWNOSILXNA NEKOTOROJ FORMULE IZ �f�g� a TAK KAK f�g � P� S� S�� TO I f�g �
P� S� S� pROTIWORE�IE� sLEDOWATELXNO� NEWOZMOVNO� �TOBY a��� �� � �� A a��� �� � ��

e� pUSTX a��� �� � �� A a��� �� � ��
tOGDA IMEEM�

A B A �B �A
� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

�TO OZNA�AET� �TO

a�A�B� � A �B � �A

kAK I W SLU�AE d� POLU�AEM� �TO f�g � P� S� S�� �TO PROTIWORE�IT TEOREME ������ tAKIM
OBRAZOM� TAKVE NEWOZMOVNO� �TOBY

a��� �� � �� A a��� �� � ��

f� tAKIM OBRAZOM� DLQ a�A�B� � A�B OSTALOSX LI�X DWE WOZMOVNYE� OPREDELQ��IE SWQZKU ��
TABLICY ISTINNOSTI�

A B A �� B
� � �

� � �

� � �

� � �

A B A �� B
� � �

� � �

� � �

� � �

nO �TO OZNA�AET� �TO �� � �� A �� � �� �

	��� nOWYE TERMINY� oSNOWNYE SWQZKI� pOLNYE SISTEMY SWQZOK �P� S� S��� oTRICANIE
KON��NKCII � ��TRIH 	EFFERA�� oTRICANIE DIZ��NKCII � �OPERACIQ pIRSA��

��



x �� pOLNYE SISTEMY SWQZOK

	��� kONTROLXNYE WOPROSY�

�� sKOLXKO �LEMENTOW WO MNOVESTWAH � I !�

�� kAKOE MNOVESTWO OBOZNA�ENO �EREZ �f!�g DLQ !� � !�

�� oHARAKTERIZUJTE MNOVESTWO �f�g�
�� oHARAKTERIZUJTE MNOVESTWO �f�g�
�� wERNO LI� �TO �f�g � �f�g�
�� kAKIE IZ PRIWEDENNYH NIVE MNOVESTW QWLQETSQ P� S� S��

a� f���g� b� f�����g�
c� f���g� d� f�g�
e� f���g� f� f�������g�
g� ��

�� sFORMULIRUJTE OSNOWNYE REZULXTATY O P� S� S� IZ ��


� dAJTE SLOWESNOE OPREDELENIE SWQZOK � I ��

� kAKIE IZ PRIWEDENNYH NIVE MNOVESTW QWLQ�TSQ P� S� S��

a� f�g� b� f���g�
c� f�g ��� d� f���g�
e� f�g�

��� pERE�ISLITE WSE ODNO�LEMENTNYE P� S� S�

	��� uPRAVNENIQ�

�� dOKAVITE� �TO KOLI�ESTWO WSEH UNARNYH SWQZOK RAWNO �� A BINARNYH � ���

�� wOSPROIZWEDITE BOLEE DETALXNO� �EM W TEKSTE� DOKAZATELXSTWO TEOREMY ������ P� ��

�� pRIWEDITE DOKAZATELXSTWO P� � TEOREMY ������

�� pRIWEDITE DOKAZATELXSTWO P� � TEOREMY ������

�� rAWNOSILXNYMI PREOBRAZOWANIQMI PRIWEDITE SLEDU��IE NIVE FORMULY K WIDU� SODERVA	
�EMU LI�X SWQZKU � �LI�X SWQZKU ���

�a� �a� �b� a � b� �c� a � b�

�d� a� b� �e� a � b�

��



gLAWA IV

bULEWY FUNKCII

x �� bULEWY FUNKCII� rEALIZACIQ BULEWYH FUNKCIJ FORMULAMI

bULEWY FUNKCII� pRIMERY BULEWYH FUNKCIJ� rEALIZACIQ BULEWYH FUNKCIJ FORMULAMI� rAW�
NOSILXNYE FORMULY� dWOJSTWENNYE FUNKCII� pRINCIP DWOJSTWENNOSTI�

���� oPREDELENIE I PRIMERY BULEWYH FUNKCIJ�

oPREDELENIE �� fUNKCII f � f�� �gn � f�� �g NAZYWA�TSQ FUNKCIQMI ALGEBRY LOGIKI ILI BULE�
WYMI FUNKCIQMI�

mNOVESTWO BULEWYH FUNKCIJ OT n PEREMENNYH OBOZNA�IM Pn�

Pn � ff j f � f�� �gn � f�� �gg�
nETRUDNO PERE�ISLITX WSE BULEWY FUNKCII OT ODNOJ PEREMENNOJ�

aRGUMENT bULEWY FUNKCII

x � x �x� x� x� �

f��x� f��x� f��x� f��x�

� � � � �

� � � � �

wSEGO IMEETSQ �ETYRE RAZLI�NYH BULEWYH FUNKCIJ OT ODNOJ PEREMENNOJ�
f��x� � � � FUNKCIQ TOVDESTWENNO RAWNAQ NUL� ILI TOVDESTWENNYJ NULX�
f��x� � x � TOVDESTWENNAQ FUNKCIQ�
f��x� � x� � FUNKCIQ� KOTORU� NAZYWA�T OTRICANIEM�
f��x� � � � FUNKCIQ� TOVDESTWENNO RAWNAQ EDINICE ILI TOVDESTWENNAQ EDINICA�
pERE�ISLIM WSE WOZMOVNYE BULEWY FUNKCII OT DWUH PEREMENNYH� UKAZAW NAIBOLEE UPOTREBI	

TELXNYE OBOZNA�ENIQ DLQ NEKOTORYH IZ NIH�

aRGU	 bULEWY FUNKCII

MENTY

� �� � � x �� � x� � y y� � j � �

x y g� g� g� g� g� g� g� g� g
 g� g�� g�� g�� g�� g�� g��

� � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � �

wSEGO IMEETSQ �ESTNADCATX RAZLI�NYH BULEWYH FUNKCIJ OT DWUH PEREMENNYH� mNOGIE IZ NIH
IME�T SPECIALXNYE NAZWANIQ�
g��x� y� � x � y � KON��NKCIQ�
g��x� y� � x �y � STRELKA pIRSA�
g��x� y� � x� y � SLOVENIE PO MODUL� � ILI SUMMA vEGALKINA�

��



x �� bULEWY FUNKCII� rEALIZACIQ BULEWYH FUNKCIJ FORMULAMI

g
�x� y� � x � y � �KWIWALENCIQ�
g���x� y� � x � y � DIZ��NKCIQ�
g���x� y� � x jy � �TRIH �EFFERA�
g���x� y� � x� y � IMPLIKACIQ�
tABLICA ZNA�ENIJ BULEWOJ FUNKCII NAZYWAETSQ TABLICEJ ISTINNOSTI� l�BU� BULEWU FUNK	

CI� OT n PEREMENNYH f�x�� x�� � � � � xn� MOVNO ZADATX TABLICEJ ISTINNOSTI�

x� x� � � � xn f�x�� x�� � � � � xn�

� � � � � � ��

� � � � � � ��

� � � � � � ��

� � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � ��n

GDE �i � f�� �g� i � �� �� � � � � �n� w �TOJ TABLICE IMEETSQ �n STROK� SOOTWETSTWU��IH RAZLI�NYM
KOMBINACIQM ZNA�ENIJ PEREMENNYH� KOTORYM MOVNO SOPOSTAWITX ��

n

RAZLI�NYH STOLBCOW� nO
KAVDYJ TAKOJ STOLBEC SOOTWETSTWUET KAKOJ	TO BULEWOJ FUNKCII OT n PEREMENNYH� tAKIM OBRA	
ZOM� DOKAZANA

tEOREMA �� �ISLO RAZLI�NYH BULEWYH FUNKCIJ OT n PEREMENNYH RAWNO ��
n

ILI jPnj � ��
n

�

���� sU�ESTWENNYE I NESU�ESTWENNYE PEREMENNYE�

oPREDELENIE �� gOWORQT� �TO BULEWA FUNKCIQ f � Pn SU�ESTWENNO ZAWISIT OT PEREMEN�
NOJ xi� ESLI SU�ESTWUET TAKOJ NABOR ZNA�ENIJ PEREMENNYH a�� � � � � ai��� ai��� � � � � an� �TO

f�a�� � � � � ai��� �� ai��� � � � � an� �� f�a�� � � � � ai��� �� ai��� � � � � an��

w �TOM SLU�AE xi NAZYWAETSQ SU�ESTWENNOJ PEREMENNOJ� W PROTIWNOM SLU�AE xi � NESU�EST�
WENNAQ �FIKTIWNAQ� PEREMENNAQ�

pRIMER �� pUSTX BULEWY FUNKCII f�� f� I f� ZADANY TABLICAMI ISTINNOSTI�

x y f� f� f�

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

wIDNO� �TO DLQ f� PEREMENNAQ x QWLQETSQ SU�ESTWENNOJ� A y � NESU�ESTWENNOJ� DLQ f� OBE
PEREMENNYE NESU�ESTWENNYE� DLQ f� OBE PEREMENNYE SU�ESTWENNYE�

pO OPREDELENI� BUDEM S�ITATX BULEWY FUNKCII RAWNYMI� ESLI ODNA IZ DRUGOJ POLU�AETSQ
UDALENIEM ILI WWEDENIEM NESU�ESTWENNYH PEREMENNYH� pO�TOMU DALEE BULEWY FUNKCII RASSMAT	
RIWA�TSQ S TO�NOSTX� DO NESU�ESTWENNYH PEREMENNYH� �TO POZWOLQET S�ITATX� �TO WSE BULEWY
FUNKCII DANNOGO MNOVESTWA BULEWYH FUNKCIJ OT OGRANI�ENNOGO W SOWOKUPNOSTI �ISLA PEREMEN	
NYH ZAWISQT OT ODNIH I TEH VE PEREMENNYH� tAKOE MNOVESTWO BULEWYH FUNKCIJ MOVNO TAKVE
OBOZNA�ATX Pn� n � maxmi� GDE mi � KOLI�ESTWO SU�ESTWENNYH PEREMENNYH i	OJ FUNKCII IZ Pn�

��	� rEALIZACIQ BULEWYH FUNKCIJ FORMULAMI� pUSTX � � ff�� f�� � � � � fmg � MNO	
VESTWO BULEWYH FUNKCIJ�

oPREDELENIE �� fORMULOJ NAD � NAZYWAETSQ WYRAVENIE WIDA

F �� � f�t�� t�� � � � � tn��

GDE f � � I ti LIBO PEREMENNAQ� LIBO FORMULA NAD ��

��



gLAWA IV� bULEWY FUNKCII

mNOVESTWO � NAZYWAETSQ BAZISOM� f � GLAWNOJ �WNE�NEJ� OPERACIEJ �FUNKCIEJ�� A ti �
PODFORMULAMI� wSQKOJ FORMULE F ODNOZNA�NO SOOTWETSTWUET NEKOTORAQ BULEWA FUNKCIQ f � w
�TOM SLU�AE GOWORQT� �TO FORMULA F REALIZUET FUNKCI� f I OBOZNA�A�T�

f � funcF�

zNAQ TABLICY ISTINNOSTI DLQ FUNKCIJ BAZISA� MOVNO WY�ISLITX TABLICU ISTINNOSTI TOJ FUNK	
CII� KOTORU� REALIZUET DANNAQ FORMULA�

pRIMER �� pUSTX � � f���g I F � �x � y� � x� tOGDA

x y x � y �x � y� � x � F

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

pRIMER �� pUSTX � � f�� ���g I F � �x � y� � �x � y��� tOGDA

x y x � y x � y� �x � y� � �x � y�� � F

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

���� rAWNOSILXNYE FORMULY� lEGKO PONQTX� �TO ODNA BULEWA FUNKCIQ NAD DANNYM BA	
ZISOM � MOVET IMETX MNOGO REALIZACIJ�

oPREDELENIE �� fORMULY� REALIZU��IE ODNU I TU VE BULEWU FUNKCI� NAZYWA�TSQ RAWNO�
SILXNYMI� TO ESTX

F� � F� � funcF� � funcF��

tEOREMA �� dLQ L�BYH BULEWYH FUNKCIJ f � g I h ISTINNY SLEDU��IE RAWNOSILXNOSTI�

�� f �� � f�
�� iDEMPOTENTNOSTX KON��NKCII� DIZ��NKCII I SLOVENIQ PO MODUL� DWA�

f � f � f� f � f � f� f � f � f�
	� kOMMUTATIWNOSTX KON��NKCII� DIZ��NKCII I SLOVENIQ PO MODUL� DWA�

f � g � g � f� f � g � g � f� f � g � g � f�


� aSSOCIATIWNOSTX KON��NKCII� DIZ��NKCII I SLOVENIQ PO MODUL� DWA�

f � �g � h� � �f � g� � h� f � �g � h� � �f � g� � h� f � �g � h� � �f � g� � h�

�� dISTRIBUTIWNYE ZAKONY�

f � �g � h� � �f � g� � �f � h�� f � �g � h� � �f � g� � �f � h�� f � �g � h� � �f � g� � �f � h��

�� zAKONY POGLO�ENIQ�

f � �f � g� � f� f � �f � g� � f�
� zAKONY DE mORGANA�

�f � g�� � f � � g�� �f � g�� � f � � g��
�� f � f � � �� f � f � � ��

��



x �� bULEWY FUNKCII� rEALIZACIQ BULEWYH FUNKCIJ FORMULAMI

�� f � � � f � f � � � f � f � � � �� f � � � �� �� � �� �� � ��

��� zAKON KONTRAPOZICII�

f � g � g� � f ��

��� pRAWILO ISKL��ENIQ IMPLIKACII�

f � g � f � � g�
��� pRAWILO ISKL��ENIQ �KWIWALENCII�

f � g � �f � g� � �g � f��

�	� f � � f j f � f � f � f � ��

�
� f j g � �f � g��� f � g � �f � g���
��� f � g � �f j f� j�g j g�� f � g � �f � f� ��g � g�� f � g � f j�g j g��
��� f � g � �f � g���
dOKAZATELXSTWO �TIH RAWNOSILXNOSTEJ PROWODITSQ POSTROENIEM TABLIC ISTINNOSTI�

���� pODSTANOWKA I ZAMENA� eSLI W FORMULU F WHODIT PEREMENNAQ x� TO �TOT FAKT BU	
DEM OBOZNA�ATX F �� � � � x� � � ��� zAPISX F �� � � � G� � � �� OBOZNA�AET� �TO FORMULA F SODERVIT W SWOEJ
ZAPISI PODFORMULU G� wMESTO PODFORMULY �W �ASTNOSTI� WMESTO PEREMENNOJ� W FORMULU MOVNO
PODSTAWITX DRUGU� FORMULU �W �ASTNOSTI� PEREMENNU��� W REZULXTATE POLU�ITSQ NOWAQ PRAWILX	
NO POSTROENNAQ FORMULA� eSLI POSTANOWKA PROIZWODITSQ WMESTO NEKOTORYH WHOVDENIJ �W TOM
�ISLE WMESTO ODNOGO�� TO REZULXTAT PODSTANOWKI OBOZNA�IM F �� � � � G�� � � ��fG��G�g� eSLI VE POD	
STANOWKA PROIZWODITSQ WMESTO WSEH WHOVDENIJ ZAMENQEMOJ PODFORMULY �ILI PEREMENNOJ�� TO
REZULXTAT PODSTANOWKI OBOZNA�IM F �� � � � G�� � � ��fG���G�g�
pRIMER ��

�� x� x�fy � z��xg � �y � z� � �y � z���
�� x� �y � z�fx���y � zg � x� x��
�� zAMENA PERWOGO WHOVDENIQ PEREMENNOJ� x � x�fy�xg � y � x��
�� zAMENA WTOROGO WHOVDENIQ PODFORMULY� x � �y � z�� � �y � z�fx�y � zg � x � �y � z�� � x�

pRAWILO ZAMENY� eSLI W FORMULE ZAMENITX NEKOTORU� PODFORMULU NA RAWNOSILXNU� EJ� TO
POLU�ITSQ RAWNOSILXNAQ FORMULA

G� � G� � F �� � � � G�� � � �� � F �� � � � G�� � � ��fG��G�g�

pRAWILO PODSTANOWKI� eSLI W RAWNOSILXNYH FORMULAH WMESTO WSEH WHOVDENIJ NEKOTOROJ

PEREMENNOJ x POSTAWITX ODNU I TU VE FORMULU� TO POLU�ATSQ RAWNOSILXNYE FORMULY

F��� � � � x� � � �� � F��� � � � x� � � �� � F��� � � � x� � � ��fG��xg � F��� � � � x� � � ��fG��xg�

pRIMER �� tAK KAK x� y � x� � y� TO� PO PRAWILU ZAMENY
�z � �x� y�� � �x� y� � �z � �x� y�� � �x� � y� � �z � �x� y�� � �x� y�fx� � y�x� yg�

tAK KAK x� � �y � x� � �x� �� � �y � x�� TO� PO PRAWILU ZAMENY� IMEEM

x� � �y � x�fx � z��xg � �x� �� � �y � x�fx � z��xg
ILI

�x � z�� � �y � �x � z�� � ��x � z� � �� � �y � �x � z���
oTMETIM� �TO W PRAWILE PODSTANOWKI USLOWIE ZAMENY WSEH WHOVDENIJ SU�ESTWENNO� nAPRIMER�

x � x� � � I x � x�fy��xg � y � y� � �� NO x � x�fy�xg � y � x� �� ��

��



gLAWA IV� bULEWY FUNKCII

���� pRINCIP DWOJSTWENNOSTI�

oPREDELENIE �� pUSTX f�x�� � � � � xn� � Pn � BULEWA FUNKCIQ� TOGDA FUNKCIQ

f��x�� � � � � xn� � f ��x��� � � � � x
�
n�

NAZYWAETSQ DWOJSTWENNOJ K BULEWOJ FUNKCII f �

iZ OPREDELENIQ NEPOSREDSTWENNO WIDNO� �TO DLQ L�BOJ BULEWOJ FUNKCII f WYPOLNQETSQ RA	
WENSTWO f�� � f �

pRIMER �� pUSTX f � x�y� g � x� h � x�� TOGDA� IZ OPREDELENIQ SLEDUET� �TO f� � �x��y��� � x�y�
g� � �x��� � x�� � x� h� � �x���� � x��� � x��

bUDEM NAZYWATX FUNKCI� f SAMODWOJSTWENNOJ� ESLI f� � f � iZ PREDYDU�EGO PRIMERA WID	
NO� �TO OTRICANIE I TOVDESTWENNAQ FUNKCIQ QWLQ�TSQ SAMODWOJSTWENNYMI� A DIZ��NKCIQ NE
SAMODWOJSTWENNAQ�

tEOREMA �� eSLI BULEWA FUNKCIQ ��x�� � � � � xn� REALIZOWANA FORMULOJ

f�f��x�� � � � � xn�� � � � � fn�x�� � � � � xn���

GDE f� f�� � � � � fn � BULEWY FUNKCII� TO FORMULA

f��f�� �x�� � � � � xn�� � � � � f�n�x�� � � � � xn��

REALIZUET FUNKCI� ���x�� � � � � xn��

dOKAZATELXSTWO� ���x�� � � � � xn� � ���x��� � � � � x
�
n� � func f ��f��x��� � � � � x

�
n�� � � � � fn�x��� � � � � x

�
n�� �

� func f ��f ��� �x��� � � � � x
�
n�� � � � � f ��n �x��� � � � � x

�
n�� � func f ��f��

��x�� � � � � xn�� � � � � f�n
��x�� � � � � xn� �

� func f��f�� �x�� � � � � xn�� � � � � f�n�x�� � � � � xn��� �
sLEDU��AQ TEOREMA NOSIT NAZWANIE �PRINCIP DWOJSTWENNOSTI� I DOKAZYWAETSQ METODOM MA	

TEMATI�ESKOJ INDUKCII� PRI �TOM INDUKCIONNYJ PEREHOD PROISHODIT NA OSNOWE TOLXKO �TO DO	
KAZANNOJ TEOREMY�

tEOREMA � �pRINCIP DWOJSTWENNOSTI�� pUSTX � � ff�� � � � � fmg I �� � ff�� � � � � � f�mg � BAZISY�
tOGDA� ESLI FORMULA F NAD BAZISOM � REALIZUET FUNKCI� f � TO FORMULA F � NAD BAZISOM ���
POLU�ENNAQ IZ FORMULY F ZAMENOJ fi NA DWOJSTWENNYE FUNKCII f

�
i � REALIZUET FUNKCI� f�� TO

ESTX

f � funcF �� � f� � funcF ���� �

GDE F ���� � F �� ff�i ��figmi	��

���� nOWYE TERMINY� bULEWY FUNKCII� sU�ESTWENNYE I NESU�ESTWENNYE PEREMENNYE�
bAZIS� GLAWNAQ �WNE�NQQ� OPERACIQ �FUNKCIQ�� PODFORMULA� rAWNOSILXNYE FORMULY�pODSTANOW	
KA I ZAMENA� dWOJSTWENNAQ I SAMODWOJSTWENNAQ FUNKCII� pRINCIP DWOJSTWENNOSTI�

���� kONTROLXNYE WOPROSY�

�� sKOLXKO SU�ESTWUET RAZLI�NYH BULEWYH FUNKCIJ OT TREH PEREMENNYH�

�� sKOLXKO FORMUL REALIZUET DANNU� FUNKCI� f NAD DANNYM BAZISOM ��

�� eSLI � SOSTOIT IZ SAMODWOJSTWENNYH BULEWYH FUNKCIJ� TO �TO MOVNO SKAZATX O ���

�� �EMU RAWNA FORMULA �x � y� � �z � �x � y���fx��x � yg�

�




x �� bULEWY FUNKCII� rEALIZACIQ BULEWYH FUNKCIJ FORMULAMI

��
� uPRAVNENIQ�

�� dOKAVITE� �TO �ISLO BULEWYH FUNKCIJ OT n PEREMENNYH� SREDI KOTORYH ROWNO k NESU�EST	

WENNYH RAWNO ��
n�k

�

�� pROWERXTE RAWNOSILXNOSTI TEOREMY ����� PUTEM POSTROENIQ TABLIC ISTINNOSTI�

�� nAJDITE FUNKCII� DWOJSTWENNYE FUNKCIQM �� �� �� �� j� ��
�� wYRAZITE FUNKCII �� �� �� �� j� � �EREZ FUNKCII � I ��

�� wYRAZITE FUNKCII �� �� �� �� j� � �EREZ FUNKCII � I ��

�



x �� pOLNYE KLASSY BULEWYH FUNKCIJ

rAZLOVENIE BULEWOJ FUNKCII PO PEREMENNOJ� wYRAVENIE BULEWYH FUNKCIJ �EREZ OTRICANIE�
KON��NKCI� I DIZ��NKCI�� sOWER�ENNYE NORMALXNYE FORMY BULEWYH FUNKCIJ� zAMKNU�
TYE� SOBSTWENNYE M POLNYE KLASSY BULEWYH FUNKCIJ� pRIMERY POLNYH KLASSOW� tEOREMA O
POLNOTE SISTEMY BULEWYH FUNKCIJ�

w SOWREMENNYH �wm SISTEMA KOMAND CENTRALXNOGO PROCESSORA PREDSTAWLQET SOBOJ� FAKTI�ES	
KI� NEKOTOROE KONE�NOE MNOVESTWO BULEWYH FUNKCIJ� w SWQZI S �TIM WOZNIKAET WOPROS� SU�ESTWU	
�T LI �I ESLI SU�ESTWU�T� TO KAKIE� KLASSY BULEWYH FUNKCIJ� OBLADA��IE TEM SWOJSTWOM� �TO
S IH POMO�X� MOVNO WYRAZITX WSE DRUGIE BULEWY FUNKCII� w �TOM PARAGRAFE BUDET DOKAZANA
TEOREMA pOSTA O POLNOTE KLASSA BULEWYH FUNKCIJ W KOTOROJ USTANAWLIWA�TSQ NEOBHODIMYE I
DOSTATO�NYE USLOWIQ TOGO� �TOBY KLASS BULEWYH FUNKCIJ OBLADAL �TIM SWOJSTWOM

���� wYRAVENIE BULEWYH FUNKCIJ �EREZ OTRICANIE� KON��NKCI�I DIZ��NKCI��
w �TOM PUNKTE DOKAZYWAETSQ� �TO WSE BULEWY FUNKCII �OT L�BOGO KOLI�ESTWA ARGUMENTOW� REA	
LIZU�TSQ FORMULAMI NAD BAZISOM f�� ���g�

lEMMA � �O RAZLOVENII FUNKCII PO PEREMENNOJ�� dLQ PROIZWOLXNOJ BULEWOJ FUNKCII OT n PE�
REMENNYH f�x�� � � � � xn� WERNY SLEDU��IE FORMULY� NAZYWAEMYE FORMULAMI RAZLOVENIQ �TOJ

FUNKCII PO PEREMENNOJ xn�

f�x�� � � � � xn� � �
f�x�� � � � � xn��� �� � xn

� � �f�x�� � � � � xn��� �� � x�n
�

���

f�x�� � � � � xn� � �
f�x�� � � � � xn��� �� � x�n

� � �f�x�� � � � � xn��� �� � xn
�

���

dOKAZATELXSTWO� dOKAVEM FORMULU ����nUVNO PROWERITX� �TO FUNKCII� STOQ�IE W LEWOJ I PRA	
WOJ �ASTQH RAWNOSILXNOSTI� PRI ODINAKOWYH ZNA�ENIQH ARGUMENTOW IME�T RAWNYE ZNA�ENIQ� rAS	
SMOTRIM SNA�ALA WSEWOZMOVNYE NABORY ARGUMENTOW WIDA �a�� � � � � an��� ��� GDE a�� � � � � an�� � f�� �g
I WY�ISLIM KAKIE ZNA�ENIQ PRINIMA�T NA NABORAH TAKOGO WIDA FUNKCII� STOQ�IE W PRAWOJ I
LEWOJ �ASTQH DOKAZYWAEMOJ RAWNOSILXNOSTI��

f�a�� � � � � an��� �� � �� � �f�a�� � � � � an��� �� � �� � f�a�� � � � � an��� ���

wIDNO� �TO NA �TOM NABORE PEREMENNYH LEWAQ I PRAWAQ �ASTX DOKAZYWAEMOJ RAWNOSILXNOSTI SOW	
PADA�T�

dLQ WSEWOZMOVNYH NABOROW ZNA�ENIJ PEREMENNYH WIDA �a�� � � � � an��� �� TAKVE LEWAQ I PRAWAQ
�ASTI SOWPADA�T� TAK KAK�

f�a�� � � � � an��� �� � �� � �f�a�� � � � � an��� �� � �� � f�a�� � � � � an��� ���

iTAK� FUNKCII IZ OBEIH �ASTEJ DOKAZYWAEMOJ RAWNOSILXNOSTI PRINIMA�T ODINAKOWYE ZNA�ENIQ
PRI ODINAKOWYH ZNA�ENIQH IH ARGUMENTOW� sLEDOWATELXNO� �TI FUNKCII RAWNOSILXNY I RAWNO	
SILXNOSTX ��� SPRAWEDLIWA�

rAWNOSILXNOSTX ��� DOKAZYWAETSQ ANALOGI�NO� pRODELAJTE �TO SAMOSTOQTELXNO� �
zAMETIM� �TO PODOBNYE FORMULY WERNY I DLQ OSTALXNYH PEREMENNYH x�� � � � � xn���

tEOREMA �� wSQKAQ BULEWA FUNKCIQ MOVET BYTX PREDSTAWLENA W WIDE SUPERPOZICII OTRI�
CANIQ� KON��NKCII I DIZ��NKCII� TO ESTX L�BAQ BULEWA FUNKCIQ REALIZUETSQ FORMULOJ NAD
BAZISOM f�� ���g�

dOKAZATELXSTWO� mETOD MATEMATI�ESKOJ INDUKCII PO �ISLU n ARGUMENTOW BULEWOJ FUNKCII�
w PREDYDU�EM PARAGRAFE PERE�ISLENY WSE BULEWY FUNKCII OT ODNOGO ARGUMENTA� tAK KAK

f��x� � � � x � x�
f��x� � x

f��x� � x�

f��x� � � � x � x��


�



x �� pOLNYE KLASSY BULEWYH FUNKCIJ

TO UTWERVDENIE TEOREMY SPRAWEDLIWO DLQ n � ��
pUSTX TEOREMA WERNA DLQ WSEH FUNKCIJ OT k ARGUMENTOW� dOKAVEM EE DLQ FUNKCIJ OT k � �

ARGUMENTOW� pUSTX f�x�� � � � � xk��� � PROIZWOLXNAQ BULEWA FUNKCIQ OT k � � ARGUMENTA� tOGDA�
PO PREDYDU�EJ LEMME ������

f�x�� � � � � xk��� �
�
f�x�� � � � � xk� �� � xk��

� � �f�x�� � � � � xk� �� � x�k��
�

lEGKO PONQTX� �TO FIKSIROWANIE W BULEWOJ FUNKCII ODNOGO ARGUMENTA PRIWODIT K BULEWOJ FUNK	
CII S �ISLOM ARGUMENTOW NA EDINICU MENX�IM �ISLA ARGUMENTOW ISHODNOJ FUNKCII� pO�TOMU
KAVDAQ IZ BULEWYH FUNKCIJ f�x�� � � � � xk� �� I f�x�� � � � � xk� �� QWLQETSQ BULEWOJ FUNKCIEJ OT k AR	
GUMENTOW�nO� PO PREDPOLOVENI� INDUKCII� KAVDAQ TAKAQ FUNKCIQ WYRAVAETSQ �EREZ OTRICANIE�
KON��NKCI� I DIZ��NKCI�� pRINIMAQ �TO WO WNIMANIE WIDIM� �TO PRAWAQ �ASTX POSLEDNEGO RA	
WENSTWA RAWNOSILXNA BULEWOJ FUNKCII PREDSTAWLQ��EJ SUPERPOZICI� OTRICANIQ� KON��NKCII
I DIZ��NKCII� �

oTMETIM� �TO DOKAZATELXSTWO �TOJ TEOREMY PRAKTI�ESKI PREDOSTAWLQET ALGORITM DLQ NA	
HOVDENIQ FORMULY NAD BAZISOM f�� ���g REALIZU��EJ DANNU� BULEWU FUNKCI�� dLQ POQSNENIQ
PRIWEDEM SLEDU��IJ

pRIMER �� zAPI�EM FORMULU� WYRAVA��U� BULEWU FUNKCI� f�x� y� � x� y �EREZ OTRICANIE�
KON��NKCI� I DIZ��NKCI��

wOSPOLXZUEMSQ FORMULOJ ���

f�x� y� � �
f�x� �� � y� � �f�x� �� � y��� ���

nO� PO TOJ VE FORMULE

f�x� �� � �
f��� �� � x� � �f��� �� � x���

f�x� �� � �
f��� �� � x� � �f��� �� � x���

tAK KAK f��� �� � f��� �� � �� f��� �� � f��� �� � �� TO

f�x� �� � �
� � x� � �� � x�� � x��

f�x� �� � �
� � x� � �� � x�� � x�

pODSTAWLQQ W ���� POLU�IM
f�x� y� � x� y � �x� � y� � �x � y���

���� nORMALXNYE FORMY BULEWYH FUNKCIJ� nA OSNOWE TEOREMY ������ WSQKAQ BULEWA
FUNKCIQ MOVET BYTX PREDSTAWLENA NEKOTOROJ FORMULOJ ALGEBRY WYSKAZYWANIJ� lEGKO PONQTX�
�TO I WSQKAQ FORMULA ALGEBRY WYSKAZYWANIJ� PREDSTAWLQET NEKOTORU� BULEWU FUNKCI�� w �AST	
NOSTI� ODNOJ IZ TAKIH PREDSTAWLQ��IH FORMUL BUDET SOWER�ENNAQ DIZ��NKTIWNAQ NORMALX	
NAQ FORMA �ESLI DANNAQ BULEWA FUNKCIQ NE QWLQETSQ TOVDESTWENNYM NULEM� ILI SOWER�ENNAQ
KON��NKTIWNAQ NORMALXNAQ FORMA �ESLI BULEWA FUNKCIQ NE TOVDESTWENNAQ EDINICA�� oTYSKAW
SOWER�ENNYE NORMALXNYE FORMY DLQ FORMULY ALGEBRY WYSKAZYWANIJ� PREDSTAWLQ��EJ DAN	
NU� BULEWU FUNKCI�� MOVNO PEREJTI OT �TOJ FORMULY K FORMULXNOMU WYRAVENI� DLQ DANNOJ
BULEWOJ FUNKCII� eGO BUDEM NAZYWATX SOWER�ENNOJ DIZ��NKTIWNOJ �ILI KON��NKTIWNOJ� NOR�
MALXNOJ FORMOJ DANNOJ BULEWOJ FUNKCII� kAVDAQ IZ NIH DLQ DANNOJ BULEWOJ FUNKCII� ELI ONA
SU�ESTWUET� EDINSTWENNA S TO�NOSTX� DO PERESTANOWOK�

nAHOVDENIE SOWER�ENNYH FORM DLQ BULEWYH FUNKCIJ� ZADANNYH TABLICEJ ZNA�ENIJ� PROWO	
DITSQ ANALOGI�NO TOMU� KAK �TO DELAETSQ W ALGEBRE WYSKAZYWANIJ� eSLI FUNKCIQ ZADANA W WIDE
FORMULY� TO NEOBHODIMO SNA�ALA NAJTI FORMULU� WYRAVA��U� DANNU� FUNKCI� �EREZ OTRICA	
NIE� KON��NKCI� I DIZ��NKCI��

��	� zAMKNUTYE I SOBSTWENNYE KLASSY BULEWYH FUNKCIJ� wY�E BYLO POKAZANO�
�TO L�BAQ BULEWA FUNKCIQ WYRAVAETSQ �EREZ FUNKCII BAZISA f�� ���g� �TO OZNA�AET� �TO MOVNO
POSTROITX L�BOJ DWOI�NYJ PROCESSOR� IMEQ W RASPORQVENII �LEMENTY� REALIZU��IE OTRICANIE�


�



gLAWA IV� bULEWY FUNKCII

KON��NKCI� I DIZ��NKCI�� �TOT I SLEDU��IJ PUNKTY POSWQ�ENY NAHOVDENI� KRITERIEW� KO	
TORYM DOLVEN UDOWLETWORQTX BAZIS BULEWYH FUNKCIJ� �TOBY �EREZ FUNKCII �TOGO BAZISA MOVNO
BYLO WYRAZITX L�BU� BULEWU FUNKCI��

wWEDEM WNA�ALE NESKOLXKO OPREDELENIJ� OBOZNA�AQ �EREZ B MNOVESTWO WSEH BULEWYH FUNKCIJ
OT PROIZWOLXNOGO �ISLA ARGUMENTOW�

oPREDELENIE �� pUSTX � � ff�� � � � � fmg� fi � B� zAMYKANIEM �� KLASSA � NAZYWAETSQ MNO�
VESTWO WSEH BULEWYH� REALIZUEMYH FORMULAMI NAD �� TO ESTX

�� � ff � B j f � funcF �� g�
sWOJSTWA ZAMYKANIJ� FORMULIRUEMYE W SLEDU��EJ TEOREME O�EWIDNYM OBRAZOM SLEDU�T IZ

OPREDELENIQ�

tEOREMA �� dLQ L�BYH �NE OBQZATELXNO KONE�NYH� KLASSOW BULEWYH FUNKCIJ �� �� I �� WY�
POLNQ�TSQ SWOJSTWA�

�� � � �� �

�� ���  � �� �

	� �� � �� � ��� � ��� �


�
�
��� � ��� 

� � ��� ��� �

oPREDELENIE �� kLASS BULEWYH FUNKCIJ � NAZYWAETSQ ZAMKNUTYM� ESLI � � �� �

oPREDELENIE 	� kLASS BULEWYH FUNKCIJ � NAZYWAETSQ SOBSTWENNYM� ESLI ON NE PUST I NE

SOWPADAET S KLASSOM WSEH BULEWYH FUNKCIJ� TO ESTX � �� � I � �� B�

w KA�ESTWE PRIMERA RASSMOTRIM SLEDU��IE KLASSY BULEWYH FUNKCIJ� KOTORYE NEOBHODIMY
DLQ DALXNEJ�EGO IZLOVENIQ�
T� � ff � B j f��� � � � � �� � �g � KLASS FUNKCIJ� SOHRANQ��IH NULX�
T� � ff � B j f��� � � � � �� � �g � KLASS FUNKCIJ� SOHRANQ��IH EDINICU�
T� � ff � B j f � f�g � KLASS SAMODWOJSTWENNYH FUNKCIJ�
T� � ff � B j � � � � f��� � f���g � KLASS MONOTONNYH FUNKCIJ� GDE � � �a�� � � � � an��

� � �b�� � � � � bn� I ai� bi � f�� �g�pRI �TOM � � � TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA ai � bi� i � f�� � � � � ng�
TL � ff � B j f�x�� � � � � xn� � a� � a�x� � a�x� � � � �� anxng � KLASS LINEJNYH FUNKCIJ� GDE

ai � f�� �g I W ZAPISI aixi OPU�EN ZNAK KON��NKCII� pRO FUNKCI� f�x�� � � � � xn� W �TOM SLU�AE
GOWORQT� �TO ONA PREDSTAWIMA W WIDE LINEJNOGO POLINOMA vEGALKINA�

tEOREMA �� kLASSY T�� T�� T�� T�� TL QWLQ�TSQ SOBSTWENNYMI ZAMKNUTYMI KLASSAMI BULEWYH
FUNKCIJ�

dOKAZATELXSTWO� dLQ TOGO� �TOBY UBEDITXSQ W TOM� �TO �TI KLASSY SOBSTWENNYE� PRIWEDEM
SLEDU��U� TABLICU� W KOTOROJ ZNAKOM� ��� OBOZNA�AETSQ PRINADLEVNOSTX �NE PRINADLEVNOSTX�
FUNKCII SOOTWETSTWU��EMU KLASSU� oBOSNOWATX �TU TABLICU PREDLAGAETSQ SAMOSTOQTELXNO�

T� T� T� T� TL

� � � � � �

� � � � � �

x� � � � � �

x� � x� � � � � �
x � � � � �

iZ TABLICY WIDNO� �TO WSE �TI KLASSY NEPUSTY I NE SOWPADA�T S B� PRI�EM f�x� � x PRINADLE	
VIT WSEM �TIM KLASSAM� TO ESTX ONI QWLQ�TSQ SOBSTWENNYMI�

�TOBY DOKAZATX ZAMKNUTOSTX NADO POKAZATX� �TO ESLI FUNKCIQ REALIZOWANA NAD KLASSOM� TO
ONA PRINADLEVIT �TOMU KLASSU�


�



x �� pOLNYE KLASSY BULEWYH FUNKCIJ

�� pUSTX f� f�� � � � � fn � T� I F �x�� � � � � xn� � f�f��x�� � � � � xn�� � � � � fn�x�� � � � � xn��� tOGDA

F ��� � � � � �� � f�f���� � � � � ��� � � � � fn��� � � � � ��� � f��� � � � � �� � ��

sLEDOWATELXNO� funcF � T�� TO ESTX T� ZAMKNUT�
�� pUSTX f� f�� � � � � fn � T� I F �x�� � � � � xn� � f�f��x�� � � � � xn�� � � � � fn�x�� � � � � xn��� tOGDA

F ��� � � � � �� � f�f���� � � � � ��� � � � � fn��� � � � � ��� � f��� � � � � �� � ��

sLEDOWATELXNO� funcF � T�� TO ESTX T� ZAMKNUT�
�� pUSTX f� f�� � � � � fn � T� I F �x�� � � � � xn� � f�f��x�� � � � � xn�� � � � � fn�x�� � � � � xn��� tOGDA� PO

TEOREME ������ F � � f��f�� �x�� � � � � xn�� � � � � f�n�x�� � � � � xn�� � f�f��x�� � � � � xn�� � � � � fn�x�� � � � � xn�� �
� F �x�� � � � � xn�� sLEDOWATELXNO� funcF � T�� TO ESTX T� ZAMKNUT�

�� pUSTX f� f�� � � � � fn � T� I F �x�� � � � � xn� � f�f��x�� � � � � xn�� � � � � fn�x�� � � � � xn��� tOGDA� DLQ
�� � � f�� �gn� IZ � � � SLEDUET �f����� � � � � fn���� � �f����� � � � � fn����� A OTS�DA SLEDUET� �TO
f�f����� � � � � fn���� � f�f����� � � � � fn����� TO ESTX F ��� � F ���� �TO OZNA�AET� �TO funcF � T�� TO
ESTX T� ZAMKNUT�

�� pUSTX f� f�� � � � � fn � TL I F �x�� � � � � xn� � f�f��x�� � � � � xn�� � � � � fn�x�� � � � � xn��� tOGDA

f � a� � a�x� � � � �� anxn

f� � a�� � a��x� � � � �� a�nxn

� � �

fn � an� � an�x� � � � �� annxn

pODSTAWLQQ �TI WYRAVENIQ W ZAPISX FORMULY F POLU�IM

F �x�� � � � � xn� � a� � a��a�� � a��x� � � � �a�nxn� � � � �� an�an� � an�x� � � � � annxn� �
� d� � d�x� � � � �� dnxn�

sLEDOWATELXNO� funcF � TL� TO ESTX TL ZAMKNUT� �

���� pOLNYE KLASSY BULEWYH FUNKCIJ�

oPREDELENIE �� kLASS BULEWYH FUNKCIJ � NAZYWAETSQ POLNYM� ESLI EGO ZAMYKANIE SOWPADAET
S KLASSOM WSEH BULEWYH FUNKCIJ� TO ESTX

�� � B�

tAKIM OBRAZOM� MNOVESTWO BULEWYH FUNKCIJ � OBRAZUET POLNYJ KLASS� ESLI L�BAQ BULEWA
FUNKCIQ REALIZUEMA W WIDE FORMULY NAD ��

tEOREMA �� pUSTX ZADANY DWA KLASSA BULEWYH FUNKCIJ �� I ��� tOGDA� ESLI KLASS �� POLNYJ

I WSE FUNKCII IZ �� REALIZUEMY FORMULAMI NAD ��� TO KLASS �� TAKVE POLNYJ�

dOKAZATELXSTWO� pUSTX h � PROIZWOLXNAQ BULEWA FUNKCIQ� tOGDA� TAK KAK KLASS �� POL	
NYJ� TO h � funcF ��� � pUSTX ff�� � � � � fng � WSE BULEWY FUNKCII IZ KLASSA ��� KOTORYE WHO	
DQT W ZAPISX FORMULY F ��� � tOGDA� PO USLOWI�� fi � funcGi��� � zNA�IT h � funcG��� � GDE
G��� � F ��� fGi��figni	�� tAKIM OBRAZOM� PROIZWOLXNAQ BULEWA FUNKCIQ h REALIZUEMA NAD BA	
ZISOM ��� TO ESTX �� QWLQETSQ POLNYM� �

pRIMER �� kLASSY BULEWYH FUNKCIJ f�� �g� f���g� fjg� f�g� f�� �� ���g QWLQ�TSQ POLNYMI W SILU
TOLXKO �TO DOKAZANNOJ TEOREMY� TAK KAK W SILU RAWNOSILXNOSTEJ TEOREMY ����� KAVDAQ IZ FUNK	
CIJ KLASSA f�� ���g WYRAVAETSQ �EREZ FUNKCII �TIH KLASSOW� A POLNOTA KLASSA f�� ���g DOKAZANA
W P� IV�����

zAMETIM� �TO FORMULA NAD BAZISOM f�� �� ���g NAZYWAETSQ POLINOMOM vEGALKINA I �TOT PRI	
MER POKAZYWAET� �TO KAVDAQ BULEWA FUNKCIQ RAWNOSILXNA NEKOTOROMU �NE OBQZATELXNO LINEJNO	
MU� POLINOMU vEGALKINA�

sLEDU��AQ TEOREMA USTANAWLIWAET NEOBHODIMYE I DOSTATO�NYE USLOWIQ POLNOTY KLASSOW
BULEWYH FUNKCIJ I BYLA DOKAZANA AMERIKANSKIM MATEMATIKOM �� pOSTOM W ��� GODU�


�



gLAWA IV� bULEWY FUNKCII

tEOREMA � �pOST�� kLASS BULEWYH FUNKCIJ � QWLQETSQ POLNYM TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA
W �TOM KLASSE ESTX FUNKCIQ NE PRINADLEVA�AQ KLASSU T�� ESTX FUNKCIQ NE PRINADLEVA�AQ
KLASSU T�� ESTX FUNKCIQ NE PRINADLEVA�AQ KLASSU T�� ESTX FUNKCIQ NE PRINADLEVA�AQ KLAS�
SU T�� ESTX FUNKCIQ NE PRINADLEVA�AQ KLASSU TL� TO ESTX

�� � B � ��� � T� �� � T� �� � T� �� � T� �� � TL��

dOKAZATELXSTWO� nEOBHODIMOSTX� pUSTX �� � B I � � T� �� � T��� � T� �� � T� �� � TL�
tOGDA SU�ESTWUET TAKOE i � f�� �� ���� Lg� �TO � � Ti� oTS�DA� PO TEOREME ������ �� � B � �Ti �
nO TAK KAK KLASS Ti ZAMKNUTYJ PO TEOREME ������ TO B � Ti� �TO PROTIWORE�IT TOMU� �TO Ti
QWLQETSQ SOBSTWENNYM KLASSOM�

dOSTATO�NOSTX� pUSTX ��� � T� � � � T� � � � T� � � � T� � � � TL�� tOGDA SU�ESTWUET
�� � �� �� � ff�� f�� f�� f�� fLg� GDE f� �� T�� f� �� T�� f� �� T�� f� �� T�� fL �� TL� PRI�EM �TI
FUNKCII NE OBQZATELXNO RAZLI�NY I NE OBQZATELXNO �� � ��

pOKAVEM� �TO BULEWY FUNKCII � I � REALIZUEMY W WIDE FORMUL NAD ��� pOSTROENIE BUDET
PROWODITXSQ W TRI �TAPA� NA PERWOM STROQTSQ FORMULY NAD ��� REALIZU��IE KONSTANTY � I ��
KOTORYE NUVNY NA TRETXEM �TAPE� NA WTOROM �TAPE STROITSQ FORMULA� REALIZU��AQ OTRICANIE�
NA TRETXEM �TAPE STROITSQ FORMULA� REALIZU��AQ KON��NKCI��

�� pOSTROIM FORMULU NAD ��� REALIZU��U� �� pUSTX ��x� � f��x� � � � � x�� tOGDA

���� � f���� � � � � �� �� � � ���� � ��

wOZMOVNY DWA SLU�AQ ���� � � I ���� � ��
A� ���� � �� w �TOM SLU�AE FORMULA � REALIZUET ��
B� ���� � �� w �TOM SLU�AE FORMULA � REALIZUET OTRICANIE� tOGDA RASSMOTRIM FUNKCI� f��

tAK KAK f� �� T�� TO SU�ESTWU�T a�� � � � � an � f�� �g TAKIE� �TO f��a�� � � � � an� �� f ���a
�
�� � � � � a

�
n��

sLEDOWATELXNO� f��a�� � � � � an� � f��a
�
�� � � � � a

�
n��

oBOZNA�IM DLQ x� � � f�� �g
x� �

�
x� ESLI � � ��
x�� ESLI � � ��

tOGDA �� � � I �� � ��� pUSTX TEPERX �x� � f��xa� � � � � � x
an�� tOGDA

��� � f���
a� � � � � � �an� � f��a�� � � � � an� � f��a

�
�� � � � � a

�
n� � f���

a� � � � � � �an� � ����

tAKIM OBRAZOM� ��� � ���� TO ESTX �x� � � ILI �x� � �� eSLI �x� � �� TO ISKOMAQ KONSTAN	
TA � POSTROENA� eSLI VE  REALIZUET �� TO FUNKCIQ ���x�� REALIZUET EDINICU�

pOSTROENIE KONSTANTY � PROWODITSQ ANALOGI�NO� TOLXKO WMESTO f� NUVNO ISPOLXZOWATX f��
�� pOSTROIM FORMULU� REALIZU��U� OTRICANIE� rASSMOTRIM FUNKCI� f�� tAK KAK f� �� T��

TO SU�ESTWU�T � � �a�� � � � � an� I � � �b�� � � � � bn�� ai� bi � f�� �g TAKIE� �TO � � � I f���� � f�����
iZ TOGO� �TO f���� �� f���� SLEDUET� �TO � �� �� zNA�IT MNOVESTWO J �

�
j � f�� � � � � ng j aj � ��

bj � �
�
NEPUSTO� tO ESTX J � MNOVESTWO INDEKSOW j NA KOTORYH aj �� bj � A NA OSTALXNYH INDEKSAH

k � f�� � � � � ng n J � ak � bk�

pUSTX ��x� � f��c�� � � � � cn�� GDE cj �

�
x� ESLI j � J �
aj � bj� ESLI j �� J �

tOGDA

���� � f��c�� � � � � cn�f���xg � f���� � f���� � f��c�� � � � � cn�f���xg � �����

TO ESTX ���� � ����� �TO OZNA�AET� �TO ���� � �� A ���� � �� TO ESTX ��x� � x��
��pOSTOIM FUNKCI�� REALIZU��U� KON��NKCI�� rASSMOTRIM FUNKCI� fL� �TA FUNKCIQ REA	

LIZUEMA NAD POLNYM KLASSOM f�� ���� �g W WIDE POLINOMA vEGALKINA� NO fL �� TL� SLEDOWATELXNO�
�TOT POLINOM NE QWLQETSQ LINEJNYM� zNA�IT fL SODERVIT NELINEJNOE SLAGAEMOE� SODERVA�EE
KON��NKCI� PO KRAJNEJ MERE DWUH PEREMENNYH� pUSTX� DLQ OPREDELENNOSTI� �TO x� I x�� tOGDA

fL�x�� x�� � � � � xn� � x� � x� � fa�x�� � � � � xn� � x� � fb�x�� � � � � xn� � x� � fc�x�� � � � � xn� � fd�x�� � � � � xn��

PRI�EM fa�x�� � � � � xn� �� �� TO ESTX SU�ESTWU�T TAKIE a�� � � � � an � f�� �g� �TO fa�a�� � � � � an� � ��
oBOZNA�IM fb�a�� � � � � an� � b� fc�a�� � � � � an� � c� fd�a�� � � � � an� � d� TO ESTX b� c� d � f�� �g�


�



x �� pOLNYE KLASSY BULEWYH FUNKCIJ

pUSTX
��x�� x�� � fL�x�� x�� a�� � � � � an� � x� � x� � b � x� � c � x� � d�

�x�� x�� � ��x� � c� x� � b� � b � c� d�

tOGDA

�x�� x�� � �x� � c� � �x� � b� � b � �x� � c� � c � �x� � b� � d� b � c� d �
� x� � x� � c � x� � b � x� � b � c� b � x� � b � c� c � x� � b � c� d� b � c� d � x� � x��

zAMETIM� �TO FUNKCII WIDA x� a REALIZUEMY� TAK KAK x� � � x�� x� � � x� A KONSTANTY �� � I
OTRICANIE UVE POSTROENY�

iTAK� DOKAZANO� �TO KAVDAQ FUNKCIQ POLNOGO �SM� PRIMER ������ KLASSA f�� �g WYRAVAETSQ �EREZ
FUNKCII KLASSA ��� zNA�IT� PO TEOREME ������ KLASS BULEWYH FUNKCIJ ��� A� SLEDOWATELXNO� I EGO
NADKLASS � QWLQ�TSQ POLNYMI� �

���� nOWYE TERMINY� sOWER�ENNYE NORMALXNYE FORMY BULEWYH FUNKCIJ� zAMKNUTYE�
SOBSTWENNYE I POLNYE KLASSY BULEWYH FUNKCIJ�

���� kONTROLXNYE WOPROSY�

�� qWLQETSQ LI KLASS WSEH BULEWYH FUNKCIJ ZAMKNUTYM� POLNYM� SOBSTWENNYM�

�� mOVET LI POLNYJ KLASS BULEWYH FUNKCIJ BYTX NEZAMKNUTYM�

�� qWLQETSQ LI PROIZWOLXNYJ NADKLASS POLNOGO KLASSA BULEWYH FUNKCIJ POLNYM�

���� uPRAVNENIQ�

�� zAPI�ITE I DOKAVITE FORMULY RAZLOVENIQ BULEWOJ FUNKCII f�x�� � � � � xn� PO PEREMEN	
NOJ x��

�� pOSTROJTE sdnf I sknf DLQ BULEWYH FUNKCIJ x jy� x � y� x� y� x� y�

�� dOKAVITE TEOREMU ������

�� pROWERXTE PRINADLEVNOSTX KLASSAM T�� T�� T�� T�� TL FUNKCIJ j� �� �� �� ��

�� dOKAVITE� �TO ESLI f �� T�� TO TOGDA f � T� ILI f �� �T� � T���

�� nAJDITE WSE SAMODWOJSTWENNYE BULEWY FUNKCII OT DWUH PEREMENNYH�

�� sREDI BULEWYH FUNKCIJ OT ODNOGO I DWUH PEREMENNYH NAJDITE WSE FUNKCII� SOHRANQ��IE �
I WSE FUNKCII� SOHRANQ��IE ��


� dOKAVITE� �TO SREDI BULEWYH FUNKCIJ OT n PEREMENNYH �ISLO FUNKCIJ� SOHRANQ��IH ��
RAWNO �ISLU FUNKCIJ� SOHRANQ��IH ��

� w DOKAZATELXSTWE TEOREMY pOSTA ������ POSTROJTE FORMULU� REALIZU��U� KONSTANTU ��

��� qWLQ�TSQ LI POLNYMI SLEDU��IE KLASSY BULEWYH FUNKCIJ�

�a� f���g�
�b� f�����g�
�c� f���g�
�d� f�� �� �g�
�e� f�g�
�f� fh�g� GDE h��x� y� z� � �x � y � z���
�g� fhng� GDE hn�x�� x�� � � � � xn� � �x� � x� � � � �� xn���

��� dOKAVITE� �TO IZ WSQKOGO POLNOGO KLASSA BULEWYH FUNKCIJ MOVNO WYDELITX KONE�NYJ
POLNYJ PODKLASS�


�



gLAWA V

iS�ISLENIE WYSKAZYWANIJ

x �� qZYK I AKSIOMY IS�ISLENIQ WYSKAZYWANIJ� tEOREMA DEDUKCII

fORMALXNYE I SODERVATELXNYE AKSIOMATI�ESKIE TEORII� pRINCIP POSTROENIQ FORMALXNYH
AKSIOMATI�ESKIH TEORIJ� wYWODIMYE FORMULY �TEOREMY�� wYWODIMOSTX IZ MNOVESTWA FOR�
MUL� qZYK IS�ISLENIQ WYSKAZYWANIJ �iw�� aKSIOMY I PRAWILA WYWODA iw� pRIMER WYWO�
DIMOSTI W iw� tEOREMA DEDUKCII� sLEDSTWIQ IZ TEOREMY DEDUKCII�

���� fORMALXNYE I SODERVATELXNYE AKSIOMATI�ESKIE TEORII� wSQKAQ AKSIOMATI	
�ESKAQ TEORIQ STROITSQ PO SLEDU��EMU PRINCIPU� wNA�ALE OPREDELQ�TSQ KAKIE	TO PERWONA�ALX	
NYE NEOPREDELQEMYE PONQTIQ� WWODITSQ SISTEMA OBOZNA�ENIJ I T� D� iNYMI SLOWAMI STROITSQ
QZYK TEORII� zATEM NA �TOM QZYKE WWODITSQ SPISOK PERWI�NYH SOOTNO�ENIJ MEVDU PERWI�NYMI
PONQTIQMI� �TI PERWI�NYE SOOTNO�ENIQ NAZYWA�TSQ AKSIOMAMI DANNOJ TEORII�i ZATEM OSU�EST	
WLQETSQ RAZWITIE �TOJ TEORII� tO ESTX NA OSNOWANII AKSIOM DOKAZYWA�TSQ NOWYE SOOTNO�ENIQ
MEVDU PERWI�NYMI PONQTIQMI�pUTEM OPREDELENIJ �EREZ PERWI�NYE PONQTIQ I OPREDELENNYE RA	
NEE WWODQTSQ NOWYE PONQTIQ� dOKAZYWA�TSQ SOOTNO�ENIQ MEVDU WNOWX WWEDENNYMI PONQTIQMI�
WNOWX WWEDENNYMI I PERWI�NYMI I T� D�dOKAZYWAEMYE SOOTNO�ENIQ NAZYWA�TSQ TEOREMAMI �LEM	
MAMI� SLEDSTWIQMI� PREDLOVENIQMI�� wOZNIKAET WOPROS O TOM� KAKIMI SREDSTWAMI OSU�ESTWLQ	
ETSQ WYWOD ODNIH TEOREM IZ DRUGIH� TO ESTX WOPROS PRAWILAH WYWODA� sOWOKUPNOSTX �TIH PRAWIL
NAZOWEM LOGI�ESKIMI SREDSTWAMI TEORII� s �TOJ TO�KI ZRENIQ WSE AKSIOMATI�ESKIE TEORII MOV	
NO RAZDELITX NA DWA KLASSA� SODERVATELXNYE I FORMALXNYE� sODERVATELXNYE AKSIOMATI�ESKIE
TEORII � �TO TEORII� PRAWILA WYWODA W KOTORYH S�ITA�TSQ INTUITIWNO IZWESTNYMI I WOPROS
O IH FORMALIZACII NE STAWITSQ� k TAKIM TEORIQM OTNOSQTSQ� NAPRIMER� GEOMETRIQ� IZU�AEMAQ
W �KOLXNOM KURSE� fORMALXNYE AKSIOMATI�ESKIE TEORII � �TO TEORII� W KOTORYH LOGI�ESKIJ
APPARAT POSTULIRUETSQ� TO ESTX UKAZYWAETSQ PERE�ENX PRAWIL� KOTORYMI I TOLXKO KOTORYMI
MOVNO POLXZOWATXSQ PRI WYWODE ODNIH UTWERVDENIJ IZ DRUGIH� oTS�DA STANOWITSQ PONQTNYM�
�TO FORMALXNYE AKSIOMATI�ESKIE TEORII � �TO TEORII BOLEE WYSOKOGO UROWNQ STROGOSTI� oDNA
I TA VE TEORIQ� PO SU�ESTWU� MOVET STROITXSQ KAK SODERVATELXNAQ I KAK FORMALXNAQ TEORIQ�
w GLAWE III IZU�ALASX ALGEBRA WYSKAZYWANIJ KAK TEORIQ SODERVATELXNAQ� cELX NASTOQ�EJ GLA	
WY FORMALIZOWATX �TU TEORI�� eE FORMALIZACI� BUDEM NAZYWATX IS�ISLENIEM WYSKAZYWANIJ�
pO SUTI DELA FORMALIZOWAN BUDET KLASS WSEH TAWTOLOGIJ� tO ESTX NEKOTORYE IZ TAWTOLOGIJ BU	
DUT OB�QWLENY AKSIOMAMI I BUDUT PRIWEDENY PRAWILA WYWODA TAK� �TO WYWODIMYMI IZ AKSIOM
OKAVUTSQ TAWTOLOGII I TOLXKO ONI�

���� pRINCIP POSTROENIQ FORMALXNYH AKSIOMATI�ESKIH TEORIJ� fORMALXNAQ TE	
ORIQ T S�ITAETSQ ZADANNOJ� ESLI WYPOLNENY USLOWIQ ����

�� zADAN S�ETNYJ ALFAWIT X �TOJ TEORII�
�� wO MNOVESTWE F �X� WSEH SLOW W ALFAWITE X WYDELENO PODMNOVESTWO � � F �X�� sLOWA IZ

� NAZYWA�TSQ FORMULAMI �TOJ TEORII�
�� w � WYDELENO NEKOTOROE PODMNOVESTWO �A 	 �� fORMULY IZ �A NAZYWA�TSQ AKSIOMAMI

TEORII T� pARA hF �X���i NAZYWAETSQ QZYKOM TEORII T�
�� iMEETSQ KONE�NOE MNOVESTWO f�� � � � � fn �ASTI�NYH FUNKCIJ IZ MNOVESTWA FORMUL � W ��

�TI �ASTI�NYE FUNKCII NAZYWA�TSQ PRAWILAMI WYWODA TEORII T� pRI �TOM� ESLI fi � m	
MESTNAQ �ASTI�NAQ FUNKCIQ I fi�a�� � � � � am� � a� TO GOWORQT� �TO a WYWODIMA IZ a�� � � � � am PO
PRAWILU fi�


�



x �� qZYK I AKSIOMY IS�ISLENIQ WYSKAZYWANIJ� tEOREMA DEDUKCII

oPREDELENIE �� wYWODOM TEORII T NAZYWAETSQ WSQKAQ KONE�NAQ POSLEDOWATELXNOSTX FOR�
MUL �TOJ TEORII� KAVDAQ IZ KOTORYH QWLQETSQ LIBO AKSIOMOJ� LIBO POLU�ENA IZ PREDYDU�IH
FORMUL PO ODNOMU IZ PRAWIL WYWODA�

fORMULA a NAZYWAETSQ WYWODIMOJ FORMULOJ �TEOREMOJ� TEORII T� ESLI SU�ESTWUET WY�
WOD� OKAN�IWA��IJSQ �TOJ FORMULOJ� wYWOD �TOT NAZYWAETSQ WYWODOM �DOKAZATELXSTWOM�
FORMULY �TEOREMY� a� dLQ WYWODIMOJ FORMULY a PRINQTO OBOZNA�ENIE � a�

��	� wYWODIMOSTX IZ MNOVESTWA FORMUL�

oPREDELENIE �� kONE�NAQ POSLEDOWATELXNOSTX FORMUL NAZYWAETSQ WYWODOM IZ MNOVESTWA

FORMUL "� ESLI KAVDAQ FORMULA �TOJ POSLEDOWATELXNOSTI QWLQETSQ LIBO AKSIOMOJ� LIBO PRI�
NADLEVIT "� LIBO POLU�ENA IZ PREDYDU�IH FORMUL PRIMENENIEM ODNOGO IZ PRAWIL WYWODA�

fORMULA a NAZYWAETSQ WYWODIMOJ IZ MNOVESTWA FORMUL "� ESLI SU�ESTWUET WYWOD IZ "�
OKAN�IWA��IJSQ FORMULOJ a� oBOZNA�AETSQ " � a� fORMULY IZ " NAZYWA�TSQ GIPOTEZAMI�

pONQTNO� �TO ESLI " � �� TO W DEJSTWITELXNOSTI a � WYWODIMAQ FORMULA� pRI �TOM WMESTO
ZAPISI � � a PI�UT � a�

oTMETIM� �TO MEVDU PONQTIQMI WYWODIMOSTI I WYWODIMOSTI IZ GIPOTEZ SU�ESTWUET TESNAQ
SWQZX� KOTORAQ WYRAVAETSQ TEOREMOJ DEDUKCII� oNA BUDET W DALXNEJ�EM DOKAZANA�

tEOREMA �� pONQTIE WYWODIMOSTI IZ GIPOTEZ OBLADAET SLEDU��IMI SWOJSTWAMI ��	�
�� � � " I � � a� TO " � a�
�� " � a TOGDA I TOLXKO TOGDA KOGDA W " SU�ESTWUET KONE�NOE PODMNOVESTWO �� DLQ

KOTOROGO � � a�
	� eSLI " � b DLQ L�BOJ FORMULY b IZ � I � � a� TO " � a�

dOKAZATELXSTWO� �� o�EWIDNO�
�� eSLI W " SU�ESTWUET PODMNOVESTWO �NE OBQZATELXNO KONE�NOE� �� DLQ KOTOROGO � � a� TO

PO SWOJSTWU �� " � a�
pUSTX TEPERX " � a� tOGDA SU�ESTWUET WYWOD IZ "� OKAN�IWA��IJSQ a�

a�� � � � � an� a�

oBOZNA�IM �EREZ � MNOVESTWO FORMUL IZ �TOGO WYWODA� PRINADLEVA�IH "� pONQTNO� �TO
� � a� � � " I � � KONE�NOE�

�� pUSTX a�� a�� � � � � an� a � WYWOD a IZ � I PUSTX a��� a
�
�� � � � � a

�
s � FORMULY �TOGO WYWODA�

PRINADLEVA�IE �� pO USLOWI� ONI WYWODIMY IZ "� zAPI�EM IH SOOTWETSTWU��IE WYWODY IZ "�

b��� b��� � � � � b�k� � a
�
��

b��� b��� � � � � b�k� � a
�
��

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

bs�� bs�� � � � � bsks � a
�
s�

wSTAWIW W WYWOD a IZ � WMESTO FORMUL a��� a
�
�� � � � � a

�
s IH SOOTWETSTWU��IE WYWODY IZ "� POLU�IM

WYWOD FORMULY a IZ "� �

���� qZYK iw� aLFAWIT iw SOSTOIT IZ SLEDU��IH SIMWOLOW�
�� fA�� A�� � � �g � S�ETNOE MNOVESTWO BUKW�
�� �� � � SWQZKI �LOGI�ESKIE SIMWOLY��
�� �� � � WSPOMOGATELXNYE SIMWOLY �PRAWAQ I LEWAQ SKOBKI��

oPREDELENIE � �FORMULY�� �� wSE BUKWY ALFAWITA iw QWLQ�TSQ FORMULAMI�

�� eSLI a I b � FORMULY� TO �a I �a� b� TAKVE QWLQ�TSQ FORMULAMI�

	� dRUGIH FORMUL� KROME UKAZANNYH W PUNKTAH ��� NET�

w DALXNEJ�EM USLOWIMSQ WNE�NIE SKOBKI W FORMULAH OPUSKATX�
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���� aKSIOMY I PRAWILA WYWODA iw� dLQ L�BYH FORMUL a� b� E SLEDU��IE FORMULY
QWLQ�TSQ AKSIOMAMI iw�

aKSIOMA �� a� �b� a��

aKSIOMA �� �a� �b� c�� � ��a� b� � �a� c���

aKSIOMA 	� ��b� �a� � ���b� a� � b��

eDINSTWENNYM PRAWILOM WYWODA iw QWLQETSQ �ASTI�NAQ FUNKCIQ f WIDA�

f�a� a� b� � f�a � b� a� � b�

bUDEM EGO ZAPISYWATX W WIDE� a� a� b � b�
�TO PRAWILO WYWODA NAZYWA�T PRAWILOM OTDELENIQ �POSYLKI� ILI Modus ponens� SOKRA�EN	

NO MP�
w DEJSTWITELXNOSTI� AKSIOM BESKONE�NOE MNOVESTWO� A WY�E PRIWEDENY LI�X SHEMY AKSIOM�

tAK NAPRIMER� QWLQETSQ AKSIOMOJ � FORMULA�

�a� b� � �c� �a� b���

���� pRIMER WYWODIMOSTI W iw�

lEMMA �� dLQ L�BOJ FORMULY a SPRAWEDLIWA WYWODIMOSTX�

� �a� a�

dOKAZATELXSTWO� pOSTROIM WYWOD� OKAN�IWA��IJSQ FORMULOJ �a� a��

�� �a� ��a� a� � a�� � ��a� �a� a�� � �a� a�� � aKSIOMA ��

�� a� ��a� a� � a� � aKSIOMA ��

�� �a� �a� a�� � �a� a� � MP �� ��

�� a� �a� a� � aKSIOMA ��

�� �a� a� � MP �� �� �

���� tEOREMA DEDUKCII� tEOREMA DEDUKCII� KAK BYLO OTME�ENO RANEE� USTANAWLIWAET
WAVNU� SWQZX MEVDU PONQTIQMI WYWODIMOSTI I WYWODIMOSTI IZ GIPOTEZ� wO MNOGIH SLU�AQH ONA
SU�ESTWENNO OBLEG�AET DOKAZATELXSTWO WYWODIMOSTI TEH ILI INYH FORMUL�

tEOREMA �� pUSTX " � MNOVESTWO FORMUL� a I b KAKIE�TO FORMULY iw�
eSLI "� a � b� TO " � �a� b��

dOKAZATELXSTWO� tAK KAK b WYWODIMA IZ " I a� TO SU�ESTWUET WYWOD b IZ " I a� pUSTX
b�� b�� � � � � bn � b � WYWOD b IZ " I a� TO ESTX FORMULA �TOGO WYWODA LIBO IZ "� LIBO SOWPADAET S
a� LIBO POLU�ENA IZ PREDYDU�IH PRIMENENIEM PRAWILA WYWODA MP� iNDUKCIEJ PO i� � � i � n�
POKAVEM� �TO� " � �a� bi�� pRI i � n �TO BUDET� W �ASTNOSTI� ZAKL��ENIE TEOREMY�

pUSTX i � �� dOKAVEM� �TO " � �a � b��� tAK KAK b� � PERWAQ FORMULA WYWODA� TO ONA
NE MOVET BYTX POLU�ENA PRI POMO�I MP IZ PREDYDU�IH� tOGDA DLQ b� WOZMOVNY SLEDU��IE
SLU�AI�

a� b� � AKSIOMA�
b� b� � "�
c� b� � a�
rASSMOTRIM KAVDYJ IZ �TIH SLU�AEW�
a� sTROIM WYWOD DLQ �a� b���

�� b� � aKSIOMA�

�� b� � �a� b�� � aKSIOMA ��

�� a� b� � MP �� ��

� �a� b��� SLEDOWATELXNO " � �a� b���







x �� qZYK I AKSIOMY IS�ISLENIQ WYSKAZYWANIJ� tEOREMA DEDUKCII

b� tAKVE STROIM WYWOD DLQ �a� b���

�� b� � gIPOTEZA IZ "�

�� b� � �a� b�� � aKSIOMA ��

�� �a� b�� � MP �� ��

" � �a� b���
c� tAK KAK W �TOM SLU�AE b� � a� TO PO LEMME ����� � �a� b���
iTAK� DLQ i � � TEOREMA DOKAZANA� pUSTX TEPERX DLQ WSQKOGO k� � � k � i�

" � �a� bk��

dLQ bi TEPERX IMEETSQ � WOZMOVNYH SLU�AQ�
a� bi � AKSIOMA�
b� bi � "�
c� bi � a�
d� bi POLU�ENA IZ PREDYDU�IH FORMUL PRI POMO�I PRAWILA mr�
sLU�AI a� � c� DOKAZYWA�TSQ TO�NO TAKVE KAK I DLQ i � ��
d� pUSTX bi POLU�ENA IZ FORMUL c I d PRI POMO�I PRAWILA mr� �TO OZNA�AET� �TO c ESTX

NEKOTORAQ FORMULA bj � j � i� A FORMULA d OBQZANA IMETX WID bj � bi�
�� " � �a� bj� � INDUKTIWNOE PREDPOLOVENIE�
�� " � �a� �bj � bi�� � INDUKTIWNOE PREDPOLOVENIE�
�� " � �a� �bj � bi�� � ��a� bj� � �a� bi�� � aKSIOMA ��
�� " � �a� bj� � �a� bi� � MP �� ��
�� " � �a� bi� � MP �� ��
kAK OTME�ALOSX WY�E� PRI i � n POLU�AEM� " � �a� b�� �

���� sLEDSTWIQ IZ TEOREMY DEDUKCII�

sLEDSTWIE � �pRAWILO SILLOGIZMA�� dLQ L�BYH FORMUL a� b� c SPRAWEDLIWA WYWODIMOSTX�

�a� b�� �b� c� � �a� c��

dOKAZATELXSTWO� w KA�ESTWE MNOVESTWA FORMUL " WOZXMEM

" � f�a� b�� �b� c�g�
A W KA�ESTWE FORMULY a � FORMULU a�

�� �a� b� � GIPOTEZA�

�� �b� c� � GIPOTEZA�

�� a � GIPOTEZA�

�� b � MP �� ��

�� c � MP �� ��

�a� b�� �b� c�� a � c�
pRIMENQEM TEOREMU DEDUKCII� �a� b�� �b� c� � �a� c�� �
w DALXNEJ�EM BUDEM POLXZOWATXSQ �TIM DOPOLNITELXNYM PRAWILOM WYWODA I BUDEM EGO OBO	

ZNA�ATX ps�

sLEDSTWIE � �pRAWILO ISKL��ENIQ PROMEVUTO�NOJ POSYLKI pipp�� dLQ L�BYH FORMUL a� b�
c SPRAWEDLIWA WYWODIMOSTX� a� �b� c�� b � �a� c��

dOKAZATELXSTWO�

�� a� �b� c� � GIPOTEZA�

�� b � GIPOTEZA�

�� a � GIPOTEZA�

�� �b� c� � MP �� ��

�� c � MP �� ��
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a� �b� c�� b� a � c � a� �b� c�� b � �a� c�� �

bUDEM W DALXNEJ�EM POLXZOWATXSQ I �TIM DOPOLNITELXNYM PRAWILOM WYWODA I OBOZNA�ATX
pipp�

��
� nOWYE TERMINY� aKSIOMATI�ESKIE TEORII� FORMALXNYE I SODERVATELXNYE� lOGI	
�ESKIE SREDSTWA FORMALXNOJ TEORII�qZYK TEORII�pRAWILA WYWODA�wYWOD TEORII� wYWOD DANNOJ
FORMULY �DOKAZATELXSTWO�� wYWODIMOSTX IZ GIPOTEZ� pRAWILO OTDELENIQ �modus ponens�� pRA	
WILO SILLOGIZMA� PRAWILO ISKL��ENIQ PROMEVUTO�NOJ POSYLKI�

����� kONTROLXNYE WOPROSY�

�� �EM OTLI�A�TSQ FORMALXNYE OT SODERVATELXNYH AKSIOMATI�ESKIH TEORIJ�

�� iZLOVITE PRINCIP POSTROENIQ FORMALXNYH AKSIOMATI�ESKIH TEORIJ�

�� pO�EMU W FORMALIZACII aw ISPOLXZU�TSQ LI�X DWE SWQZKI� A NE WSE PQTX�

�� dAJTE OPREDELENIE WYWODIMOSTI I WYWODIMOSTI IZ GIPOTEZ� sRAWNITE IH�

�� �TO MOVNO SKAZATX O PERWYH DWUH FORMULAH WYWODA iw�

�� �TO MOVNO SKAZATX O PERWYH DWUH FORMULAH WYWODA IZ MNOVESTWA FORMUL "�

�� qWLQ�TSQ LI WYWODIMYMI FORMULAMI AKSIOMY iw� eSLI DA� TO KAKOWA DLINA IH MINI	
MALXNOGO WYWODA�


� iZ KAKIH SIMWOLOW SOSTOIT ALFAWIT iw�

����� uPRAVNENIQ�

�� pRIWEDITE DOKAZATELXSTWO DLQ SLU�AEW a� � c� �SM� DOKAZATELXSTWO TEOREMY DEDUKCII� IN	
DUKCIONNYJ �AG��

�� dOKAZATX� POSTROIW WYWOD�

�a� � ��a� a� � a�

�b� PRAWILO SILLOGIZMA�

�c� a� �b� c� � b� �a� c��

�d� � ��b� �a� � �a� b��

�� iSPOLXZUQ TEOREMU DEDUKCII� DOKAVITE� �TO
ESLI a�� a�� � � � � an � b� TO � a� � �� � � �an�� � �an � b�� � � ���

�� dOKAZATX� ISPOLXZUQ TEOREMU DEDUKCII�

�a� � �a� b� � ��a� �b� � �a��
�b� � �a� b� � ���a� b� � b��

�c� � ��a� �b� � a�

�d� a � �a� b�

�e� � ��a� b� � a� � a�

�
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zAKON DWOJNOGO OTRICANIQ� zAKON PROTIWORE�IWOJ POSYLKI� zAKONY KONTRAPOZICII� pERWOE
PRAWILO OTRICANIQ IMPLIKACII� oBOB�ENNOE PRAWILO PROTIWORE�IWOJ POSYLKI� tEOREMA O
WYWODIMOSTI�

w NIVESLEDU��IH PQTI PUNKTAH �V������V������ a I b � PROIZWOLXNYE FORMULY iw�

���� zAKON DWOJNOGO OTRICANIQ�

lEMMA �� sPRAWEDLIWY WYWODIMOSTI�

a� � ��b� b�

b� � b� ��b�

dOKAZATELXSTWO�

a� �� ��b� ��b� � ���b� �b� � b� � aKSIOMA ��

�� ��b� �b� � lEMMA ������

�� ��b� ��b� � b � pipp �� ��

�� ��b� ��b� ��b� � aKSIOMA ��

�� ��b� b � ps �� ��

b� �� ����b� �b� � �����b� b� � ��b� � aKSIOMA ��

�� ���b� �b � P� a��

�� ����b� b� � ��b � MP �� ��

�� b� ����b� b� � aKSIOMA ��

�� b� ��b � ps �� �� �

���� zAKON PROTIWORE�IWOJ POSYLKI�

lEMMA �� � �a� �a� b��

dOKAZATELXSTWO�

�� �a � GIPOTEZA�

�� a � GIPOTEZA�

�� �a� ��b� �a� � aKSIOMA ��

�� a� ��b� a� � aKSIOMA ��

�� �b� �a � MP �� ��

�� �b� a � MP �� ��

�� ��b� �a� � ���b� a� � b� � aKSIOMA ��


� ��b� a� � b � MP �� ��

� b � MP �� 
�

iMEEM �a� a � b� sLEDOWATELXNO� PO TEOREME DEDUKCII� �a � �a � b�� e�E RAZ PRIMENQQ
TEOREMU DEDUKCII POLU�IM � �a� �a� b�� �

��	� zAKON KONTRAPOZICII�

lEMMA �� sPRAWEDLIWY WYWODIMOSTI�

a� ��b� �a� � �a� b��

b� �a� b� � ��b� �a��

dOKAZATELXSTWO�

�
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a� �� �b� �a � GIPOTEZA�

�� a � GIPOTEZA�

�� ��b� �a� � ���b� a� � b� � aKSIOMA ��

�� ��b� a� � b � MP �� ��

�� a� ��b� a� � aKSIOMA ��

�� �b� a � MP �� ��

�� b � MP �� ��

iMEEM b � �a� a � b� sLEDOWATELXNO� PO TEOREME DEDUKCII� �b � �a � �a � b�� e�E RAZ
PRIMENQQ TEOREMU DEDUKCII POLU�IM � ��b� �a� � �a� b��

b� �� a� b � GIPOTEZA�

�� ��a� a � lEMMA ����� a��

�� b� ��b � lEMMA ����� b��

�� ���a� b� � ps �� ��

�� ��a� ��b � ps �� ��

�� ���a� ��b� � ��b� �a� � P� a��

�� �b� �a � MP �� ��

iMEEM a� b � �b� �a� sLEDOWATELXNO� PO TEOREME DEDUKCII � �a� b� � ��b� �a�� �

���� pERWOE PRAWILO OTRICANIQ IMPLIKACII�

lEMMA �� � a� ��b� ��a� b���

dOKAZATELXSTWO�

�� a� a� b � b � PRAWILO MP

�� a � �a� b� � b � TEOREMA DEDUKCII K ��

�� � a� ��a� b� � b� � TEOREMA DEDUKCII K ��

�� � ��a� b� � b� � ��b� ��a� b�� � lEMMA ����� b��

�� � a� ��b� ��a� b�� � ps �� �� �

���� oBOB�ENNOE PRAWILO PROTIWORE�IWOJ POSYLKI�

lEMMA �� � �a� b� � ���a� b� � b��

dOKAZATELXSTWO�

�� a� b � GIPOTEZA�

�� �a� b � GIPOTEZA�

�� �a� b� � ��b� �a� � lEMMA ����� b��

�� �b� �a � MP �� ��

�� ��a� b� � ��b� ��a� � lEMMA ����� b��

�� �b� ��a � MP �� ��

�� ��b� ��a� � ���b� �a� � b� � aKSIOMA ��


� ��b� �a� � b � MP �� ��

� b � MP �� 
�

iMEEM a � b� �a � b � b� sLEDOWATELXNO� PO TEOREME DEDUKCII a � b � ��a � b� � b� e�E
RAZ PRIMENQQ TEOREMU DEDUKCII POLU�IM � �a� b� � ���a� b� � b�� �

�
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���� tEOREMA O WYWODIMOSTI� pUSTX a � a�B�� � � � � Bk� � FORMULA OT B�� � � � � Bk WY	
SKAZYWATELXNYH PEREMENNYH� � � NEKOTORAQ LOGI�ESKAQ WOZMOVNOSTX FORMULY a� pOLOVIM�

B�i �

�
Bi� ESLI Bi � � W LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI ��

�Bi� ESLI Bi � � W LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI ��

a� �

�
a� ESLI a � � W LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI ��

�a� ESLI a � � W LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI ��

tEOREMA �� B��� B
�
�� � � � � B

�
k � a��

pREVDE� �EM PRISTUPITX K DOKAZATELXSTWU TEOREMY� PROILL�STRIRUEM EE SMYSL NA PRIMERE�
pUSTX a�A�B� � A� �B � �A�� sOSTAWIM TABLICU ISTINNOSTI �TOJ FORMULY�

A B B � �A A� �B � �A�

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

rASSMOTRIM PERWU� STROKU �TOJ TABLICY ISTINNOSTI� o�EWIDNO� �TO

A� � A� B� � B� a��A�B� � ��A� �B � �A���

tEOREMA UTWERVDAET� �TO DLQ �TOJ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI SPRAWEDLIWA WYWODIMOSTX�

A�� B� � a��A�B��

TO ESTX

A�B � ��A� �B � �A���

aNALOGI�NO� DLQ WTOROJ� TRETXEJ I �ETWERTOJ STROK SOOTWETSTWU��IE WYWODIMOSTI IME�T WID�

A��B � A� �B � �A��

�A� B � A� �B � �A��

�A��B � A� �B � �A��

tEPERX PRISTUPIM K DOKAZATELXSTWU TEOREMY�
dOKAZATELXSTWO� iNDUKCIQ PO KOLI�ESTWU n LOGI�ESKIH SWQZOK W a�
n � �� tOGDA FORMULA a ESTX BUKWA B�� tAK KAK a � B�� TO PRI B� � � I a � �� sLEDOWATELXNO

B�� � B�� a
� � a � B�� o�EWIDNO� �TO B� � B� � a� pRI B� � � I a � �� sLEDOWATELXNO B�� � �B��

a� � �a � �B�� tAKVE O�EWIDNO� �TO �B� � �B��
pREDPOLOVIM TEPERX� �TO TEOREMA WERNA DLQ L�BOGO j� � � j � n� A FORMULA a SODERVIT n

SWQZOK� tAK KAK n � �� TO FORMULA a MOVET IMETX ODIN IZ DWUH WIDOW �SM� OPREDELENIE FORMULY��
�� a � �b DLQ NEKOTOROJ FORMULY b�
�� a � �b� c� DLQ NEKOTORYH FORMUL b I c�
rASSMOTRIM KAVDYJ IZ �TIH SLU�AEW W OTDELXNOSTI�
�� a � �b� dLQ FORMULY b UTWERVDENIE TEOREMY WERNO� TAK KAK b SODERVIT �n � �� SWQZOK�
�a� b � �� sLEDOWATELXNO� a � �� TOGDA b� � b� a� � �a � ��b� pO INDUKTIWNOMU PREDPOLOVE	

NI�
B��� � � � � B

�
k � b� � b ���

nO� PO LEMME ����� b�� � �b� ��b�� sLEDOWATELXNO
B��� � � � � B

�
k � b� ��b� ���

iZ ��� I ��� PO MP POLU�AEM�

�
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B��� � � � � B
�
k � ��b � a��

�b� b � �� sLEDOWATELXNO� b� � �b� TOGDA a � � I a� � a � �b � b�� tAK KAK a� � b�� A DLQ b�

TEOREMA WERNA� TO ONA WERNA I DLQ a��

�� a � �b� c�� pO INDUKTIWNOMU PREDPOLOVENI�

B��� B
�
�� � � � � B

�
k � b��

B��� B
�
�� � � � � B

�
k � c�

�a� b � �� sLEDOWATELXNO� b� � �b� TOGDA a � �  a� � a � �b� c�� w �TOM SLU�AE IMEEM�

B��� � � � � B
�
k � b� � �b� ���

pO LEMME ����� IMEEM�

� �b� �b� c� ���

iZ ��� I ��� PO MP POLU�IM�

B��� � � � � B
�
k � �b� c� � a�

�b� c � �� sLEDOWATELXNO� c� � c� TOGDA a� � a � �b� c�� iMEEM�

B��� � � � � B
�
k � c� � c� ���

zAPI�EM ODNU IZ AKSIOM ��

� c� �b� c� ���

iZ ��� I ��� PO MP IMEEM�

B��� � � � � B
�
k � �b� c� � a�

�c� b � �� c � �� sLEDOWATELXNO� a � � I b� � b� c� � �c� a� � �a � ��b� c��
pO INDUKTIWNOMU PREDPOLOVENI�

B��� � � � � B
�
k � b� � b� ���

B��� � � � � B
�
k � c� � �c� �
�

pO LEMME ����� IMEEM
� b� ��c� ��b� c�� ��

pRIMENQQ PRAWILO MP WNA�ALE K ��� I ��� A ZATEM K �
� I POLU�ENNOJ FORMULE� POLU�IM�

B��� B
�
�� � � � � B

�
k � ��b� c� � a� ��

oTMETIM� �TO W DANNOJ TEOREME I PREDYDU�IH LEMMAH DOKAZATELXSTWO WYWODIMOSTI TEH ILI
INYH FORMUL PROWODILOSX NE WSEGDA ��A�E WSEGO� PRED�QWLENIEM WYWODA W POLNOM SMYSLE �TOGO
SLOWA� TAK KAK PO OPREDELENI� WYWODA� W NEM NE MOGUT U�ASTWOWATX DOPOLNITELXNYE PRAWILA
WYWODA �ps I pipp W NA�EM SLU�AE�� A RAWNO I NIKAKIE INYE WSPOMOGATELXNYE SREDSTWA �TE	
OREMA DEDUKCII� NAPRIMER� W NA�EM SLU�AE�� oDNAKO� IZ DOKAZATELXSTWA TEOREMY DEDUKCII I
DOPOLNITELXNYH PRAWIL WYWODA SLEDUET� �TO TE �ASTI� GDE ONI PRIMENQ�TSQ� W PRINCIPE MOGUT
BYTX ZAMENENY NA SOOTWETSTWU��IE �ASTI WYWODA� BYTX MOVET� I DOSTATO�NO DLINNYE�

���� nOWYE TERMINY� zAKON DWOJNOGO OTRICANIQ� zAKON PROTIWORE�IWOJ POSYLKI� zAKO	
NY KONTRAPOZICII� pERWOE PRAWILO OTRICANIQ IMPLIKACII� oBOB�ENNOE PRAWILO PROTIWORE�I	
WOJ POSYLKI� tEOREMA O WYWODIMOSTI�

�



x �� tEOREMA O WYWODIMOSTI

���� kONTROLXNYE WOPROSY�

�� pERE�ISLITE WSE LEMMY DANNOGO PARAGRAFA POD IH �IMENAMI�� PRIWEDENNYH W NAZWANIQH
PUNKTOW�

�� pERE�ISLITE WSE LEMMY� ISPOLXZUEMYE W DOKAZATELXSTWE TEOREMY O WYWODIMOSTI� kAKIE IZ
DOKAZANNYH LEMM NE ISPOLXZU�TSQ W DOKAZATELXSTWE TEOREMY O WYWODIMOSTI�

�� dLQ FORMULY a�A� � A PERE�ISLITE WSE WYWODIMOSTI� KOTORYE IME�T MESTO W SOOTWETSTWII
S TEOREMOJ O WYWODIMOSTI�

�� tO VE SAMOE ZADANIE� �TO I PREDYDU�EE� DLQ FORMULY a�A� � �A�

��
� uPRAVNENIQ�

�� wOSPROIZWEDITE PO PAMQTI DOKAZATELXSTWO KAVDOJ IZ LEMM DANNOGO PARAGRAFA�

�� dLQ FORMULY a�A�B� � A � ��A � B� PERE�ISLITE WSE WYWODIMOSTI� KOTORYE IME�T
MESTO W SOOTWETSTWII S TEOREMOJ O WYWODIMOSTI�

�� tO VE SAMOE ZADANIE� �TO I PREDYDU�EE� DLQ FORMULY a�A�B�C� � A� �B � �C��

�� dOKAVITE WYWODIMOSTX SLEDU��IH FORMUL�

�a� ��a� �b� � a�

�b� ��a� �b� � b�

�c� a� �b� ��a� �b���

�



x �� pOLNOTA� NEPROTIWORE�IWOSTX I RAZRE�IMOSTX iw nEZAWISI�

MOSTX AKSIOM iw

pOLNOTA iw OTNOSITELXNO aw� nEPROTIWORE�IWOSTX iw� rAZRE�IMOSTX iw� nEZAWISIMOSTX
SHEM AKSIOM iw� mNOGOZNA�NYE LOGIKI�

	��� pOLNOTA iw OTNOSITELXNO aw�

oPREDELENIE �� pUSTX T � NEKOTORAQ SODERVATELXNAQ AKSIOMATI�ESKAQ TEORIQ� T� � EE

FORMALIZACIQ� tEORIQ T� NAZYWAETSQ POLNOJ OTNOSITELXNO TEORII T� ESLI WYWODIMYE FORMU�
LY TEORII T� I TOLXKO ONI QWLQ�TSQ TEOREMAMI TEORII T�

tEOREMA �� iw QWLQETSQ POLNOJ TEORIEJ OTNOSITELXNO aw� TO ESTX FORMULA aw QWLQETSQ

TAWTOLOGIEJ TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA SU�ESTWUET RAWNOSILXNAQ EJ FORMULA� WYWODIMAQ
W iw�

dOKAZATELXSTWO� �� rANEE POKAZANO� �TO WSE AKSIOMY iw QWLQ�TSQ TAWTOLOGIQMI�kROME TOGO�
LEGKO POKAZATX� �TO PRIMENENIE PRAWILA MP K TAWTOLOGII DAET W REZULXTATE TAKVE TAWTOLOGI��
�TO I OZNA�AET� �TO WSQKAQ FORMULA� WYWODIMAQ W iw QWLQETSQ TAWTOLOGIEJ W aw�

�� pUSTX c � TAWTOLOGIQ aw� tAK KAK SISTEMA SWQZOK f���g QWLQETSQ POLNOJ� TO L�BU� FOR	
MULU aw RAWNOSILXNYMI PREOBRAZOWANIQMI MOVNO PRIWESTI K FORMULE� SODERVA�EJ W KA�ESTWE
LOGI�ESKIH SWQZOK LI�X f���g� pO�TOMU

c � a�

GDE a � FORMULA OT SWQZOK f���g I POTOMU a � FORMULA iw�
pUSTX a � a�B�� B�� � � � � Bk�� pO TEOREME O WYWODIMOSTI

B��� B
�
�� � � � � B

�
k � a��

TAK KAK a � TAWTOLOGIQ� TO W L�BOJ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI a� � a� TO ESTX

B��� B
�
�� � � � � B

�
k � a� ���

pRI Bk � � POLU�AEM

B��� � � � � B
�
k��� Bk � a� ���

A PRI Bk � � POLU�AEM

B��� � � � � B
�
k����Bk � a� ���

pRIMENQQ TEOREMU DEDUKCII K ��� I ���� POLU�AEM�

B��� � � � � B
�
k�� � �Bk � a� ���

B��� � � � � B
�
k�� � ��Bk � a� ���

pO LEMME ����� IMEEM�

� �Bk � a� � ���Bk � a� � a� ���

pRIMENQQ MP K ���� ���� A ZATEM K ��� I POLU�ENNOJ FORMULE� POLU�IM� �TO

B��� � � � � B
�
k�� � a� ���

sRAWNIWAQ ��� S ��� ZAME�AEM� �TO B�k MOVNO PROSTO UDALITX IZ POSYLKI BEZ U�ERBA DLQ
ISTINNOSTI WYWODIMOSTI� nO TOVE SAMOE MOVNO SDELATX I S B�k��� ZATEM S B�k�� I T� D� w KONCE
KONCOW MY PRIDEM K SLEDU��EJ WYWODIMOSTI� � a� �

�
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	��� nEPROTIWORE�IWOSTX iw�

oPREDELENIE �� tEORIQ T� SODERVA�AQ iw W KA�ESTWE PODTEORII� NAZYWAETSQ PROTIWORE�
�IWOJ� ESLI DLQ NEKOTOROJ FORMULY a �TOJ TEORII WYPOLNQETSQ�

� a I � �a�
w PROTIWNOM SLU�AE TEORIQ T NAZYWAETSQ NEPROTIWORE�IWOJ�

tEOREMA �� iw QWLQETSQ NEPROTIWORE�IWOJ TEORIEJ�

dOKAZATELXSTWO� pUSTX DLQ NEKOTOROJ FORMULY a WYPOLNQ�TSQ WYWODIMOSTI� � a I � �a� eSLI
b � PROIZWOLXNAQ FORMULA iw� TO IMEEM�

� a �
�

� �a ��

� a� ��a� b� � LEMMA ����� ����

pRIMENQQ MP K �
� I ����� A ZATEM K �� I POLU�ENNOJ FORMULE� POLU�IM� � b� TO ESTX MY
POLU�ILI� �TO WSQKAQ FORMULA iw WYWODIMA� pO TEOREME O POLNOTE �TO OZNA�AET� �TO WSQKAQ
FORMULA iw QWLQETSQ TAWTOLOGIEJ� NO �TO NE TAK� �

iZ DOKAZATELXSTWA �TOJ TEOREMY WIDNO� �TO W PROTIWORE�IWOJ TEORII L�BAQ FORMULA QWLQ	
ETSQ WYWODIMOJ� �TO ZNA�IT� �TO PROTIWORE�IWYE TEORII NE IME�T PRAWA NA SU�ESTWOWANIE W
MATEMATIKE� TAK KAK NIKAKOJ SODERVATELXNOJ INFORMACII NE NESUT�

	�	� rAZRE�IMOSTX iw�

oPREDELENIE �� fORMALXNAQ AKSIOMATI�ESKAQ TEORIQ T NAZYWAETSQ RAZRE�IMOJ� ESLI SU�
�ESTWUET ALGORITM� POZWOLQ��IJ DLQ KAVDOJ FORMULY USTANOWITX� QWLQETSQ ONA WYWODIMOJ
ILI NET�

tEOREMA �� iw � RAZRE�IMAQ TEORIQ�

dOKAZATELXSTWO� pUSTX a � FORMULA� sOSTAWIW TABLICU ISTINNOSTI �KONE�NAQ PROCEDURA�
MOVNO USTANOWITX� QWLQETSQ ONA TAWTOLOGIEJ ILI NET� pO TEOREME O POLNOTE ZAKL��AEM� �TO
ESLI a � TAWTOLOGIQ� TO ONA WYWODIMA� eSLI VE a NE TAWTOLOGIQ� TO ONA NE WYWODIMA� �

	��� nEZAWISIMOSTX SISTEMY AKSIOM iw�

oPREDELENIE �� pUSTX # � SISTEMA AKSIOM NEKOTOROJ TEORII T� � � #� aKSIOMA � NAZYWA�
ETSQ NEZAWISIMOJ� ESLI ONA NE WYWODIMA IZ #nf�g� sISTEMA AKSIOM # NAZYWAETSQ NEZAWISIMOJ�
ESLI WSE AKSIOMY �TOJ SISTEMY NEZAWISIMY�

tEOREMA �� kAVDAQ IZ SHEM AKSIOM iw NEZAWISIMA�

dOKAZATELXSTWO� nEZAWISIMOSTX aKSIOMY �� bUDEM S�ITATX� �TO BUKWY iw MOGUT PRINIMATX
� ZNA�ENIQ� �� �� �� oPREDELIM SWQZKI � I � SLEDU��IMI TABLICAMI�

A �A
� �

� �

� �

A B A� B

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �
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gLAWA V� iS�ISLENIE WYSKAZYWANIJ

nAZOWEM FORMULU PRIWILEGIROWANNOJ � ESLI W L�BOJ SWOEJ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI ONA PRI	
NIMAET ZNA�ENIE� RAWNOE ��

mOVNO UBEDITXSQ W TOM� �TO WSQKAQ AKSIOMA� POLU�A��AQSQ PO SHEME AKSIOM �� � QWLQETSQ
PRIWILEGIROWANNOJ FORMULOJ� �TO �ISTO TEHNI�ESKAQ PROWERKA� tAKVE LEGKO UBEDITXSQ W TOM�
�TO PRIMENENIE PRAWILAMP K PRIWILEGIROWANNYMFORMULAM DAET FORMULU PRIWILEGIROWANNU��
�TO OZNA�AET� �TO ESLI BY SHEMA AKSIOM � BYLA WYWODIMA IZ SHEM AKSIOM �� �� TO SHEMA AKSIOM �
BYLA BY TOVE PRIWILEGIROWANNOJ� nO A � �B � A� NE QWLQETSQ PRIWILEGIROWANNOJ� TAK KAK
PRI A � �� B � � ONA PRINIMAET ZNA�ENIE� RAWNOE �� tAKIM OBRAZOM� SHEMA AKSIOM � NEZAWISIMA
OT DWUH DRUGIH SHEM�

nEZAWISIMOSTX aKSIOMY �� kAK I WY�E BUDEM S�ITATX� �TO BUKWY iw MOGUT PRINIMATX TRI
ZNA�ENIQ� �� �� �� sWQZKI �� � OPREDELIM TABLICAMI�

A �A
� �

� �

� �

A B A� B

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

nAZOWEM FORMULU OSOBENNOJ� ESLI W L�BOJ SWOEJ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI ONA PRINIMAET
ZNA�ENIE� RAWNOE ��

nESLOVNO UBEDITXSQ W TOM� �TO WSQKAQ AKSIOMA� POLU�A��AQSQ IZ SHEM AKSIOM �� � QWLQ	
ETSQ OSOBENNOJ� i� KROME TOGO� PRIMENENIE PRAWILA MP K OSOBENNYM FORMULAM DAET FORMULU
OSOBENNU��

eSLI BY SHEMA AKSIOM � BYLA WYWODIMA IZ SHEM AKSIOM �� �� TO SHEMA AKSIOM � BYLA BY TOVE
OSOBENNOJ� oDNAKO� NAPRIMER� AKSIOMA

�A� �B � C�� � ��A� B� � �A� C��

PRI A � �� B � �� C � � PRINIMAET ZNA�ENIE� RAWNOE ��
nEZAWISIMOSTX aKSIOMY �� pUSTX a � PROIZWOLXNAQ FORMULA iw� h�a� � FORMULA� POLU�EN	

NAQ IZ a UDALENIEM WSEH SWQZOK OTRICANIQ�
o�EWIDNO� �TO ESLI a � AKSIOMA � ILI �� TO h�a� � TAWTOLOGIQ� pUSTX h�a� I h�a � b� �

TAWTOLOGII� TO ESTX h�a� I h�a� � h�b� � TAWTOLOGII� tOGDA I h�b� � TAWTOLOGIQ� tAKIM
OBRAZOM� PRIMENENIE PRAWILA MP K FORMULAM� ZNA�ENIE OPERATORA h NA KOTORYH � TAWTOLOGII�
DAET FORMULU� ZNA�ENIE OPERATORA h NA KOTOROJ � TAWTOLOGIQ� tOGDA ZNA�ENIE OPERATORA h NA
WSQKOJ FORMULE� WYWODIMOJ IZ AKSIOMY �� �� ESTX TAWTOLOGIQ� nO DLQ AKSIOMY �

��A� �A� � ���A� A� � A�

ZNA�ENIE OPERATORA h RAWNO �
�A� A� � ��A� A� � A��

nO �TA FORMULA NE QWLQETSQ TAWTOLOGIEJ� TAK KAK PRI A � � ONA PRINIMAET ZNA�ENIE� RAWNOE ��
sLEDOWATELXNO� SHEMA AKSIOMY � NE WYWODIMA IZ SHEM AKSIOM �� �� �

	��� mNOGOZNA�NYE LOGIKI� oBOB�ENIE IDEI� ISPOLXZOWANNOJ DLQ DOKAZATELXSTWA NEZA	
WISIMOSTI AKSIOM IS�ISLENIQ WYSKAZYWANIJ PRIWODIT K PONQTI� MNOGOZNA�NOJ LOGIKI� w MNO	
GOZNA�NYH LOGIKAH WYSKAZYWATELXNYE �ILI PROPOZICIONALXNYE� PEREMENNYE I FORMULY PRINI	
MA�T BOLEE DWUH RAZLI�NYH ZNA�ENIJ� eSLI �ISLO RAZLI�NYH ZNA�ENIJ KONE�NO� TO TAKIE LOGIKI
NAZYWA�TSQ KONE�NOZNA�NYMI ILI k	ZNA�NYMI� W PROTIWNOM SLU�AE MNOGOZNA�NYE LOGIKI NAZY	
WA�TSQ BESKONE�NOZNA�NYMI�






x �� pOLNOTA� NEPROTIWORE�IWOSTX I RAZRE�IMOSTX iw� nEZAWISIMOSTX AKSIOM iw

	��� kZNA�NYE LOGIKI� nAZOWEM �ISLA �� �� � � � � k � � �ISTINNOSTNYMI ZNA�ENIQMI� I
WYBEREM KAKOE	NIBUDX �ISLO m S USLOWIEM � � m � k � �� �ISLA �� �� � � � �m BUDEM NAZYWATX
WYDELENNYMI ISTINNOSTNYMI ZNA�ENIQMI� wOZXMEM NEKOTOROE KONE�NOE �ISLO �ISTINNOSTNYH
TABLIC�� PREDSTAWLQ��IH FUNKCII� OTOBRAVA��IE MNOVESTWO f�� �� � � � � k� �g W SEBQ� dLQ KAV	
DOJ TABLICY WWEDEM ZNAK� KOTORYJ BUDEM NAZYWATX SOOTWETSTWU��EJ �TOJ TABLICE LOGI�ESKOJ
SWQZKOJ� s POMO�X� �TIH SWQZOK I PROPOZICIONALXNYH BUKW MY MOVEM STROITX FORMULY� kAV	
DAQ TAKAQ FORMULA OPREDELQET NEKOTORU� �ISTINNOSTNU� FUNKCI��� OTOBRAVA��U� MNOVES	
TWO f�� �� � � �� k � �g W SEBQ� fORMULA� PRINIMA��IE TOLXKO WYDELENNYE ZNA�ENIQ� NAZYWAETSQ
WYDELENNOJ� gOWORQT� �TO �ISLA k� m I OSNOWNYE ISTINNOSTNYE TABLICY OPREDELQ�T NEKOTORU�
k	ZNA�NU� LOGIKU M �

pRIMER �� aLGEBRA WYSKAZYWANIJ QWLQETSQ �	ZNA�NOJ LOGIKOJ� SOOTWETSTWU��EJ SLU�A� k � ��
m � � I ISTINNOSTNYMI TABLICAMI DLQ SWQZOK �� �� �� �� �� KOTORYE WWODQTSQ ANALOGI�NO
TABLICAM GLAWY III S ZAMENOJ SIMWOLA � NA � I NAOBOROT� wYDELENNYE FORMULY �TOJ LOGIKI
NAZYWALISX TAWTOLOGIQMI�

pRIMER �� dWE RAZLI�NYE �	ZNA�NYE LOGIKI� SOOTWETSTWU��IE SLU�A� k � �� m � � I WWEDEN	
NYMI ISTINNOSTNYMI TABLICAMI DLQ SWQZOK �� � �SM� P� V��������TI LOGIKI ISPOLXZOWALISX DLQ
DOKAZATELXSTWA NEZAWISIMOSTI SHEM AKSIOM a� I a� IS�ISLENIQ WYSKAZYWANIJ�

dLQ MNOGOZNA�NYH LOGIK TAK VE KAK I DLQ ALGEBRY WYSKAZYWANIJ MOVNO OPREDELITX PONQTIQ
LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI� SOWMESTNOJ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI� RAWNOSILXNOSTI FORMUL I T� D�

lEGKO PONQTX� �TO KAVDAQ TABLICA ISTINNOSTI OT n PROPOZICIONALXNYH BUKW OPREDELQET BES	
KONE�NO MNOGO RAWNOSILXNYH FORMUL k	ZNA�NOJ LOGIKI M � tAKIM OBRAZOM� KOLI�ESTWO WSEWOZ	
MOVNYH TAKIH TABLIC ISTINNOSTI RAWNO �ISLU WSEH POPARNO NERAWNOSILXNYH FORMUL LOGIKIM
OT n BUKW�

oBOZNA�IM �EREZ Pk MNOVESTWO WSEH POPARNO NERAWNOSILXNYH FORMUL LOGIKI M OT n PROPO	
ZICIONALXNYH BUKW A�� A�� � � � � An� tAK KAK �ISLO RAZLI�NYH NABOROW ���� ��� � � � � �n� ZNA�ENIJ
BUKW A�� A�� � � � � An RAWNO kn� TO IMEEM SLEDU��IJ REZULXTAT

tEOREMA �� �ISLO FORMUL LOGIKI M � ZAWISQ�IH OT n BUKW W Pk RAWNO kk
n

�

oPREDELENIE �� fORMALXNAQ AKSIOMATI�ESKAQ TEORIQ� SODERVA�AQ PROPOZICIONALXNYE BUK�
WY I SWQZKI k�ZNA�NOJ LOGIKI M NAZYWAETSQ PODHODQ�EJ DLQ LOGIKI M � ESLI MNOVESTWO TE�
OREM �TOJ TEORII SOWPADAET S MNOVESTWOM WYDELENNYH FORMUL LOGIKI M �

o�EWIDNO� �TO WSE �TI PONQTIQ MOGUT BYTX OBOB�ENY NA SLU�AJ BESKONE�NOGO MNOVESTWA
ISTINNOSTNYH ZNA�ENIJ�

pRIMER 	� pUSTX M � � �	ZNA�NAQ LOGIKA POLU�ENNAQ IZ ALGEBRY WYSKAZYWANIJ M ZAMENOJ
WSEH FORMUL WM NA RAWNOSILXNYE IM FORMULY� SODERVA�IE W KA�ESTWE LOGI�ESKIH SWQZOK TOLX	
KO � I �� DLQ KOTORYH W TABLICAH ISTINNOSTI � ZAMENEN NA � I NAOBOROT� tOGDA IS�ISLENIE
WYSKAZYWANIJ BUDET PODHODQ�EJ FORMALXNOJ AKSIOMATI�ESKOJ TEORIEJ DLQ M �� TAK KAK� W SILU
TEOREM O POLNOTE �SM� P� V������� MNOVESTWO WSEH TEOREM IS�ISLENIQ WYSKAZYWANIJ SOWPADAET S
MNOVESTWOM WSEH WYDELENNYH FORMUL �TAWTOLOGIJ� LOGIKI M ��

	��� nOWYE TERMINY� pOLNOTA FORMALIZACII T� TEORII T OTNOSITELXNO T� nEPROTI	
WORE�IWOSTX I RAZRE�IMOSTX FORMALXNYH AKSIOMATI�ESKIH TEORIJ� nEZAWISIMOSTX AKSIOMY OT
DRUGIH AKSIOM� nEZAWISIMOSTX SISTEMY AKSIOM� mNOGOZNA�NYE LOGIKI�

	��� kONTROLXNYE WOPROSY�

�� dAJTE OPREDELENIE POLNOJ FORMALXNOJ AKSIOMATI�ESKOJ TEORII T� OTNOSITELXNO SODERVA	
TELXNOJ TEORII T� kAKOWO PREDPOLAGAEMOE W OPREDELENII SOOTNO�ENIE MEVDU TEORIQMI T
I T��

�� kAKIE FORMULY aw W TEOREME ����� S�ITA�TSQ TEOREMAMI iw�





gLAWA V� iS�ISLENIE WYSKAZYWANIJ

�� dAJTE OPREDELENIE PROTIWORE�IWOJ I NEPROTIWORE�IWOJ AKSIOMATI�ESKOJ TEORII�

�� dAJTE OPREDELENIE NEZAWISIMOJ AKSIOMY W NEKOTOROJ SISTEME AKSIOM I OPREDELENIE NEZA	
WISIMOJ SISTEMY AKSIOM�

�� pOQSNITE W OB�IH �ERTAH IDE� DOKAZATELXSTWA TEOREMY O NEZAWISIMOSTI SHEM AKSIOM iw�

�� sU�ESTWUET LI k	ZNA�NAQ LOGIKA W KOTOROJ WSE FORMULY QWLQ�TSQ WYDELENNYMI�

�� dAJTE OPREDELENIE LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI� SOWMESTNOJ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI I RAWNO	
SILXNOSTI k	ZNA�NOJ LOGIKI�


� dAJTE OPREDELENIE FORMULY k	ZNA�NOJ LOGIKI� SODERVA�EJ DWE � ��� I ��� UNARNYE� A
TAKVE DWE � ���� I ��� BINARNYE LOGI�ESKIE SWQZKI�

	�
� uPRAVNENIQ�

�� dOKAVITE� �TO W PROTIWORE�IWOJ TEORII WSQKAQ FORMULA QWLQETSQ TEOREMOJ�

�� dOKAZATX NEZAWISIMOSTX SHEMY AKSIOMY � POSTROENIEM TABLIC DLQ SWQZOK ����

�� dOKAVITE� �TO ESLI SHEMU AKSIOM � W iw ZAMENITX SHEMOJ AKSIOM ��b� �a� � �a� b�� TO
KLASS TEOREM iw OT �TOGO NE IZMENITSQ�

�� pUSTX W �	H ZNA�NOJ LOGIKE S LOGI�ESKIMI SWQZKAMI � I �� OPREDELQEMYMI TABLICAMI

A �A
� �

� �

� �

A B A� B

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

A WYDELENNYMI QWLQ�TSQ FORMULY� KOTORYE PRINIMA�T TOLXKO ZNA�ENIE �� qWLQ�TSQ LI
WYDELENNYMI FORMULY�

�a� A� �B � A��

�b� A� ��A� B��

�c� �A� B� � ��B � �A��

�� dOKAVITE� �TO DLQ L�BOJ k	ZNA�NOJ LOGIKI M SU�ESTWUET PODHODQ�AQ FORMALXNAQ AKSIO	
MATI�ESKAQ TEORIQ�

���



gLAWA VI

aLGEBRA PREDIKATOW

x �� pONQTIE PREDIKATA� oPERACII NAD PREDIKATAMI

wYSKAZYWATELXNYE FORMY� oPREDELENIE PREDIKATA� lOGI�ESKIE WOZMOVNOSTI I TABLICY IS�
TINNOSTI PREDIKATA� sPOSOBY ZADANIQ PREDIKATOW� pREDIKATNYE PEREMENNYE� oB�IE LOGI�
�ESKIE WOZMOVNOSTI DWUH PREDIKATOW� oPERACII NAD PREDIKATAMI� kWANTORNYE OPERACII
NAD PREDIKATAMI�

���� wYSKAZYWATELXNYE FORMY�

oPREDELENIE �� pUSTX M � NEKOTOROE MNOVESTWO� n � NEOTRICATELXNOE CELOE �ISLO�
�� n � �� ��MESTNOJ WYSKAZYWATELXNOJ FORMOJ NA MNOVESTWE M NAZYWAETSQ WSQKOE WYSKA�

ZYWANIE OB �LEMENTAH �TOGO MNOVESTWA�
�� n � �� n�MESTNOJ WYSKAZYWATELXNOJ FORMOJ NA MNOVESTWE M NAZYWAETSQ WSQKOE WYSKA�

ZYWANIE S n PEREMENNYMI OB �LEMENTAH MNOVESTWA M�

pRIMER �� �wSQKOE WE�ESTWENNOE �ISLO� BOLX�EE �� QWLQETSQ KORNEM URAWNENIQ x� � �� �
LOVNOE WYSKAZYWANIE OB �LEMENTAH MNOVESTWA R� �	MESTNAQ WYSKAZYWATELXNAQ FORMA NA R�

pRIMER �� �wE�ESTWENNOE �ISLO x� WOZWEDENNOE W KWADRAT� DAET �ISLO �� � ODNOMESTNAQ WY	
SKAZYWATELXNAQ FORMA�

pRIMER 	� �� �x� � y� � z�� ��TO WYSKAZYWATELXNAQ FORMA OT TREH PEREMENNYH� KOTORU�
MOVNO RASSMATRIWATX NA R� NO MOVNO RASSMATRIWATX I NA L�BOM �ISLOWOM MNOVESTWE�

oTMETIM� �TO PRI PODSTANOWKE W WYSKAZYWATELXNU� FORMU NA MNOVESTWEM WMESTO PEREMEN	
NYH KONKRETNYH �LEMENTOW MNOVESTWA� �TA WYSKAZYWATELXNAQ FORMA OBRA�AETSQ W KONKRETNOE
WYSKAZYWANIE� PRINIMA��EE ZNA�ENIE � ILI �� tAKIM OBRAZOM WSQKAQ n	MESTNAQ WYSKAZYWA	
TELXNAQ FORMA OPREDELQET NEKOTORU� FUNKCI� OT n PEREMENNYH� ZADANNU� NA MNOVESTWE M SO
ZNA�ENIQMI WO MNOVESTWE f�� �g�

oBOZNA�IM �EREZ A� P �x� I Q�x� y� z� FUNKCII� OPREDELQEMYE WYSKAZYWATELXNYMI FORMAMI
IZ PRIMEROW ������ ����� I ����� SOOTWETSTWENNO� tOGDA MOVNO UTWERVDATX� NAPRIMER� �TO A � ��
P ��� � �� P ���� � �� P �

p
�� � �� P ��p�� � �� Q��� �� �� � �� Q��� �� �� � �� Q��� �� �� � ��

Q��� �� �� � � I T� D�
w DALXNEJ�EM� W DEJSTWITELXNOSTI� MY BUDEM IZU�ATX n	MESTNYE FUNKCII� ZADANNYE NA MNO	

VESTWAH SO ZNA�ENIQMI WO MNOVESTWE f�� �g� A WYSKAZYWATELXNYE FORMY BUDUT RASSMATRIWATXSQ
NAMI LI�X KAK ODIN IZ SPOSOBOW ZADANIQ �TIH FUNKCIJ�

���� oPREDELENIE PREDIKATA�

oPREDELENIE �� pUSTX M � NEKOTOROE MNOVESTWO� n � NEOTRICATELXNOE CELOE �ISLO�
�� n � �� ��MESTNYM PREDIKATOM NA MNOVESTWE M NAZYWAETSQ WSQKOE KONKRETNOE WYSKA�

ZYWANIE A OB �LEMENTAH MNOVESTWA M�
�� n � �� n�MESTNYM PREDIKATOM NA MNOVESTWE M NAZYWAETSQ WSQKAQ FUNKCIQ P OT n

PEREMENNYH� ZADANNAQ NA MNOVESTWE M SO ZNA�ENIQMI WO MNOVESTWE f�� �g� oBOZNA�AETSQ
P �x�� � � � � xn�� pRI �TOM PEREMENNYE x�� � � � � xn� U�ASTWU��IE W ZAPISI PREDIKATA P � NAZYWA�
�TSQ PREDMETNYMI PEREMENNYMI�

���
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pRIMER �� M � L�BOE FIKSIROWANNOE MNOVESTWO�

P �x� y� �

�
�� ESLI x � y�

�� ESLI x �� y�

pRIMER �� pUSTXM � R�

Q�x� y� �

�
�� ESLI x � y�
�� ESLI x � y�

o�EWIDNO� NAPRIMER� �TO Q��� �� � �� Q��� �� � ��

pRIMER 	� pUSTXM � R�

S�x� �

�
�� ESLI x� � �x� � � ��

�� ESLI x� � �x� � �� ��

pONQTNO� �TO S��� � S��� � �� A DLQ WSQKOGO �ISLA a �� f�� �g� S�a� � ��

oTMETIM� �TO ESLI P �x�� � � � � xn� ESTX NEKOTORYJ PREDIKAT� ZADANNYJ NA MNOVESTWEM� n � ��
TO PODSTAWIW W NEGO WMESTO KAKOJ	LIBO PREDMETNOJ PEREMENNOJ KONKRETNYJ �LEMENT MNOVEST	
WAM� POLU�IM �n� ��	MESTNYJ PREDIKAT� tAK� NAPRIMER� W PREDYDU�IH PRIMERAH IMEEM�

P �x� �� �

�
�� ESLI x � ��

�� ESLI x �� ��

� ODNOMESTNYJ PREDIKAT�

Q�x� �� �

�
�� ESLI x � ��

�� ESLI x � ��

� ODNOMESTNYJ PREDIKAT� A Q��� �� � LOVNOE WYSKAZYWANIE ��	MESTNYJ PREDIKAT�� Q��� �� �
ISTINNOE WYSKAZYWANIE�

��	� lOGI�ESKIE WOZMOVNOSTI I TABLICA ISTINNOSTI PREDIKATA� pUSTX M ESTX
NEKOTOROE MNOVESTWO� A P �x�� � � � � xn� � n	MESTNYJ PREDIKAT NA �TOM MNOVESTWE� wSQKAQ PO	
SLEDOWATELXNOSTX a�� � � � � an �LEMENTOW IZ M� OBRA�A��AQ PREDIKAT P �x�� � � � � xn� W KONKRETNOE
WYSKAZYWANIE� NAZYWAETSQ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTX� PREDIKATA P �x�� � � � � xn� NA MNOVESTWEM�

pERE�ENX WSEH LOGI�ESKIH WOZMOVNOSTEJ PREDIKATA P �x�� � � � � xn� NA MNOVESTWEM S UKAZANIEM
ZNA�ENIJ �TOGO PREDIKATA W KAVDOJ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI� POME�ENNYE W TABLICU� NAZYWA	
ETSQ TABLICEJ ISTINNOSTI PREDIKATA P �x�� � � � � xn� NA MNOVESTWE M� pONQTNO� �TO O TABLICE
ISTINNOSTI IMEET SMYSL GOWORITX LI�X W SLU�AE� ESLI M � KONE�NOE MNOVESTWO�

pRIMER �� pUSTX M � f�� �g� A P �x� y� z� � �x� y � z�� sOSTAWIM TABLICU ISTINNOSTI PREDI	
KATA P �x� y� z� NA MNOVESTWE M�

x y z P �x� y� z�

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

���



x �� pONQTIE PREDIKATA� oPERACII NAD PREDIKATAMI

���� sPOSOBY ZADANIQ PREDIKATOW� tAK KAK WSQKIJ PREDIKAT QWLQETSQ FUNKCIEJ� TO I
WSE SPOSOBY ZADANIQ FUNKCIJ PRIMENIMY I K PREDIKATAM� nAIBOLEE UPOTREBITELXNYM SPOSOBOM
ZADANIQ PREDIKATA QWLQETSQ ZADANIE EGO PRI POMO�I WYSKAZYWATELXNOJ FORMY� SM� PRIMERY
������������ �TOT SPOSOB� W SU�NOSTI� MOVNO NAZWATX SLOWESNYM SPOSOBOM�

mOVNO ZADAWATX PREDIKATY TABLI�NYM SPOSOBOM �TABLICEJ ISTINNOSTI� SM� PRIMER �������
NO PRAKTI�ESKI �TO WOZMOVNO LI�X PRI WESXMA MALYH n I MALOM KOLI�ESTWE �LEMENTOW MNOVES	
TWAM�

���� pREDIKATNYE PEREMENNYE� pODOBNO TOMU� KAK W �KOLXNOJ MATEMATIKE RASSMAT	
RIWALISX KONKRETNYE �ISLA I �ISLA NEIZWESTNYE ILI PEREMENNYE� OBOZNA�ENNYE TOJ ILI INOJ
BUKWOJ� TAK I ZDESX WSQKOE WYRAVENIE WIDA P �x�� � � � � xn� BUDEM RASSMATRIWATX KAK NEKOTORYJ
PEREMENNYJ PREDIKAT ILI PREDIKATNU� PEREMENNU�� KOTORAQ MOVET PRINIMATX ZNA�ENIQ IZ MNO	
VESTWA WSEWOZMOVNYH PREDIKATOW� ZADANNYH NA TOM ILI INOM MNOVESTWE� ESLI� RAZUMEETSQ� NE
SKAZANO W KONTEKSTE� �TO P �x�� � � � � xn� OBOZNA�AET KAKOJ	TO KONKRETNYJ PREDIKAT NA KONKRETNOM
MNOVESTWE� pREDIKATNYM PEREMENNYM MOVNO PRIDAWATX ZNA�ENIQ KONKRETNYH PREDIKATOW NA
TEH ILI INYH MNOVESTWAH�

���� oB�IE LOGI�ESKIE WOZMOVNOSTI DWUH PREDIKATOW�

oPREDELENIE �� pUSTX P �x�� � � � � xn� I Q�y�� � � � � ym� � DWA PREDIKATA� ZADANNYE NA MNOVES�
TWE M� wSQKIJ NABOR �a�� � � � � an� b�� � � � � bm� ZNA�ENIJ IZ M� DLQ PREDMETNYH PEREMENNYH x�� � � �
� � � � xn� y�� � � � � ym NAZYWAETSQ OB�EJ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTX� DLQ PREDIKATOW P I Q� ESLI
PRI �TOM WSQKAQ PREDMETNAQ PEREMENNAQ� ODNOWREMENNO WHODQ�AQ W ZAPISX PREDIKATOW P I Q�
PRINIMAET ODNO I TO VE ZNA�ENIE W P I Q�

pRIMER �� pUSTX P �x� y� I Q�y� z� NEKOTORYE PREDIKATY� ZADANNYE NA MNOVESTWE NATURALXNYH
�ISEL� nABOR �ISEL ��� �� �� �� NE QWLQETSQ OB�EJ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTX� DLQ PREDIKATOW P
I Q� TAK KAK W P �x� y� PREDMETNAQ PEREMENNAQ y PRINIMAET ZNA�ENIE y � �� A W Q�y� z� y PRI	
NIMAET ZNA�ENIE y � �� nABOR �ISEL ��� �� �� �� QWLQETSQ OB�EJ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTX� DLQ
PREDIKATOW P I Q�

���� oPERACII �� �� �� �� �� pUSTX P �x�� � � � � xn� I Q�y�� � � � � ym� � NEKOTORYE PREDI	
KATY NA NEKOTOROM MNOVESTWE M�

�P �x�� � � � � xn��

P �x�� � � � � xn� � Q�y�� � � � � ym��

P �x�� � � � � xn� �Q�y�� � � � � ym��

P �x�� � � � � xn� � Q�y�� � � � � ym��

P �x�� � � � � xn� � Q�y�� � � � � ym�

ESTX PREDIKATY NA M� ZNA�ENIQ KOTORYH W KAVDOJ OB�EJ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI �a�� � � � � an�
b�� � � � � bm� OPREDELQETSQ SLEDU��IMI NIVE TABLICAMI

P �a�� � � � � an� �P �a�� � � � � an�

� �

� �

P �a�� � � � � an� Q�b�� � � � � bm� P �a�� � � � � an� � Q�b�� � � � � bm�

� � �

� � �

� � �

� � �

���
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P �a�� � � � � an� Q�b�� � � � � bm� P �a�� � � � � an� �Q�b�� � � � � bm�

� � �

� � �

� � �

� � �

P �a�� � � � � an� Q�b�� � � � � bm� P �a�� � � � � an� � Q�b�� � � � � bm�

� � �

� � �

� � �

� � �

P �a�� � � � � an� Q�b�� � � � � bm� P �a�� � � � � an� � Q�b�� � � � � bm�

� � �

� � �

� � �

� � �

tAKIM OBRAZOM� OPREDELENNYE WY�E OPERACII NAD PREDIKATAMI QWLQ�TSQ ESTESTWENNYM OB	
OB�ENIEM SOOTWETSTWU��IH OPERACIJ NAD �	MESTNYMI PREDIKATAMI �WYSKAZYWANIQMI� NA PRE	
DIKATY OT PROIZWOLXNOGO �ISLA PEREMENNYH�

���� kWANTORNYE OPERACII NAD PREDIKATAMI� oPREDELIM WNA�ALE KWANTORNYE OPE	
RACII DLQ ODNOMESTNYH PREDIKATOW�

pUSTX P �x� � NEKOTORYJ ODNOMESTNYJ PREDIKAT NA MNOVESTWE M� wYRAVENIQMI �xP �x�
I �xP �x� OBOZNA�IM WYSKAZYWANIQ ��	MESTNYE PREDIKATY�� ISTINNOSTNYE ZNA�ENIQ KOTORYH
OPREDELQ�TSQ SLEDU��IM OBRAZOM�

�� �xP �x� � � � KOGDA DLQ L�BOGO �LEMENTA a �M WYPOLNQETSQ P �a� � ��

�� �xP �x� � � � KOGDA SU�ESTWUET HOTQ BY ODIN �LEMENT a �M TAKOJ� �TO P �a� � ��

sIMWOLY � I � NAZYWA�TSQ KWANTORAMI SOOTWETSTWENNO OB�NOSTI I SU�ESTWOWANIQ� A SOOT	
WETSTWU��IE OPERACII� OPREDELENNYE WY�E � KWANTORNYMI OPERACIQMI� �ITAETSQ� �xP �x� �
�DLQ L�BOGO x P� OT x�� �xP �x�� �SU�ESTWUET x P� OT x�� P �x� NAZYWAETSQ OBLASTX� DEJST�
WIQ SOOTWETSTWENNYH KWANTOROW W WYSKAZYWANIQH �xP �x� I �xP �x�� oTMETIM� �TO PRISUTSTWIE
PEREMENNOJ x W ZAPISI WYSKAZYWANIJ �xP �x� I �xP �x� NE WLIQET NA ZNA�ENIQ ISTINNOSTI �TIH
WYSKAZYWANIJ� oNA NAZYWAETSQ SWQZANNOJ PREDMETNOJ PEREMENNOJ W �TIH WYSKAZYWANIQH�

pUSTX TEPERX P �x�� � � � � xn� � NEKOTORYJ n	MESTNYJ PREDIKAT NA MNOVESTWEM� n � �� �n���	
MESTNYJ PREDIKAT� SOPOSTAWLQ��IJ WSQKOJ POSLEDOWATELXNOSTI �a�� � � � � ai��� ai��� � � � � an� DLI	
NY �n � �� ZNA�ENIE �xiP �a�� � � � � ai��� xi� ai��� � � � � an��

�a�� � � � � ai��� ai��� � � � � an� �� �xi P �a�� � � � � ai��� xi� ai��� � � � � an��

OBOZNA�IM �EREZ �xiP �x�� � � � � xn�� A �n � ��	PREDIKAT� SOPOSTAWLQ��IJ UKAZANNOJ WY�E POSLE	
DOWATELXNOSTI ZNA�ENIE �xi P �a�� � � � � ai��� xi� ai��� � � � � an��

�a�� � � � � ai��� ai��� � � � � an� �� �xi P �a�� � � � � ai��� xi� ai��� � � � � an��

OBOZNA�IM �EREZ �xiP �x�� � � � � xn�� P �x�� � � � � xn� W PREDIKATAH �xiP �x�� � � � � xn� I �xi P �x�� � � � � xn�
NAZYWAETSQ OBLASTX� DEJSTWIQ SOOTWETSTWU��IH KWANTOROW� A PEREMENNAQ xi NAZYWAETSQ SWQ�
ZANNOJ PEREMENNOJ�

��
� nOWYE TERMINY� wYSKAZYWATELXNAQ FORMA� pREDIKAT� pREDMETNYE PEREMENNYE�
pREDIKATNYE PEREMENNYE� lOGI�ESKIE WOZMOVNOSTI PREDIKATA� tABLICA ISTINNOSTI PREDIKATA�
oB�AQ LOGI�ESKAQ WOZMOVNOSTX DWUH PREDIKATOW� kWANTORY OB�NOSTI I SU�ESTWOWANIQ� kWAN	
TORNYE OPERACII� oBLASTX DEJSTWIQ KWANTORA� sWQZANNYE WHOVDENIQ PREDMETNYH PEREMENNYH�

���



x �� pONQTIE PREDIKATA� oPERACII NAD PREDIKATAMI

����� kONTROLXNYE WOPROSY�

�� pRIWEDITE PRIMERY n	MESTNYH WYSKAZYWATELXNYH FORM NA MNOVESTWE NATURALXNYH �ISEL
N DLQ n � �� �� �� �� zAPI�ITE FUNKCII �PREDIKATY�� KOTORYE ONI OPREDELQ�T�

�� mOVNO LI SISTEMU N LINEJNYH URAWNENIJ S m NEIZWESTNYMI S�ITATX WYSKAZYWATELXNOJ
FORMOJ� eSLI DA� TO KAKOWA EE �MESTNOSTX��

�� wSQKOE LI WYSKAZYWANIE MOVNO S�ITATX �	MESTNOJ WYSKAZYWATELXNOJ FORMOJ�

�� w TREHMESTNU� WYSKAZYWATELXNU� FORMU WMESTO DWUH NEIZWESTNYH POSTAWILI KONKRETNYE
ZNA�ENIQ� kAKOWA �MESTNOSTX� POLU�ENNOJ WYSKAZYWATELXNOJ FORMY�

�� w �EM RAZLI�IE MEVDU WYSKAZYWATELXNYMI FORMAMI I PREDIKATAMI�

�� dLQ PRIMEROW ����������� NAJDITE P ��� ��� P ��� ��� P ��� ��� Q��� ��� Q��� ��� Q��� ���

�� uKAVITE KOLI�ESTWO LOGI�ESKIH WOZMOVNOSTEJ DLQ NEKOTOROGO PREDIKATA A�x� y�� ZADANNO	
GO NA �	�LEMENTNOM MNOVESTWE� nA TREH�LEMENTNOM MNOVESTWE� zADAJTE �	H I �	H �LEMENT	
NYE MNOVESTWA I SOSTAWXTE TABLICU LOGI�ESKIH WOZMOVNOSTEJ PREDIKATA A�x� y��


� �EM OTLI�AETSQ PREDIKAT OT PREDIKATNOJ PEREMENNOJ�

� zAPI�ITE ODNOMESTNYJ PREDIKAT NA MNOVESTWE N � OBLASTX ISTINNOSTI KOTOROGO SOSTOIT
IZ WSEH NE�ETNYH �ISEL�

��� pUSTX P �x� y� I Q�y� z� � NEKOTORYE PREDIKATY NA MNOVESTWE N � kAKIE IZ SLEDU��IH
NABOROW �ISEL QWLQ�TSQ OB�EJ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTX� PREDIKATOW P I Q� ��� �� �� ���
��� �� �� ��� ��� �� ��� �
� �� �� 
�� ��� �� �� ��� ��� ���

��� pUSTX P �x� y� z� I Q�y� z� t� � NEKOTORYE PREDIKATY NA MNOVESTWE N � kAKIE IZ SLEDU	
��IH NABOROW �ISEL QWLQ�TSQ OB�EJ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTX� DLQ PREDIKATOW P I Q�
��� �� �� �� ������ ��� �� �� �� ����� ��� �� �� ��� ��� �� �� ��� ��� �� �� �� �� ��� ���� �� �� �� �� ����

��� oPREDELITE �MESTNOSTX� PREDIKATOW�

P �x� �Q�x� y�� P �x� � Q�y�� P �x� y� z� � Q�x� t�� P �x� y� z� � Q�y�� �P �x� y� z��

��� pUSTX P �x� � �x
��� ��� Q�y� � ��

��� y� � PREDIKATY� ZADANNYE NA N � oPREDELITE ISTINNOSTX
WYSKAZYWANIJ� �xP �x�� �xP �x�� �y Q�y�� �y Q�y��

��� pUSTX P �x� y� z� � �x�yz� � �xy�z�� Q�x� y� z� � �x � �y � z� � �x � y� � z� � PREDIKATY
NA Z� oPREDELITE ISTINNOSTX WYSKAZYWANIJ�

�x �y �z P �x� y� z��
�x �y �z Q�x� y� z��
�x �y �z Q�x� y� z��
�x �y �z Q�x� y� z��
�x �z �y Q�x� y� z��

��� pUSTX P �x� y� z� � �x� y � z�� oPREDELITE ISTINNOSTX WYSKAZYWANIJ NA N I NA Z�

�x �z �y P �x� y� z��
�z �x �y P �x� y� z��
�x �y �z P �x� y� z��

��� pUSTX P �x� y� � �x� y � y�� oPREDELITE ISTINNOSTX WYSKAZYWANIJ NA N I NA Z�

�y �xP �x� y��
�x �y P �x� y��
�y �xP �x� y��

��� w SLEDU��IH NIVE PREDIKATAH UKAVITE SWQZANNYE WHOVDENIQ PREDMETNYH PEREMENNYH�

�xP �x�� �x �y Q�x� y� z�� �xP �x� y� � �y Q�x� y� z��

���



gLAWA VI� aLGEBRA PRELIKATOW

����� uPRAVNENIQ�

�� sKOLXKO n	MESTNYH PREDIKATOW MOVNO ZADATX NA m	�LEMENTNOM MNOVESTWE�

�� pODS�ITAJTE KOLI�ESTWO LOGI�ESKIH WOZMOVNOSTEJ n	MESTNOGO PREDIKATA NA m	�LEMENTNOM
MNOVESTWE�

�� zADAJTE TABLICAMI ISTINNOSTI TRI RAZLI�NYH �	MESTNYH PREDIKATA NA MNOVESTWE fa� b� cg�
�� zADAJTE TABLICAMI ISTINNOSTI TRI RAZLI�NYH �	MESTNYH PREDIKATA NA MNOVESTWE f�� �g�
�� sLEDU��IE NIVE WYSKAZYWANIQ O NATURALXNYH �ISLAH ZAPI�ITE W SIMWOLI�ESKOJ FORME�
WWODQ PREDIKATY I ISPOLXZUQ KWANTORNYE OPERACII� oPREDELITE ISTINNOSTX �TIH WYSKA	
ZYWANIJ

�a� eSLI KAKOE	TO UTWERVDENIE� ZAWISQ�EE OT NATURALXNOGO �ISLA n ISTINNO PRI n � � I
IZ PREDPOLOVENIQ ISTINNOSTI DLQ KAKOGO	TO �ISLA SLEDUET ISTINNOSTX EGO DLQ SLEDU	
��EGO �ISLA� TO TAKOE UTWERVDENIE ISTINNO DLQ L�BOGO NATURALXNOGO �ISLA�

�b� dLQ L�BYH DWUH NATURALXNYH �ISEL NAJDETSQ TAKOE TRETXE NATURALXNOE �ISLO� KOTO	
ROE W SUMME S PERWYM BOLX�E WTOROGO�

�c� dLQ L�BOGO NATURALXNOGO �ISLA SU�ESTWUET BOLX�EE EGO NATURALXNOE �ISLO�

�d� sU�ESTWUET NATURALXNOE �ISLO� BOLX�EE WSEH DRUGIH NATURALXNYH �ISEL�

�e� sU�ESTWUET NATURALXNOE �ISLO� NE PREWOSHODQ�EE WSEH NATURALXNYH �ISEL�

�f� uRAWNENIE a� x � b RAZRE�IMO W N �

�g� uRAWNENIE a� x � b NERAZRE�IMO W N �

�h� uRAWNENIE ax � b RAZRE�IMO W N �

���



x �� qZYK ALGEBRY PREDIKATOW� kLASSIFIKACIQ FORMUL

oPREDELENIE FORMULY� iNTERPRETACII FORMUL QZYKA ALGEBRY PREDIKATOW� kLASSIFIKACIQ
FORMUL� mODELI�

���� oPREDELENIE FORMULY�
�LEMENTARNYMI FORMULAMI NAZYWA�TSQ�
�� BOLX�IE BUKWY LATINSKOGO ALFAWITA� SNABVENNYE �TRIHAMI ILI INDEKSAMI I OBOZNA�A	

��IE PEREMENNYE ILI POSTOQNNYE �KONKRETNYE� �	MESTNYE PREDIKATY� KOTORYE QWLQ�TSQ PERE	
MENNYMI ILI POSTOQNNYMI WYSKAZYWANIQMI�

�� WYRAVENIQ WIDA P �x�� � � � � xn�� OBOZNA�A��IE PEREMENNYE ILI POSTOQNNYE n�MESTNYE PRE�
DIKATY� GDE n MOVET BYTX L�BYM NATURALXNYM �ISLOM� P � L�BOJ BOLX�OJ BUKWOJ LATINS	
KOGO ALFAWITA� SNABVENNOJ �TRIHAMI ILI INDEKSAMI I NAZYWAEMOJ PREDIKATNOJ PEREMENNOJ�
x�� � � � � xn � L�BYMI MALYMI BUKWAMI LATINSKOGO ALFAWITA� SNABVENNYMI �TRIHAMI ILI IN	
DEKSAMI I OBOZNA�A��IMI PREDMETNYE PEREMENNYE ILI KONKRETNYE PREDMETY IZ NEKOTOROGO
MNOVESTWA�

fORMULAMI NAZYWA�TSQ�
�� �LEMENTARNYE FORMULY�
�� ESLI a I b � FORMULY� TO WYRAVENIQ�

�a� �a � b�� �a � b�� �a� b�� �a � b�

TAKVE QWLQ�TSQ FORMULAMI�
�� ESLI a � FORMULA� A x � BUKWA� OBOZNA�A��AQ PREDMETNU� PEREMENNU�� TO WYRAVENIQ�

�x a I �x a

TAKVE QWLQ�TSQ FORMULAMI�
�� dRUGIH FORMUL� KROME TEH� KOTORYE OPREDELENY PUNKTAMI ������ NET�
pODFORMULA a W FORMULAH �x a I �x a NAZYWAETSQ OBLASTX� DEJSTWIQ SOOTWETSTWU��EGO

KWANTORA PO x� wSQKOE WHOVDENIE BUKWY x W OBLASTX DEJSTWIQ KWANTORA PO x NAZYWAETSQ SWQZAN�
NYM WHOVDENIEM BUKWY x� pERWOE WHOVDENIE BUKWY x W FORMULY �x a I �x b S�ITAETSQ TAKVE
SWQZANNYM WHOVDENIEM�

eSLI VE NEKOTOROE WHOVDENIE BUKWY x W KAKU�	TO FORMULU NE NAHODITSQ W OBLASTI DEJSTWIQ
KWANTORA PO x� TO TAKOE WHOVDENIE �TOJ BUKWY NAZYWAETSQ SWOBODNYM WHOVDENIEM W DANNU�
FORMULU� bUKWA x� IME��AQ SWOBODNYE WHOVDENIQ W FORMULU b� NAZYWAETSQ SWOBODNOJ PREDMET�
NOJ PEREMENNOJ W FORMULE b� eSLI VE BUKWA x IMEET LI�X SWQZANNYE WHOVDENIQ W FORMULU b�
TO x NAZYWAETSQ SWQZANNOJ PREDMETNOJ PEREMENNOJ W FORMULE b�

oTMETIM� �TO ESLI BUKWA x NE WHODIT W FORMULU a� TO FORMULY �x a I �x a IME�T TOT VE
SODERVATELXNYJ SMYSL� �TO I FORMULA a� TAK �TO W �TOM SLU�AE WSE �TI TRI FORMULY BUDEM
OTOVDESTWLQTX�

sOWOKUPNOSTX WSEWOZMOVNYH FORMUL� OPREDELENNYH WY�E� BUDEM NAZYWATX QZYKOM ALGEBRY

PREDIKATOW� oTMETIM� �TO SREDI FORMUL QZYKA ALGEBRY PREDIKATOW ESTX WSE FORMULY ALGEBRY
WYSKAZYWANIJ� TAK �TO QZYK ALGEBRY PREDIKATOW WKL��AET W SEBQ QZYK ALGEBRY WYSKAZYWANIJ�
nE TRUDNO ZAMETITX� �TO QZYK ALGEBRY PREDIKATOW GORAZDO BOGA�E QZYKA ALGEBRY WYSKAZYWANIJ�

���� iNTERPRETACII QZYKA ALGEBRY PREDIKATOW� pUSTX a � FORMULA IM � NEKOTO	
ROE MNOVESTWO� eSLI WSE KONKRETNYE PREDMETY� U�ASTWU��IE W ZAPISI FORMULY a� PRINADLEVAT
MNOVESTWU M I WSE KONKRETNYE PREDIKATY� U�ASTWU��IE W ZAPISI FORMULY a MOVNO DOOPREDE	
LITX �ILI OGRANI�ITX� DO PREDIKATOW NA MNOVESTWEM� TOM NAZYWAETSQ DOPUSTIMYM MNOVEST�
WOM DLQ FORMULY a� w PROTIWNOM SLU�AE MNOVESTWOM NAZYWAETSQ NEDOPUSTIMYM MNOVESTWOM

DLQ FORMULY a�

pRIMER �� rASSMOTRIM FORMULU a � �x �y �z �x � y �z���� GDE � � NATURALXNOE �ISLO� A �� � �
SLOVENIE I UMNOVENIE NATURALXNYH �ISEL� o�EWIDNO� �TO �TU FORMULU MOVNO RASSMATRIWATX

���



gLAWA VI� aLGEBRA PRELIKATOW

NA L�BOM MNOVESTWE �ISEL� SODERVA�EM �� tAKIM OBRAZOM� WSQKOE �ISLOWOE MNOVESTWO� SODERVA	
�EE �� QWLQETSQ DOPUSTIMYM DLQ DANNOJ FORMULY a�oDNAKO WSQKOE MNOVESTWO MATRIC� NAPRIMER�
UVE NE QWLQETSQ DLQ a DOPUSTIMYM�

oTMETIM� �TO ESLI W ZAPISI FORMULY a NE U�ASTWU�T KONKRETNYE PREDMETY KAKIH	TO MNO	
VESTW I KONKRETNYE PREDIKATY� TO WSQKOE MNOVESTWO QWLQETSQ DOPUSTIMYM DLQ �TOJ FORMULY a�

pUSTX a � NEKOTORAQ FORMULA� M � NEKOTOROE MNOVESTWO� DOPUSTIMOE DLQ a� sOPOSTAWIM
KAVDOMU PEREMENNOMU PREDIKATU� WHODQ�EMU W ZAPISX FORMULY a� NEKOTORYJ KONKRETNYJ PREDI	
KAT NA MNOVESTWE a OT TEH VE PREDMETNYH PEREMENNYH� pOLU�ENNAQ FORMULA a� UVE NE SODERVIT
PREDIKATNYH PEREMENNYH� A LI�X� BYTX MOVET� PREDMETNYE PEREMENNYE� fORMULA a� NAZYWAETSQ
INTERPRETACIEJ FORMULY a NA MNOVESTWEM� KOTOROE NAZYWAETSQ OBLASTX� INTERPRETACII�

oTMETIM� �TO ESLI INTERPRETACIQ a� FORMULY a NE SODERVIT SWOBODNYH PREDMETNYH PERE	
MENNYH� TO a� PREDSTAWLQET SOBOJ KAKOE	TO KONKRETNOE WYSKAZYWANIE OB �LEMENTAH MNOVESTWA a�
ISTINNOE ILI LOVNOE� eSLI VE a� SODERVIT SWOBODNYE PREDMETNYE PEREMENNYE� TO a� PREDSTAW	
LQET SOBOJ NEKOTORYJ PREDIKAT� ZADANNYJ NA OBLASTI INTERPRETACII M�

pRIMER �� rASSMOTRIM FORMULU

a � �x �P �x� y� �Q�x� y���

o�EWIDNO� �TO L�BOE MNOVESTWO QWLQETSQ DOPUSTIMYM DLQ a� TAK KAK a NE SODERVIT W SWOEJ
ZAPISI KONKRETNYH PREDMETOW I KONKRETNYH PREDIKATOW�

�� pUSTX N � MNOVESTWO WSEH NATURALXNYH �ISEL� P �x� y� � �x
��� y�� Q�x� y� � �x � y�� tOGDA

INTERPRETACIQ a� PRIMET WID

a� � �x ��x
���y� � �x � y���

o�EWIDNO� �TO a� � a��y� PREDSTAWLQET SOBOJ ODNOMESTNYJ PREDIKAT OT PEREMENNOJ y� KOTORAQ
QWLQETSQ SWOBODNOJ W a�� pEREMENNAQ x QWLQETSQ SWQZANNOJ PREDMETNOJ PEREMENNOJ� oTMETIM�

�TO a���� � �x ��x
��� ��� �x � ��� � ISTINNOE WYSKAZYWANIE� s DRUGOJ STORONY a���� � �x ��x

��� ���
��x � ��� � LOVNOE WYSKAZYWANIE�

��pRIWEDEM E�E ODNU INTERPRETACI� FORMULY a�pUSTXM� MNOVESTWO U�A�IHSQ NEKOTOROJ
�KOLY� P �x� y� � �x I y U�ATSQ W ODNOM KLASSE�� Q�x� y� � �x I y POSE�A�T ODNU I TU VE
SPORTIWNU� SEKCI��� tOGDA INTERPRETACIQ a� PRIMET WID�

a� � �x �x I y W ODNOM KLASSE ILI x I y POSE�A�T OB�U� SEKCI���

lEGKO PONQTX� �TO ESLI RASSMATRIWAEMAQ �KOLA DOSTATO�NO WELIKA� TO INTERPRETACIQ a� � a��y�
LOVNA DLQ L�BOGO ZNA�ENIQ y� TAK KAK� PO	WIDIMOMU� DLQ L�BOGO U�ENIKA x NAJDETSQ TAKOJ
U�ENIK y� �TO x I y W RAZNYH KLASSAH I OB�EJ SEKCII NE POSE�A�T�

��	� kLASSIFIKACIQ FORMUL� mODELI� pUSTX a � NEKOTORAQ FORMULA� A a� � EE IN	
TERPRETACIQ NA NEKOTOROM MNOVESTWEM� �oTMETIM� �TO WOOB�E GOWORQ� NA ODNOM I TOM VE MNO	
VESTWE MOVET SU�ESTWOWATX BOLEE ODNOJ INTERPRETACII� bOLEE TOGO� KAK PRAWILO� IH SU�ESTWUET
DOSTATO�NO MNOGO�� tAK KAK a� ESTX NEKOTORYJ PREDIKAT NA M� TO DLQ a� OPREDELENY WSE TE PO	
NQTIQ� KOTORYE OPREDELENY DLQ PREDIKATOW� W �ASTNOSTI PONQTIE LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI� SM�
P� VI�����

fORMULA a NAZYWAETSQ WYPOLNIMOJ W DANNOJ INTERPRETACII a�� ESLI DLQ a� SU�ESTWUET HO	
TQ BY ODNA LOGI�ESKAQ WOZMOVNOSTX NA M� W KOTOROJ a� � �� w PROTIWNOM SLU�AE FORMULA a
NAZYWAETSQ LOVNOJ ILI NEWYPOLNIMOJ W DANNOJ INTERPRETACII�

fORMULA a NAZYWAETSQ WYPOLNIMOJ� ESLI ONA WYPOLNIMA HOTQ BY W ODNOJ INTERPRETACII� w
PROTIWNOM SLU�AE FORMULA a NAZYWAETSQ LOVNOJ ILI PROTIWORE�IEM�

fORMULA a NAZYWAETSQ ISTINNOJ W DANNOJ INTERPRETACII a�� ESLI ONA ISTINNA W L�BOJ
LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI NAM�

fORMULA a NAZYWAETSQ OB�EZNA�IMOJ� ESLI L�BOE MNOVESTWO QWLQETSQ DOPUSTIMYM DLQ a I a
ISTINNA W L�BOJ INTERPRETACII�

��




x �� qZYK ALGEBRY PREDIKATOW� kLASSIFIKACIQ FORMUL

mNOVESTWO M NAZYWAETSQ MODELX� DLQ MNOVESTWA FORMUL "� ESLI SU�ESTWUET INTERPRETA	
CIQ FORMUL IZ " NA M� W KOTOROJ WSE �TI FORMULY ISTINNY�

oTMETIM� �TO FORMULA �x �P �x� � �P �x�� QWLQETSQ OB�EZNA�IMOJ� A FORMULA �x �P �x� �
� �P �x�� � LOVNOJ ILI PROTIWORE�IEM�

pRIMER �� rASSMOTRIM MNOVESTWO FORMUL "�

" � f�xP �x� x�� �P �x� y� � P �y� x�� � �x � y�� �P �x� y� � P �y� z�� � P �x� z�g

I SLEDU��U� INTERPRETACI� �TIH FORMUL NA N � pUSTX P �x� y� � �x � y�� lEGKO PROWERITX�
�TO W TAKOJ INTERPRETACII WSE FORMULY IZ " ISTINNY NA N � sLEDOWATELXNO hN��i QWLQETSQ
MODELX� SISTEMY FORMUL "�

���� nOWYE TERMINY� �LEMENTARNYE FORMULY� fORMULY� pEREMENNYE I POSTOQNNYE
PREDIKATY� pREDIKATNYE PEREMENNYE� pREDMETNYE PEREMENNYE� kONKRETNYE PREDMETY� kWANTO	
RY� oBLASTX DEJSTWIQ KWANTORA�sWOBODNYE I SWQZANNYE WHOVDENIQ PREDMETNOJ PEREMENNOJ� sWO	
BODNYE I SWQZANNYE PREDMETNYE PEREMENNYE� qZYK ALGEBRY PREDIKATOW�dOPUSTIMYE MNOVESTWA
DLQ DANNOJ FORMULY� iNTERPRETACIQ FORMULY NA DANNOM MNOVESTWE� oBLASTX INTERPRETACII�
fORMULY WYPOLNIMYE I NEWYPOLNIMYE �LOVNYE� W DANNOJ INTERPRETACII� wYPOLNIMYE FOR	
MULY� pROTIWORE�IQ �NEWYPOLNIMYE FORMULY�� fORMULY� ISTINNYE W DANNOJ INTERPRETACII�
oB�EZNA�IMYE FORMULY� mODELX DLQ MNOVESTWA FORMUL "�

���� kONTROLXNYE WOPROSY�

�� kAKIE IZ WYRAVENIJ QWLQ�TSQ �LEMENTARNYMI FORMULAMI�

A� A�� A�
�� A

�� �A�� �� !� P �x� y�� Q��x� y� t�� R�A�B�C��

�� kAKIE IZ WYRAVENIJ QWLQ�TSQ FORMULAMI� �P P �x� y�� �x �Q�x� � �P �y��� P �x� �
� �q�y� z� � S�t��� �x �xP �x� y�� �z P��x� y��

�� w SLEDU��IH NIVE FORMULAH UKAVITE SWOBODNYE I SWQZANNYE WHOVDENIQ KAVDOJ BUKWY�
kAKIE IZ BUKW QWLQ�TSQ SWOBODNYMI PEREMENNYMI� uKAVITE OBLASTX DEJSTWIQ KAVDOGO IZ
KWANTOROW�

�a� �x �P �x� y� z� � ��z Q�z� x���

�b� ��x �y R�x� y� z� � �z S�x� y� z�� � P �x� y� z��

�c� �x �y �P �x� y� z�� �P �x� y� z�� � �z Q�x� y� z��

�� mOVET LI ODNA I TA VE BUKWA IMETX I SWOBODNYE I SWQZANNYE WHOVDENIQ W FORMULU�

�� mOVET LI ODNA I TA VE BUKWA BYTX ODNOWREMENNO SWOBODNOJ I SWQZANNOJ PREDMETNOJ PERE	
MENNOJ �W ODNOJ I TOJ VE FORMULE��

�� mOVNO LI S�ITATX� �TO �xP �z� t� I P �z� t� SUTX ODNA I TA VE FORMULA�

�� pOQSNITE� PO�EMU QZYK ALGEBRY WYSKAZYWANIJ QWLQETSQ POD�QZYKOM ALGEBRY PREDIKATOW�


� kAKIE MNOVESTWA QWLQ�TSQ DOPUSTIMYMI DLQ SLEDU��IH FORMUL�

�a� �x �P �x� � x� � �x� � � ���

�b� �x �y �x � y��
�c� �a �b �x �ax � b��

�d� P �x� � �Q�y� � �xP �x���

� mOVET LI ODNA I TA VE FORMULA IMETX INTERPRETACII NA RAZLI�NYH MNOVESTWAH� pRIWE	
DITE PRIMERY�

��� w KAKOM SLU�AE L�BOE MNOVESTWO QWLQETSQ DOPUSTIMYM DLQ DANNOJ FORMULY�

��
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��� pRIWEDITE PRIMER WYPOLNIMOJ FORMULY I POKAVITE EE WYPOLNIMOSTX�

��� pRIWEDITE PRIMER NEWYPOLNIMOJ FORMULY�

��� pRIWEDITE PRIMER FORMULY� WYPOLNIMOJ W ODNOJ INTERPRETACII I NEWYPOLNIMOJ W DRUGOJ�

��� pRIWEDITE PRIMER FORMULY� ISTINNOJ W ODNOJ INTERPRETACII I NE QWLQ��EJSQ ISTINNOJ
W DRUGOJ�

��� uKAVITE MODELI DLQ SLEDU��EGO MNOVESTWA FORMUL�

"� � f�x �y �z �xy � z�� ��xy � t � xy � t�� � t � t���

x�yz� � �xy�z� �x �y �z �t �xz � y � tx � y�g�

���� uPRAVNENIQ� dOKAVITE SLEDU��IE UTWERVDENIQ�

�� a LOVNA W DANNOJ INTERPRETACII TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA �a ISTINNA W TOJ VE INTER	
PRETACII�

�� nIKAKAQ FORMULA NE MOVET BYTX ODNOWREMENNO ISTINOJ I LOVNOJ W ODNOJ I TOJ VE INTER	
PRETACII�

�� eSLI W DANNOJ INTERPRETACII ISTINNY a I a� b� TO ISTINNA I b�

�� a� b LOVNA W DANNOJ INTERPRETACII TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA a W �TOJ INTERPRETACII
ISTINNA� A b LOVNA�

�� dOKAVITE� �TO FORMULA �x �P �x�� �P �x�� OB�EZNA�IMA�

�� iSPOLXZUQ QZYK ALGEBRY PREDIKATOW ZAPI�ITE W SIMWOLI�ESKOJ FORME�

�a� oPREDELENIE PREDELA POSLEDOWATELXNOSTI�

�b� oPREDELENIE PREDELA FUNKCII�

�c� oPREDELENIE PROSTOGO �ISLA�

�d� oPREDELENIE nod I nok DWUH �ISEL�

���



x �� rAWNOSILXNYE FORMULY ALGEBRY PREDIKATOW

rAWNOSILXNYE FORMULY�tEOREMA O PODSTANOWKAH W RAWNOSILXNYE FORMULY ALGEBRY WYSKAZY�
WANIJ� nEZAWISIMOSTX FORMUL OT SWQZANNYH PEREMENNYH� wYNESENIE OTRICANIQ ZA KWANTORY�
wYNESENIE KWANTOROW ZA OPERACII KON��NKCII I DIZ��NKCII� pERESTANOWKA KWANTOROW�

	��� rAWNOSILXNYE FORMULY ALGEBRY PREDIKATOW� pUSTX a I b � NEKOTORYE FOR	
MULY� AM � MNOVESTWO� DOPUSTIMOE DLQ �TIH FORMUL� sOWMESTNOJ INTERPRETACIEJ FORMUL a
I b NA MNOVESTWE M NAZYWAETSQ WSQKAQ PARA ha�� b�i INTERPRETACIJ DLQ a I b� PRI KOTORYH
PEREMENNYE PREDIKATY� WHODQ�IE W a I b ODNOWREMENNO� ODINAKOWO INTERPRETIRU�TSQ NA M�

nAPOMNIM� �TO INTERPRETACII a� I b� QWLQ�TSQ PREDIKATAMI NA M I POTOMU IMEET SMYSL
GOWORITX OB OB�IH LOGI�ESKIH WOZMOVNOSTQH DLQ a� I b� NA M�

oPREDELENIE �� dWE FORMULY a I b NAZYWA�TSQ RAWNOSILXNYMI NA MNOVESTWE M TOGDA I

TOLXKO TOGDA� KOGDA M QWLQETSQ DOPUSTIMYM DLQ a I b I W L�BOJ SOWMESTNOJ INTERPRE�
TACII a�� b� PREDIKATY a� I b� PRINIMA�T ODINAKOWYE ZNA�ENIQ ISTINNOSTI WO WSEH OB�IH

LOGI�ESKIH WOZMOVNOSTQH DLQ a� I b� NA M LIBO KOGDA M NE QWLQETSQ DOPUSTIMYM NI DLQ a�

NI DLQ b� oBOZNA�AETSQ� a
M� b�

iZ OPREDELENIQ NEPOSREDSTWENNO SLEDUET� �TO ESLI MNOVESTWO M QWLQETSQ DOPUSTIMYM DLQ
ODNOJ IZ FORMUL a I b I NE QWLQETSQ DOPUSTIMYM DLQ DRUGOJ� TO a I b NA M NERAWNOSILXNY�

oPREDELENIE �� dWE FORMULY a I b NAZYWA�TSQ RAWNOSILXNYMI� ESLI ONI RAWNOSILXNY NA

L�BOM MNOVESTWE�

sLEDU��AQ NIVE TEOREMA SWQZYWAET PONQTIQ RAWNOSILXNOSTI I OB�EZNA�IMOSTI�

tEOREMA �� pUSTX DLQ FORMUL a I b L�BOE MNOVESTWO QWLQETSQ DOPUSTIMYM� tOGDA�

a � b� a � b � OB�EZNA�IMA�

dOKAZATELXSTWO� pUSTXM � PROIZWOLXNOE MNOVESTWO� a� � b� � PROIZWOLXNAQ INTERPRETACIQ
FORMULY a � b NA M� �TA INTERPRETACIQ� O�EWIDNO� BUDET SOWMESTNOJ INTERPRETACIEJ a�� b�

FORMUL a I b NAM� zAFIKSIRUEM PROIZWOLXNU� LOGI�ESKU� WOZMOVNOSTX DLQ a� � b�� oNA BUDET
OB�EJ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTX� DLQ a�� b�� o�EWIDNO� �TO W �TOJ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI a�

I b� PRINIMA�T ODINAKOWYE ZNA�ENIQ TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA a� � b� PRINIMAET ZNA�E	
NIE� RAWNOE �� w SILU PROIZWOLXNOSTI WYBRANNOGO MNOVESTWA M� INTERPRETACII I LOGI�ESKOJ
WOZMOVNOSTI POLU�AEM NUVNOE� �

	��� tEOREMA O PODSTANOWKAH W RAWNOSILXNYE FORMULY ALGEBRY WYSKAZYWANIJ�

tEOREMA �� eSLI W RAWNOSILXNYE FORMULY ALGEBRY WYSKAZYWANIJ PODSTAWITX WMESTO WYSKA�
ZYWATELXNYH PEREMENNYH FORMULY ALGEBRY PREDIKATOW� DLQ KOTORYH L�BOE MNOVESTWO DOPUS�
TIMO� TO POLU�ENNYE FORMULY ALGEBRY PREDIKATOW BUDUT TAKVE RAWNOSILXNY�

dOKAZATELXSTWO�
pUSTX a�A�� � � � � An� � b�B�� � � � � Bm�� GDE A�� � � � � An I B�� � � � � Bm � WYSKAZYWATELXNYE PERE	

MENNYE� a�� � � � � an I b�� � � � � bm � FORMULY ALGEBRY PREDIKATOW� DLQ KOTORYH L�BOE MNOVESTWO
DOPUSTIMO� M � PROIZWOLXNO FIKSIROWANNOE MNOVESTWO I a� � a�a�� � � � � an�� b� � b�b�� � � � � bm��

nEOBHODIMO POKAZATX� �TO a�
M� b��

zAFIKSIRUEM SOWMESTNU� INTERPRETACI� a��� b
�
� DLQ FORMUL a�� b� NA MNOVESTWEM� pRI �TOM

a�� � � � � an� b�� � � � � bm TAKVE POLU�AT NEKOTORU� INTERPRETACI� a��� � � � � a
�
n� b��� � � � � b

�
m NA MNOVES	

TWEM� PRI�EM a�� � a�a��� � � � � a
�
n�� b�� � b�b��� � � � � b

�
m��

zAFIKSIRUEM DLQ PREDIKATOW a�� I b
�
� NEKOTORU� OB�U� LOGI�ESKU� WOZMOVNOSTX NAM� tOGDA

W �TOJ LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI KAVDYJ IZ PREDIKATOW a��� � � � � a
�
n� b��� � � � � b

�
m POLU�IT SOOTWET	

STWENNO ZNA�ENIE ��� � � � � �n� ��� � � � � �m � f�� �g� nO a���� � � � � �n� RAWNO ZNA�ENI� a�A�� � � � � An� W
LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI ���� � � � � �n�� A b���� � � � � �m� RAWNO ZNA�ENI� b�B�� � � � � Bm� W LOGI�ESKOJ

���



gLAWA VI� aLGEBRA PRELIKATOW

WOZMOVNOSTI ���� � � � � �m�� a TAK KAK ���� � � � � �n� ��� � � � � �m� QWLQETSQ OB�EJ LOGI�ESKOJ WOZMOV	
NOSTX� DLQ FORMUL a�A�� � � � � An� I b�B�� � � � � Bm�� TO ZNA�ENIQ a�A�� � � � � An� I b�B�� � � � � Bm�
SOWPADA�T� oTS�DA SLEDUET SOWPADENIE ZNA�ENIJ a�� I b

�
� W WYBRANNOJ DLQ NIH OB�EJ LOGI�ESKOJ

WOZMOVNOSTI� w SILU PROIZWOLXNOSTI LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI� INTERPRETACII I MNOVESTWA M
POLU�AEM� �TO a� � b�� �

	�	� nEZAWISIMOSTX FORMUL OT SWQZANNYH PEREMENNYH�

tEOREMA �� pUSTX x � NEKOTORAQ SWOBODNAQ PREDMETNAQ PEREMENNAQ W FORMULE a � a�x�� A
BUKWA y NE WHODIT W ZAPISX FORMULY a� tOGDA

�x a�x� � �y a�y��
�x a�x� � �y a�y��

dOKAZATELXSTWO NEPOSREDSTWENNO SLEDUET IZ OPREDELENIQ KWANTORNYH OPERACIJ�

	��� wYNESENIE OTRICANIQ ZA KWANTORY�

tEOREMA �� pUSTX x � NEKOTORAQ SWOBODNAQ PREDMETNAQ PEREMENNAQ W FORMULE a � a�x��
tOGDA

��x a�x� � �x�a�x��

��x a�x� � �x�a�x��

dOKAZATELXSTWO� pUSTX M � PROIZWOLXNO FIKSIROWANNOE MNOVESTWO� DOPUSTIMOE DLQ RAS	
SMATRIWAEMYH FORMUL� zAFIKSIRUEM NEKOTORU� SOWMESTNU� INTERPRETACI� �TIH FORMUL NAM
I NEKOTORU� LOGI�ESKU� WOZMOVNOSTX W �TOJ INTERPRETACII� tOGDA W �TOJ LOGI�ESKOJ WOZMOV	
NOSTI IMEEM� ��x a��x� � � � �x a��x� � �� � NE DLQ L�BOGO a �M� a��a� � � � SU�ESTWUET
b � M� a��b� � � � SU�ESTWUET b � M� �a��b� � � � �x�a��x� � �� w SILU PROIZWOLXNOSTI
MNOVESTWAM� INTERPRETACII I LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI POLU�AEM� �TO ��x a�x� � �x�a�x��

wTORAQ FORMULA DOKAZYWAETSQ ANALOGI�NO� �

	��� wYNESENIE KWANTOROW ZA OPERACII KON��NKCII I DIZ��NKCII�

tEOREMA �� pUSTX a�x� I b�x� � NEKOTORYE FORMULY� x � SWOBODNAQ PREDMETNAQ PEREMENNAQ

W NIH� d � FORMULA� NE SODERVA�AQ WHOVDENIJ BUKWY x� tOGDA ISTINNY SLEDU��IE RAWNOSILX�
NOSTI�

�x �a�x� � b�x�� � �x a�x� � �x b�x�� ���

�x �a�x� � d� � �x a�x� � d� ���

�x �a�x� � b�x�� � �x a�x� � �x b�x�� ���

�x �a�x� � d� � �x a�x� � d� ���

dOKAZATELXSTWO� zAFIKSIRUEM PROIZWOLXNOE DOPUSTIMOE MNOVESTWO M I SOWMESTNU� INTER	
PRETACI� FORMUL� SOSTAWLQ��IH RAWNOSILXNOSTX� dALEE� ZAFIKSIRUEM OB�U� LOGI�ESKU� WOZ	
MOVNOSTX W �TOJ INTERPRETACII� tOGDA IMEEM�

��� �x�a��x� � b��x�� � � � DLQ L�BOGO �LEMENTA a �M� a��a� � b��a� � � � DLQ L�BOGO
�LEMENTA a �M� a��a� � � I DLQ L�BOGO �LEMENTA a �M� b��a� � � � �x a��x� � � I �x b��x� � �
� �x a��x� � �x b��x� � ��

w SILU PROIZWOLXNOSTI M� INTERPRETACII I LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI ZAKL��AEM� �TO FOR	
MULA ��� DOKAZANA�

��� �x �a��x� � d�� � � � SU�ESTWUET �LEMENT a �M� a��a� � d� � � � SU�ESTWUET a �M

TAKOJ� �TO a��a� � � I d� � � � �x a��x� � d� � ��
w SILU PROIZWOLXNOSTI M� INTERPRETACII I LOGI�ESKOJ WOZMOVNOSTI ZAKL��AEM� �TO FOR	

MULA ��� DOKAZANA�
���� ��� DOKAZYWAETSQ ANALOGI�NO� �

���



x �� rAWNOSILXNYE FORMULY ALGEBRY PREDIKATOW

	��� pERESTANOWKA KWANTOROW�

tEOREMA �� dLQ L�BOJ FORMULY a SPRAWEDLIWY UTWERVDENIQ�

�a� �x �y a � �y �x a�
�b� �x �y a � �y �x a�

dOKAZATELXSTWO NEPOSREDSTWENNO SLEDUET IZ OPREDELENIQ KWANTORNYH OPERACIJ�
tAKIM OBRAZOM IZ TEOREMY SLEDUET� �TO ODNOTIPNYE KWANTORY PERESTANOWO�NY� sLEDU��IJ

NIVE PRIMER POKAZYWAET� �TO RAZNOTIPNYE KWANTORY NEPERESTANOWO�NY�

pRIMER �� rASSMOTRIM DWE FORMULY �x �y P �x� y� I �y �xP �x� y� NA N � pROINTERPRETIRUEM
PEREMENNYJ PREDIKAT P �x� y� NA N TAK� P �x� y� � �x � y�� tOGDA ISHODNYE FORMULY W TAKOJ IN	
TERPRETACII OBRATQTSQ W WYSKAZYWANIQ �x �y �x � y� I �y �x �x � y�� IZ KOTORYH PERWOE ISTINNO�
A WTOROE � LOVNO� �TO OZNA�AET� �TO NA N FORMULY �x �y P �x� y� I �x �y P �x� y� NERAWNOSILXNY�
SLEDOWATELXNO �TI FORMULY NERAWNOSILXNY�

	��� nOWYE TERMINY� sOWMESTNAQ INTERPRETACIQ DWUH FORMUL�fORMULY� RAWNOSILXNYE
NA MNOVESTWE� rAWNOSILXNYE FORMULY�

	��� kONTROLXNYE WOPROSY�

�� pRIWEDITE PRIMERY FORMUL� RAWNOSILXNYH NA ODNOM MNOVESTWE I NERAWNOSILXNYH NA DRU	
GOM�

�� sPRAWEDLIWY LI ZAKONY DE mORGANA DLQ FORMUL ALGEBRY PREDIKATOW� pO�EMU�

uKAZANIE� iSPOLXZUJTE TEOREMU ������

�� rAWNOSILXNY LI FORMULY�

�a� �x �y a�x� y� I �z �y a�z� y��
�b� �x �y a�x� y� I �z �y a�y� z��
�c� �x �y a�x� y� I �y �x a�x� y��
�d� �x �y a�x� y� I �y �x a�y� x��

	�
� uPRAVNENIQ�

�� dOKAVITE� �TO ESLI W TEOREME ����� OTBROSITX USLOWIE DOPUSTIMOSTI L�BOGO MNOVESTWA DLQ
FORMUL a I b� TO�

�a� IZ OB�EZNA�IMOSTI FORMULY a � b SLEDUET RAWNOSILXNOSTX a � b�

�b� IZ RAWNOSILXNOSTI a � b NE SLEDUET OB�EZNA�IMOSTX FORMULY a � b�

�� pOLXZUQSX TEOREMOJ ������ DOKAVITE W ALGEBRE PREDIKATOW ISTINNOSTX SLEDU��IH RAWNO	
SILXNOSTEJ�

�a� a � b � �a� b� � �b� a� � PRAWILO ISKL��ENIQ �KWIWALENCII�

�b� a� b � �a � b � PRAWILO ISKL��ENIQ IMPLIKACII�

�c� a � b � ���a � �b� � PRAWILO ISKL��ENIQ DIZ��NKCII�

�� pOLXZUQSX IZWESTNYMI SWOJSTWAMI RAWNOSILXNYH FORMUL� DOKAZATX ISTINNOSTX SLEDU��IH
RAWNOSILXNOSTEJ DLQ FORMUL a� b I d� GDE d NE SODERVIT SWOBODNYH WHOVDENIJ BUKWY x�

�a� �x �a�x� � d� � �x a�x� � d�

�b� �x �a�x� � d� � �x a�x� � d�

�c� �x �d� a�x�� � d� �x a�x��

�d� �x �d� a�x�� � d� �x a�x��

���



gLAWA VI� aLGEBRA PRELIKATOW

w KA�ESTWE OBRAZCA PRIWEDEM PRIMER RE�ENIQ PUNKTA �a��

�x �a�x� � d�
uPR� ��b�� �x ��a�x� � d� TEOR� ������

TEOR� ������ �x�a�x� � d TEOR� ������ ��x a�x� � d uPR� ��b�� �x a�x� � d�

�� pUSTX a�x� � NEKOTORAQ FORMULA ALGEBRY PREDIKATOW� x� SWOBODNAQ PREDMETNAQ PEREMEN	
NAQ W a�x�� tOGDA ISTINNY SLEDU��IE RAWNOSILXNOSTI�

�a� �x a�x� � ��x�a�x��

�b� �x a�x� � ��x�a�x��

�c� �x a�x� � a�y� � �x �a�x� � a�y���

�d� a�y� � �x a�x� � �x �a�y� � a�x���

���



x �� pREDWARENNAQ NORMALXNAQ FORMA

pRIWEDENNAQ FORMA DLQ FORMUL ALGEBRY PREDIKATOW� pREDWARENNAQ NORMALXNAQ FORMA�

cELX DANNOGO PARAGRAFA � DOKAZATX� �TO WSQKU� FORMULU ALGEBRY PREDIKATOW MOVNO PRI	
WESTI K TAKOMU WIDU� W KOTOROM ONA WOSPRINIMAETSQ �S TO�KI ZRENIQ EE SODERVATELXNOGO SMYSLA�
GORAZDO LEG�E�

���� pRIWEDENNAQ FORMA DLQ FORMUL ALGEBRY PREDIKATOW�

oPREDELENIE �� fORMULA a NAZYWAETSQ PRIWEDENNOJ FORMOJ� ESLI a NE SODERVIT OPERACIJ

IMPLIKACII I �KWIWALENCII I ZNAKI OTRICANIQ OTNOSQTSQ LI�X K �LEMENTARNYM FORMULAM�

pRIMER �� fORMULY ��xP �x� y� ��Q�z�� � A� ��B � �P �x��� ��xQ�y� NE QWLQ�TSQ PRIWEDEN	
NYMI FORMAMI� A FORMULY ��x�P �x� y� � Q�z���A� �S�P �x�� �x�Q�x� QWLQ�TSQ PRIWEDENNYMI
FORMAMI�

tEOREMA �� wSQKAQ FORMULA ALGEBRY PREDIKATOW RAWNOSILXNA NEKOTOROJ PRIWEDENNOJ FORME�

dOKAZATELXSTWO� pUSTX a � PROIZWOLXNAQ FORMULA ALGEBRY PREDIKATOW� w SILU UPR� � PRE	
DYDU�EGO PARAGRAFA WSQKAQ FORMULA RAWNOSILXNA TAKOJ FORMULE� W KOTOROJ NET OPERACIJ �
I ��

pROWEDEM DOKAZATELXSTWO INDUKCIEJ PO KOLI�ESTWU n OPERACIJ �SWQZOK� W FORMULE a�
eSLI n � �� TO ESTX a NE SODERVIT SWQZOK� TO a ESTX �LEMENTARNAQ FORMULA I� SLEDOWATELXNO�

a QWLQETSQ PRIWEDENNOJ FORMOJ�
pUSTX n � � I DLQ WSQKOGO k� � � k � n� FORMULY� SODERVA�IE k LOGI�ESKIH OPERACIJ�

RAWNOSILXNY PRIWEDENNOJ FORME� pO OPREDELENI� FORMULA a IMEET ODIN IZ SLEDU��IH WIDOW�

�� a � �b�
�� a � b � d�

�� a � b � d�
�� a � �x b�
�� a � �x b�

pRI�EM� FORMULY b I d PO INDUKTIWNOMU PREDPOLOVENI� RAWNOSILXNY PRIWEDENNYM FORMAM�

b � b�

d � d�

tOGDA�
�� a � b� � d� � PRIWEDENNAQ FORMA�
�� a � b� � d� � PRIWEDENNAQ FORMA�
�� a � �x b� � PRIWEDENNAQ FORMA�
�� a � �x b� � PRIWEDENNAQ FORMA�

tAKIM OBRAZOM OSTALOSX RASSMOTRETX SLU�AJ ���
�� a � �b�� GDE b� � PRIWEDENNAQ FORMA� sTROGO GOWORQ� �TOT SLU�AJ SLEDUET DOKAZYWATX

INDUKCIEJ PO KOLI�ESTWU LOGI�ESKIH SWQZOK W b�� oDNAKO MY OGRANI�IMSQ LI�X APELLQCIEJ K
PONIMANI� TOGO� PO�EMU �TO TAK�

b� � PRIWEDENNAQ FORMA� pOLXZUQSX ZAKONAMI DE mORGANA I TEOREMOJ ����� OTRICANIE W FOR	
MULE �b� POSLEDOWATELXNO MOVNO OTNESTI K �LEMENTARNYM FORMULAM� SOSTAWLQ��IM FORMULU b��
tAKIM OBRAZOM� TEOREMU MOVNO S�ITATX DOKAZANNOJ� �

���� pREDWARENNAQ NORMALXNAQ FORMA�

oPREDELENIE �� fORMULA a NAZYWAETSQ PREDWARENNOJ NORMALXNOJ FORMOJ� ESLI a IMEET WID�

a � Q�x�Q�x� � � �Qnxn b�

GDE Q�� � � � � Qn � f�� �g� A FORMULA b QWLQETSQ PRIWEDENNOJ FORMOJ� NE SODERVA�EJ KWANTOROW�

���
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pRIMER �� fORMULY� �xP �x�� �x �y �z ��P �x� y� � Q�z��� �x �y ��P �x� y� � Q�z�� � �P �x� y�� �
PREDWARENNYE NORMALXNYE FORMY� A FORMULY� ��xP �x�� �x �y �z ��P �x� y��A�� �x �y ��z P �z��
��Q�x� y�� NE QWLQ�TSQ PREDWARENNYMI NORMALXNYMI FORMAMI� pOQSNITE� PO�EMU�

tEOREMA �� wSQKAQ FORMULA a ALGEBRY PREDIKATOW RAWNOSILXNA NEKOTOROJ PREDWARENNOJ NOR�
MALXNOJ FORME�

dOKAZATELXSTWO� kAK I W PREDYDU�EJ TEOREME MOVNO S�ITATX� �TO a NE SODERVIT OPERACIJ �
I ��

tAK KAK WSQKAQ FORMULA RAWNOSILXNA PRIWEDENNOJ FORME� SM� TEOREMA ������ TO DOSTATO�NO
POKAZATX� �TO FORMULA a RAWNOSILXNA FORMULE

Q�x�Q�x� � � �Qnxn b� ���

GDE b � BESKWANTORNAQ FORMULA�
iNDUKCIQ PO KOLI�ESTWU n LOGI�ESKIH OPERACIJ W FORMULE a�
eSLI n � �� TO a QWLQETSQ �LEMENTARNOJ FORMULOJ I� SLEDOWATELXNO� a ESTX PREDWARENNAQ

NORMALXNAQ FORMA�
pUSTX TEPERX n � � I DLQ WSQKOGO k� � � k � N FORMULY S KOLI�ESTWOM LOGI�ESKIH OPERACIJ k

RAWNOSILXNY FORMULE WIDA ����
pO OPREDELENI� FORMULY� a IMEET WID�

�� a � �b�
�� a � b � d�

�� a � b � d�
�� a � �x b�
�� a � �x b�

pRI�EM MOVNO S�ITATX� �TO FORMULY b I d IME�T WID ���� pUSTX�

b � Q�x�Q�x� � � �Qnxn b��

d � R�y�R�y� � � �Rmym d��

GDE b� I d� � BEZKWANTORNYE FORMULY� Q�� � � � � Qn� R�� � � � � Rm � f�� �g�
nA OSNOWANII TEOREMY ����� MOVNO S�ITATX� �TO BUKWY x�� � � � � xn NE WHODQT W ZAPISX FORMU	

LY d� A BUKWY y�� � � � � ym NE WHODQT W ZAPISX FORMULY b�
�� a � �b� pOLXZUEMSQ TEOREMOJ ������

a � �b � �Q�x�Q�x� � � �Qnxn b� � Q��x� ��Q�x� � � �Qnxn b�� � � � � � Q��x� � � �Q�nxn�b�
� IMEET WID ���� zDESX

Q�i �

� �� ESLI Qi � ��
�� ESLI Qi � ��

�� a � b � d� wOSPOLXZUEMSQ TEOREMOJ ����� P� ���� ����

a � b � d � Q�x�Q�x� � � �Qnxn b� � R�y�R�y� � � �Rmym d� �
� Q�x� �Q�x� � � �Qnxn b� � R�y�R�y� � � �Rmym d�� � � � �
� � �� Q�x� � � �Qnxn �b� � R�y�R�y� � � �Rmym d�� �
� Q�x� � � �QnxnR�y� �b� � R�y� � � �Rmym d�� � � � �
� � �� Q�x� � � �QnxnR�y� � � �Rmym �b� � d��

� IMEET WID ����
�� a � b � d� wOSPOLXZOWAW�ISX TEOREMOJ ����� P� ���� ��� I PROWODQ RAWNOSILXNYE PREOBRAZO	

WANIQ� PODOBNYE PREOBRAZOWANIQM PREDYDU�EGO PUNKTA� POLU�IM NUVNOE�
�� a � �x b � �xQ�x� � � �Qnxn b� � IMEET WID ����
�� tO�NO TAKVE� KAK I W ��� �

���



x 	� pREDWARENNAQ NORMALXNAQ FORMA

pRIMER �� pRIWESTI K PREDWARENNOJ NORMALXNOJ FORME FORMULU

���x �y P �x� y� � �xQ�x��

rE�ENIE�

���x �y P �x� y� � �Q�x�� � ����x �y P �x� y� � �xQ�x�� �
� ���x �y P �x� y� � ��xQ�x� � �x �y P �x� y� � ��xQ�x�� �
� �x �y P �x� y� � �x�Q�x�� � �x �y P �x� y� � �z �Q�z�� �
� �x �y �P �x� y� � �z �Q�z�� � �x �y �z �P �x� y� � �Q�z���

��	� nOWYE TERMINY� pRIWEDENNAQ FORMA� pREDWARENNAQ NORMALXNAQ FORMA�

���� kONTROLXNYE WOPROSY�

�� kAKIE IZ FORMUL QWLQ�TSQ PRIWEDENNYMI FORMAMI�

�a� �P �x� � �xQ�x� y�� �A�

�b� �xP �x� � ��A �B��

�c� �x ��S�x� y� � �y Q�x� y���

�d� �x ��S�x� y� � ��y Q�x� y���

�� kAKIE IZ FORMUL PREDYDU�EGO PRIMERA QWLQ�TSQ PREDWARENNYMI NORMALXNYMI FORMAMI�

�� kAKIE IZ FORMUL QWLQ�TSQ PREDWARENNYMI NORMALXNYMI FORMAMI�

�a� �x �y �z �P �x� y� z� � �x �Qx� y���

�b� �x �y �z �t �P �x� y� z�� �x �Qx� t���

�c� �x �y �z ��P �x� y� z� � ��x �Qx� y���

���� uPRAVNENIQ�

�� pRIWESTI K PREDWARENNOJ NORMALXNOJ FORME FORMULY WOPROSA � P� VI�����

�� pRIWESTI K PREDWARENNOJ NORMALXNOJ FORME FORMULY WOPROSA � P� VI�����

�� pROWEDITE PODROBNYE RASSUVDENIQ W DOKAZATELXSTWE �ASTI �� TEOREMY ������

�� pRIWESTI K PREDWARENNOJ NORMALXNOJ FORME�

�a� �x �P �x� � Q�x� y�� � ��y P �y� � �z Q�x� y� z���

�b� �xP �x� y� � �Q�x� � ��y P �x� z���

���



x �� tEORII PERWOGO PORQDKA

tERMY I FORMULY TEORIJ PERWOGO PORQDKA� tEORII ��GO PORQDKA� aKSIOMY I PRAWILA WYWODA

TEORIJ ��GO PORQDKA� mODELI� nEPROTIWORE�IWOSTX� POLNOTA I NERAZRE�IMOSTX IS�ISLENIJ
PREDIKATOW PERWOGO PORQDKA� fORMALXNAQ ARIFMETIKA� tEOREMA g�EDELQ O NEPOLNOTE FOR�
MALXNOJ ARIFMETIKI�

w �TOM PARAGRAFE RASSMATRIWA�TSQ FORMALXNYE TEORII PERWOGO PORQDKA� KOTORYE� KAK I
IS�ISLENIE WYSKAZYWANIJ� SLUVAT PRIMERAMI FORMALXNYH AKSIOMATI�ESKIH TEORIJ� rASSMOT	
RENNAQ W PREDYDU�IH PARAGRAFAH ALGEBRA PREDIKATOW TAKVE FORMALIZUETSQ W WIDE TEORII �	GO
PORQDKA� KOTORAQ NAZYWAETSQ IS�ISLENIEM PREDIKATOW� s DRUGOJ STORONY� KAVDAQ IZ TEORIJ �	GO
PORQDKA QWLQETSQ RAS�IRENIEM FORMALIZOWANNOGO IS�ISLENIQ PREDIKATOW�

���� tERMY I FORMULY TEORIJ PERWOGO PORQDKA� aLFAWIT PROIZWOLXNOJ TEORII PER	
WOGO PORQDKA SOSTOIT IZ SLEDU��IH SIMWOLOW�

�� fx�� x�� � � �g �TI BUKWY OBOZNA�A�T PREDMETNYE PEREMENNYE TEORII�

�� fa�� a�� � � �g �TI BUKWY OBOZNA�A�T PREDMETNYE POSTOQNNYE �KONSTANTY� TEORII�

�� Pn
i � PREDIKATNYE PEREMENNYE�

�� fni � FUNKCIONALXNYE PEREMENNYE�

�� �� �� � � LOGI�ESKIE SIMWOLY�

�� �� �� $�$ � WSPOMOGATELXNYE SIMWOLY�

w TEORII �	GO PORQDKA SIMWOLOW� OBOZNA�A��IH PREDMETNYE POSTOQNNYE MOVET BYTX KONE�	
NOE I DAVE PUSTOE MNOVESTWO� pREDIKATNYH PEREMENNYH MOVET BYTX KONE�NOE� NO NE PUSTOE
MNOVESTWO� mNOVESTWO FUNKCIONALXNYH PEREMENNYH MOVET BYTX I PUSTYM�

oPREDELIM TERM TEORII �	GO PORQDKA SLEDU��IM OBRAZOM�

oPREDELENIE ��

�� kAVDAQ PREDMETNAQ PEREMENNAQ I KAVDAQ PREDMETNAQ POSTOQNNAQ QWLQ�TSQ TERMOM

��LEMENTARNYM��

�� eSLI t�� t�� � � � � tn QWLQ�TSQ TERMAMI� TO fni �t�� t�� � � � � tn� TAKVE QWLQETSQ TERMOM� GDE
fni � FUNKCIONALXNYJ SIMWOL TEORII� n � WERHNIJ INDEKS� UKAZYWA��IJ MESTNOSTX

�TOGO SIMWOLA� A NIVNIJ INDEKS i RAZDELQET RAZLI�NYE FUNKCIONALXNYE SIMWOLY�

	� dRUGIH TERMOW NET�

pRIMER �� pUSTX f�� I f�� � FUNKCIONALXNYE SIMWOLY NEKOTOROJ TEORII �	GO PORQDKA� TOG	
DA WYRAVENIQ f�� �x�� x��� f

�
� �x�� x��� f

�
� �x�� x��� f

�
� �f�� �a�� x��� f

�
� �x�� x��� QWLQ�TSQ TERMAMI PRI

USLOWII� �TO x�� x� � PREDMETNYE PEREMENNYE� A a� � PREDMETNAQ POSTOQNNAQ �TOJ TEORII�
�ASTO IZ SOOBRAVENIJ UDOBSTWA ISPOLXZU�T NE PREFIKSNU� ZAPISX� A INFIKSNU�� pRI �TOM

OBY�NO ZAMENQ�T FUNKCIONALXNYE SIMWOLY NA BOLEE PRIWY�NYE� nAPRIMER� ESLI SIMWOLU f��
POSTAWITX W SOOTWETSTWIE SIMWOL �� A SIMWOLU f�� � SIMWOL �� TO� ISPOLXZUQ INFIKSNU� ZAPISX�
TERMY �TOGO PRIMERA MOGUT BYTX ZAPISANY W WIDE x� � x�� x� � x�� x� � x�� �a� � x�� � �x� � x��
SOOTWETSTWENNO� w POSLEDNEM SLU�AE SKOBKI UKAZYWA�T PORQDOK WYPOLNENIQ OPERACIJ �DEJSTWIJ
FUNKCIONALXNYH SIMWOLOW��

oPREDELIM FORMULU TEORII �	GO PORQDKA SLEDU��IM OBRAZOM�

oPREDELENIE ��

�� eSLI Pn
i � PREDIKATNYJ SIMWOL TEORII� t�� � � � � tn � TERMY� TO WYRAVENIE Pn

i �t�� � � � � tn�
QWLQETSQ FORMULOJ ��LEMENTARNOJ��

��




x 
� tEORII PERWOGO PORQDKA

�� eSLI a I b � FORMULY TEORII ��GO PORQDKA� TO SLEDU��IE WYRAVENIQ �a� �a� b�� �xia
TAKVE QWLQ�TSQ FORMULAMI DANNOJ TEORII�

	� dRUGIH FORMUL NET�

zAMETIM� �TO PONQTIE O SWOBODNYH I SWQZANNYH PEREMENNYH� SOGLA�ENIQ O RASSTANOWKE SKOBOK
W FORMULAH TEORIJ �	GO PORQDKA PREDPOLAGA�TSQ TAKIMI VE KAK I W ALGEBRE PREDIKATOW� kROME
TOGO WIDNO� �TO FORMULY TEORIJ �	GO PORQDKA NE SODERVAT KWANTOR �� bEZ NEGO MOVNO OBOJTISX�
S�ITAQ �xia SOKRA�ENIEM ZAPISI FORMULY ��xi�a �TO�NO TAKVE W IS�ISLENII WYSKAZYWANIJ
OBHODQTSQ BEZ SIMWOLOW �� � I ���

���� tERM� SWOBODNYJ DLQ PEREMENNOJ W FORMULE�

oPREDELENIE �� tERM t NAZYWAETSQ SWOBODNYM DLQ PEREMENNOJ x W FORMULE a� ESLI NIKAKOE
SWOBODNOE WHOVDENIE x W a NE LEVIT W OBLASTI DEJSTWIQ KWANTOROW PO KAKOJ�LIBO PEREMENNOJ�
WHODQ�EJ W ZAPISX TERMA t�

pRIMER �� pUSTX a � �x��x�P �
� �x�� x�� x�� I t � f�� �x�� x�� x��� TOGDA TERM t NE QWLQETSQ SWOBOD	

NYM DLQ PEREMENNOJ x� W FORMULE a� TAK KAK SWOBODNOE WHOVDENIE x� W FORMULU a NAHODITSQ W
OBLASTI DEJSTWIQ� NAPRIMER� PEREMENNOJ x�� WHODQ�EJ W ZAPISX TERMA t� tERM t QWLQETSQ SWOBOD	
NYM DLQ PEREMENNYH x� I x�� TAK KAK ONI WOOB�E NE IME�T SWOBODNYH WHOVDENIJ W FORMULE a�

pRIMER �� pUSTX a � �x�P �
� �x�� x�� I t � f�� �x��� TOGDA TERM t QWLQETSQ SWOBODNYM DLQ PE	

REMENNOJ x� W FORMULE a� TAK KAK ONA NE IMEET SWOBODNYH WHOVDENIJ W FORMULE a� tERM t NE
QWLQETSQ SWOBODNYM DLQ PEREMENNOJ x�� TAK KAK SWOBODNOE WHOVDENIE x� W FORMULU a NAHODITSQ
W OBLASTI DEJSTWIQ KWANTORA PO PEREMENNOJ x�� WHODQ�EJ W ZAPISX TERMA t�

pRIMER 	� eSLI x NE IMEET SWOBODNYH WHOVDENIJ W a� TO L�BOJ TERM t QWLQETSQ SWOBODNYM
DLQ x W FORMULE a�

pRIMER �� wSQKIJ TERM� NE SODERVA�IJ PREDMETNYH PEREMENNYH �TO ESTX SODERVA�IJ TOLXKO
PREDMETNYE POSTOQNNYE�� SWOBODEN DLQ L�BOJ PEREMENNOJ W L�BOJ FORMULE�

pRIMER �� eSLI NIKAKAQ PEREMENNAQ TERMA t NE QWLQETSQ SWQZANNOJ W FORMULE a� TO t SWOBODEN
DLQ L�BOJ PEREMENNOJ W FORMULE a�

pRIMER �� tERM t � x SWOBODEN DLQ PEREMENNOJ x W L�BOJ FORMULE�

��	� aKSIOMY I PRAWILA WYWODA TEORIJ PERWOGO PORQDKA� w TEORIQH PERWOGO PORQD	
KA WSE AKSIOMY DELQTSQ NA LOGI�ESKIE I SOBSTWENNYE �ILI SPECIALXNYE�� tEORIQ PERWOGO PORQDKA�
NE SODERVA�AQ SOBSTWENNYH AKSIOM NAZYWAETSQ IS�ISLENIEM PREDIKATOW I FORMALIZUET ALGEBRU
PREDIKATOW� S SOOTWETSTWU��IM NABOROM PREDIKATNYH SIMWOLOW I PREDMETNYH POSTOQNNYH�

sHEMY LOGI�ESKIH AKSIOM W L�BOJ TEORII PERWOGO PORQDKA ODNI I TE VE�

lOGI�ESKIE AKSIOMY�dLQ L�BYH FORMUL a� b� c TEORII �	GO PORQDKA SLEDU��IE NIVE FORMULY
QWLQ�TSQ AKSIOMAMI�

A�� a� �b� a��

A�� �a� �b� c�� � ��a� b� � �a� c���

A�� ��b� �a� � ���b� a� � b��

A�� �xia�xi� � a�t�� GDE t ESTX TERM� SWOBODNYJ DLQ xi W FORMULE a�xi��

A�� �xi�a� b� � �a� �xib�� GDE FORMULA a NE SODERVIT SWOBODNYH WHOVDENIJ xi�

sOBSTWENNYE AKSIOMY ZAWISQT OT TEORII �	GO PORQDKA I MENQ�TSQ OT TEORII K TEORII�

pRAWILA WYWODA� l�BAQ TEORIQ �	GO PORQDKA SODERVIT DWA PRAWILA WYWODA� FORMULIRUEMYH
DLQ PROIZWOLXNYH FORMUL a I b �TOJ TEORII�

��



gLAWA VI� aLGEBRA PRELIKATOW

�� a� a� b � b � PRAWILO MP �Modus Ponens��

�� a � �xia � PRAWILO Gen �OBOB�ENIQ��

zAMETIM� �TO L�BAQ TEORIQ �	GO PORQDKA SODERVIT IS�ISLENIE WYSKAZYWANIJ W KA�ESTWE POD	
TEORII� pO�TOMU MNOGIE SWOJSTWA I UTWERVDENIQ WERNYE DLQ IS�ISLENIQ WYSKAZYWANIJ OSTA	
�TSQ PO FORME TAKIMI VE I W TEORIQH �	GO PORQDKA� oDNAKO� NEKOTORYE SWOJSTWA OKAZYWA�TSQ
NEWERNYMI ILI TREBU�T UTO�NENIJ� nAPRIMER� TEOREMA DEDUKCII TAKVE IMEET MESTO W TEORIQH
�	GO PORQDKA� ODNAKO SO ZNA�ITELXNYMI DOPOLNITELXNYMI USLOWIQMI W FORMULIROWKE� IS�ISLE	
NIE WYSKAZYWANIJ NEPROTIWORE�IWO I TAKIMI VE QWLQ�TSQ IS�ISLENIQ PREDIKATOW �	GO PORQDKA
�SM� DALEE�� IS�ISLENIE WYSKAZYWANIJ ESTX RAZRE�IMAQ TEORIQ� A L�BAQ TEORIQ PERWOGO PORQDKA
NERAZRE�IMA �SM� DALEE� I T� D�

pRIMER �� nEPUSTOE MNOVESTWO S ZADANNOJ NA NEM BINARNOJ ASSOCIATIWNOJ OPERACIEJ NAZYWA	
ETSQ POLUGRUPPOJ� pOSTOIM TEORI� PERWOGO PORQDKA� FORMALIZU��U� TEORI� POLUGRUPP� iTAK�
FORMALXNAQ TEORIQ POLUGRUPP�

�� pREDMETNYH POSTOQNNYH NE SODERVIT�

�� sODERVIT ODNU PREDIKATNU� PEREMENNU� P �
� � KOTORAQ OBOZNA�AET PREDIKAT RAWENSTWA� dA	

LEE� W ZAPISI FORMUL �TOJ TEORII WMESTO P �
� �x�� x�� BUDEM PISATX x� � x��

�� sODERVIT ODIN FUNKCIONALXNYJ SIMWOL f�� � OBOZNA�A��IJ OPERACI� W POLUGRUPPE� dALEE�
WMESTO f�� �x�� x�� BUDEM ISPOLXZOWATX BOLEE PRIWY�NOE OBOZNA�ENIE x� � x��

sOBSTWENNYE AKSIOMY TEORII POLUGRUPP �SHEMY LOGI�ESKIH AKSIOM WO WSEH TEORIQH �	GO PO	
RQDKA ODINAKOWY��

�� �x��x� � x��� �TA AKSIOMA USTANAWLIWAET REFLEKSIWNOSTX RAWENSTWA�

�� �x��x��x� � x� � x� � x��� �TA AKSIOMA USTANAWLIWAET SIMMETRI�NOSTX RAWENSTWA�

�� �x��x��x�
�
x� � x� � �x� � x� � x� � x��

�
� �TA AKSIOMA USTANAWLIWAET TRANZITIWNOSTX

RAWENSTWA�

�� �x��x��x�
�
x� � x� � �x� � x� � x� � x� � x� � x� � x� � x��

�
� �TA AKSIOMA USTANAWLIWAET

SWOJSTWO PODSTANOWO�NOSTI RAWENSTWA� oTMETIM� �TO SIMWOL � TRAKTUETSQ TAK VE KAK W
IS�ISLENII WYSKAZYWANIJ�

�� �x��x��x�
�
x���x� �x�� � �x� �x���x�

�
� �TA AKSIOMA USTANAWLIWAET SWOJSTWO ASSOCIATIWNOSTI

OPERACII�

sOBSTWENNYE AKSIOMY ��� FORMALIZU�T INTUITIWNO PONQTNYE SWOJSTWA RAWENSTWA I WKL�	
�A�TSQ W L�BU� TEORI� �	GO PORQDKA� SODERVA�U� PREDIKAT RAWENSTWA�

eSLI W POLUGRUPPE WYPOLNQETSQ FORMULA �x��x��x� � x� � x� � x��� TO ONA NAZYWAETSQ KOMMU�
TATIWNOJ� dOBAWLQQ �TU FORMULU W KA�ESTWE SOBSTWENNOJ AKSIOMY� POLU�IM TEORI� KOMMUTA	
TIWNYH POLUGRUPP�

���� oBLASTI INTERPRETACII I MODELI�

oPREDELENIE �� pUSTX a � FORMULA NEKOTOROJ TEORII ��GO PORQDKA � �M � NEKOTOROE MNO�
VESTWO� eSLI DLQ KAVDOGO PREDIKATNOGO I FUNKCIONALXNOGO SIMWOLA NA M ZADANY SOOTWET�
STWU��IE KONKRETNYE PREDIKATY I OPERACII� A KAVDOJ PREDMETNOJ POSTOQNNOJ POSTAWLEN

W SOOTWETSTWIE NEKOTORYJ �LEMENT MNOVESTWA M � TO M OBRATITSQ W NEKOTORU� ALGEBRA�
I�ESKU� SISTEMU �MNOVESTWO S ZADANNYMI NA NEM OPERACIQMI I PREDIKATAMI�� �TA ALGEBRA�
I�ESKAQ SISTEMA NAZYWAETSQ OBLASTX� INTERPRETACII FORMULY a TEORII � �

oPREDELENIE �� mODELX� TEORII ��GO PORQDKA � NAZYWAETSQ WSQKAQ OBLASTX INTERPRETACII
W KOTOROJ ISTINNY WSE AKSIOMY �LOGI�ESKIE I SOBSTWENNYE� TEORII � �

���



x 
� tEORII PERWOGO PORQDKA

pOLXZUQSX OBY�NYMI PONQTIQMI WYPOLNIMOSTI I ISTINNOSTI� LEGKO POKAZATX� �TO DLQ PRO	
IZWOLXNYH FORMUL a I b TEORII �	GO PORQDKA �

�� eSLI NA DANNOJ OBLASTI INTERPRETACII ISTINNY FORMULY a I a� b� TO ISTINNA I FORMU	
LA b�

�� a ISTINNO NA DANNOJ OBLASTI INTERPRETACII TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA ISTINNO �xia�
�TO OZNA�AET� �TO WSQKAQ WYWODIMAQ W � FORMULA BUDET ISTINNOJ NA MODELI �TOJ TEORII�

oBY�NO PRI POSTROENII TEORII �	GO PORQDKA � � FORMALIZU��EJ NEKOTORU� SODERVATELXNU�
TEORI�� SOBSTWENNYE AKSIOMY WYBIRA�TSQ TAK� �TOBY MNOVESTWO LOGI�ESKIH SLEDSTWIJ WSEH
AKSIOM � SOWPADALO SO MNOVESTWOM WSEH WYWODIMYH W � FORMUL�

pRIMER �� wSQKAQ POLUGRUPPA QWLQETSQ MODELX� FORMALXNOJ TEORII POLUGRUPP� POSTROENNOJ
W PRIMERE ������

pRIMER �� mNOVESTWO WSEH TO�EK I PRQMYH PROIZWOLXNOJ PLOSKOSTI QWLQETSQ MODELX� GEOMET	
RII eWKLIDA �PLANIMETRII��

���� nEPROTIWORE�IWOSTX� POLNOTA I NERAZRE�IMOSTX IS�ISLENIJ PREDIKATOW

PERWOGO PORQDKA� nIVESLEDU��U� TEOREMU NAZYWA�T TEOREMOJ g�EDELQ O POLNOTE IS�ISLE	
NIQ PREDIKATOW�

tEOREMA �� wO WSQKOM IS�ISLENII PREDIKATOW ��GO PORQDKA TEOREMAMI QWLQ�TSQ TE I TOLXKO
TE FORMULY� KOTORYE LOGI�ESKI OB�EZNA�IMY�

dANNAQ TEOREMA PRIWODITSQ BEZ DOKAZATELXSTWA�

tEOREMA �� wSQKOE IS�ISLENIE PREDIKATOW ��GO PORQDKA NEPROTIWORE�IWO�

dOKAZATELXSTWO� oBOZNA�IM �EREZ h�a� FORMULU� KOTORAQ POLU�AETSQ IZ a UDALENIEM WSEH KWAN	
TOROW I TERMOW WMESTE S SOOTWETSTWU��IMI SKOBKAMI� ZAPQTYMI� PREDMETNYMI PEREMENNYMI I
PREDMETNYMI POSTOQNNYMI� tAKIM OBRAZOM� h�a� QWLQETSQ FORMULOJ ALGEBRY WYSKAZYWANIJ�

lEGKO WIDNO� �TO OPERATOR h� PRIMENENNYJ K LOGI�ESKIM AKSIOMAM PROIZWOLXNOGO IS�ISLENIQ
PREDIKATOW DAET TAWTOLOGII�tAKVE PROWERQETSQ� �TO ESLI h�a� I h�a� b� QWLQ�TSQ TAWTOLOGIQ	
MI� TO I h�b� TAKVE TAWTOLOGIQ�tAK KAK h�a� � h��xia�� TO ESLI h�a� � TAWTOLOGIQ� TO I h��xia�
TAKVE TAWTOLOGIQ�wSE �TO OZNA�AET� �TO ESLI a ESTX WYWODIMAQ W IS�ISLENII PREDIKATOW FORMU	
LA� TO h�a� � TAWTOLOGIQ� zNA�IT� ESLI BY W IS�ISLENII PREDIKATOW SU�ESTWOWALA BY FORMULA b
TAKAQ� �TO � b I � �b� TO h�b� I h��b� � �h�b� BYLI BY TAWTOLOGIQMI� �TO NEWOZMOVNO� �

tEOREMA 	� wSQKOE IS�ISLENIE PREDIKATOW PERWOGO PORQDKA QWLQETSQ NERAZRE�IMOJ TEORIEJ�

tEOREMA TAKVE PRIWODITSQ BEZ DOKAZATELXSTWA I IZ NEE SLEDUET� �TO TAK KAK KAVDAQ TEORIQ
�	GO PORQDKA SODERVIT NEKOTOROE IS�ISLENIE PREDIKATOW W KA�ESTWE PODTEORII� TO L�BAQ TEORIQ
�	GO PORQDKA NERAZRE�IMA� TO ESTX NE SU�ESTWUET ALGORITMA� KOTORYJ POZWOLQL BY DLQ KAVDOJ
FORMULY �TOJ TEORII OPREDELQTX QWLQETSQ �TA FORMULA WYWODIMOJ ILI NET�

���� fORMALXNAQ ARIFMETIKA� nARQDU S GEOMETRIEJ ARIFMETIKA NAIBOLEE NEPOSRED	
STWENNO INTUITIWNAQ OBLASTX MATEMATIKI� pO�TOMU WPOLNE ESTESTWENNO IMENNO S ARIFMETIKI
NA�ATX POPYTKU FORMALIZACII I STROGOGO OBOSNOWANIQ MATEMATIKI� pERWOE� POLUAKSIOMATI�ES	
KOE POSTROENIE ARIFMETIKI BYLO PREDLOVENO dEDEKINDOM I pEANO NEZAWISIMO� �TI AKSIOMY
IZWESTNY POD NAZWANIEM �SISTEMY AKSIOM pEANO��

aKSIOMY pEANO�

P�� � ESTX NATURALXNOE �ISLO�

P�� dLQ L�BOGO NATURALXNOGO �ISLA x SU�ESTWUET �ISLO x� NEPOSREDSTWENNO SLEDU��EE ZA x�

P�� dLQ L�BOGO NATURALXNOGO �ISLA x� � �� x��

���
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P�� eSLI DLQ NATURALXNYH �ISEL x I y WERNO x� � y�� TO x � y�

P�� eSLI Q ESTX SWOJSTWO� KOTORYM� BYTX MOVET� OBLADA�T ODNI I NE OBLADA�T DRUGIE NATU	
RALXNYE �ISLA� I ESLI

�� � OBLADAET SWOJSTWOM Q�

�� DLQ L�BOGO NATURALXNOGO �ISLA x� ESLI x OBLADAET SWOJSTWOM Q� TO I x� OBLADAET Q�

TO SWOJSTWOM Q OBLADA�T WSE NATURALXNYE �ISLA�

aKSIOMU P� NAZYWA�T PRINCIP INDUKCII� �TIH AKSIOM� WMESTE S NEKOTORYMI FRAGMENTOM
TEORII MNOVESTW DOSTATO�NO DLQ POSTROENIQ NE TOLXKO ARIFMETIKI NATURALXNYH �ISEL� NO I
TEORII RACIONALXNYH� WE�ESTWENNYH I KOMPLEKSNYH �ISEL �lANDAU� �����

oDNAKO� W �TIH AKSIOMAH SODERVATSQ INTUITIWNYE PONQTIQ TAKIE� NAPRIMER� KAK �SWOJSTWO��
kROME TOGO� OTSUTSTWU�T PRAWILA WYWODA� wSE �TO GOWORIT O TOM� �TO �TU SISTEMU NELXZQ S�ITATX
STROGOJ FORMALIZACIEJ�

w �TOM PUNKTE POSTROIM NEKOTORU� TEORI� �	GO PORQDKA S� OSNOWANNU� NA SISTEME AKSIOM
pEANO� KOTORAQ OKAVETSQ� PO WSEJ WIDIMOSTI� DOSTATO�NOJ DLQ WYWODA WSEH OSNOWNYH REZULX	
TATOW �LEMENTARNOJ ARIFMETIKI� tEORIQ S IMEET� ODIN PREDIKATNYJ SIMWOL P �

� � PREDIKAT
RAWENSTWA� KOTORYJ OPQTX BUDEM OBOZNA�ATX ZNAKOM � I ISPOLXZOWATX INFIKSNU� ZAPISX� ODNU
PREDMETNU� POSTOQNNU� a�� KOTORU� BUDEM OBOZNA�ATX SIMWOLOM �� TRI FUNKCIONALXNYH SIM	
WOLA � ODNOMESTNYJ f�� I DWA DWUMESTNYH f

�
� I f

�
� � KOTORYE BUDEM OBOZNA�ATX KAK t�� t� s I t � s�

GDE t I s � PROIZWOLXNYE TERMY TEORII S�

sOBSTWENNYE AKSIOMY TEORII S�

S�� x� � x� � �x� � x� � x� � x��

S�� x� � x� � x�� � x��

S�� � �� x��
S�� x�� � x�� � x� � x�

S�� x� � � � x�

S�� x� � x�� � �x� � x���

S�� x� � � � �

S
� x� � x�� � �x� � x�� � x�

S� a��� � ��x�a�x� � a�x��� � �xa�x�
�
� GDE a�x� � S

zAMETIM� �TO AKSIOMY S��S
 QWLQ�TSQ KONKRETNYMI FORMULAMI� A S PREDSTAWLQET SOBOJ SHE	
MU AKSIOM� PRI�EM S �PRINCIP MATEMATI�ESKOJ INDUKCII� NE SOOTWETSTWUET POLNOSTX� AKSIOME
P� SISTEMY pEANO� POSKOLXKU W P� INTUITIWNO PREDPOLAGAETSQ KONTINUUM SWOJSTW NATURALXNYH
�ISEL� A S MOVET IMETX DELO LI�X SO S�ETNYM MNOVESTWOM SWOJSTW� OPREDELQEMYH FORMULAMI
TEORII S�

aKSIOMY S� I S� SOOTWETSTWU�T AKSIOMAM P� I P� SISTEMY AKSIOM pEANO� aKSIOMY P� I P�
OBESPE�IWA�T SU�ESTWOWANIE NULQ I OPERACII �NEPOSREDSTWENNO SLEDU��IJ�� KOTORYM W TEO	
RII S SOOTWETSTWU�T PREDMETNAQ KONSTANTA a� I FUNKCIONALXNYJ SIMWOL f�� � aKSIOMY S� I S�
OBESPE�IWA�T NEOBHODIMYE SWOJSTWA RAWENSTWA� KOTORYE pEANO I dEDEKINDOM PREDPOLAGALISX
INTUITIWNO O�EWIDNYMI� aKSIOMY S��S
 PREDSTAWLQ�T SOBOJ REKURSIWNYE RAWENSTWA� SLUVA	
�IE OPREDELENIQMI OPERACIJ SLOVENIQ I UMNOVENIQ� nIKAKIH POSTULATOW� SOOTWETSTWU��IH
�TIM AKSIOMAM dEDEKIND I pEANO NE FORMULIROWALI� POTOMU �TO ONI DOPUSKALI ISPOLXZOWANIE
INTUITIWNOJ TEORII MNOVESTW� W RAMKAH KOTOROJ MOVNO WYWESTI SU�ESTWOWANIE OPERACIJ � I ��

s POMO�X� PRAWILA WYWODA MP I AKSIOMY S MOVNO� NAPRIMER� POLU�ITX PROIZWODNOE PRA	
WILO WYWODA TEORII S� a���� �x�a�x� � a�x��� � �xa�x�� KOTOROE NAZYWAETSQ PRAWILOM INDUKCII�

���



x 
� tEORII PERWOGO PORQDKA

���� pRIMERY WYWODOW W FORMALXNOJ ARIFMETIKE S� pOKAVEM� �TO W L�BOJ TEORII
PERWOGO PORQDKA IMEET MESTO SLEDU��EE PRAWILO INDIWIDUALIZACII�

tEOREMA �� w L�BOJ TEORII ��GO PORQDKA ESLI TERM t SWOBODEN DLQ PEREMENNOJ x W FORMU�
LE a�x�� TO �xa�x� � a�t��

dOKAZATELXSTWO� rASSMOTRIM POSLEDOWATELXNOSTX FORMUL�

�� �xa�x� � GIPOTEZA�

�� �xa�x� � a�t� � AKSIOMA A��

�� a�t� � MP ���

�TA POSLEDOWATELXNOSTX QWLQETSQ WYWODOM FORMULY a�t� IZ GIPOTEZY �xa�x�� �

tEOREMA �� w FORMALXNOJ ARIFMETIKE S FORMULA t � r � t� � r� QWLQETSQ WYWODIMOJ� GDE t
I r � PROIZWOLXNYE TERMY�

dOKAZATELXSTWO� pOSTROIM WYWOD �TOJ FORMULY�

�� x� � x� � x�� � x�� � AKSIOMA S��

�� �x��x� � x� � x�� � x��� � PRAWILO Gen K P� ��

�� �x��x��x� � x� � x�� � x��� � PRAWILO Gen K P� ��

�� �x��t � x� � t� � x��� � PRAWILO INDIWIDUALIZACII K P� ��

�� t � r� t� � r� � PRAWILO INDIWIDUALIZACII K P� ��
pOQSNITE SAMOSTOQTELXNO PRAWOMERNOSTX PRIMENENIQ W �TOM WYWODE PRAWILA INDIWIDUALIZA	

CII� �
�TA TEOREMA I ANALOGI�NYE EJ POKAZYWA�T PO�EMU AKSIOMY S��S
 FORMALXNOJ ARIFMETIKI

QWLQ�TSQ KONKRETNYMI FORMULAMI� A NE SHEMAMI AKSIOM�

���� tEOREMA g�EDELQ O NEPOLNOTE FORMALXNOJ ARIFMETIKI S� w SWQZI S OBNARU	
VENIEM NA RUBEVE XIX I XX WEKOW RAZLI�NYH PARADOKSOW W OSNOWANIQH MATEMATIKI BYLI PRED	
PRINQTY ZNA�ITELXNYE USILIQ PO IH USTRANENI� I DOKAZATELXSTWU NEPROTIWORE�IWOSTI KLASSI	
�ESKOJ MATEMATIKI� oDIN IZ PUTEJ W �TOM NAPRAWLENII RAZRABATYWALSQ NEMECKIM MATEMATIKOM
d� gILXBERTOM� oSNOWANNOE IM TE�ENIE W OBOSNOWANII MATEMATIKI POLU�ILO NAZWANIE FORMA�
LIZMA� bOLX�AQ ROLX W �TIH ISSLEDOWANIQH OTWODILASX FORMALXNOJ ARIFMETIKE� TAK KAK DOKA	
ZATELXSTWO NEPROTIWORE�IWOSTI ZNA�ITELXNOJ �ASTI KLASSI�ESKOJ MATEMATIKI MOVET BYTX SWE	
DENA K PROBLEME NEPROTIWORE�IWOSTI ARIFMETIKI NATURALXNYH �ISEL� pOSLE NEKOTORYH �ASTI�	
NYH USPEHOW GILXBERTOWSKOJ �KOLY W DOKAZATELXSTWE NEPROTIWORE�IWOSTI ARIFMETIKI NADEVDY
NA POLU�ENIE VELAEMOGO DOSTIVENIQ BYLI UNI�TOVENY REZULXTATOM� POLU�ENNYM W ��� GODU
k� g�EDELEM� oN UTWERVDAET NEWOZMOVNOSTX DOKAZATELXSTWA NEPROTIWORE�IWOSTI FORMALXNOJ TE	
ORII� WKL��A��EJ FORMALXNU� ARIFMETIKU� KONSTRUKTIWNYMI METODAMI� FORMALIZUEMYMI W
SAMOJ TEORII�

pRIWEDEM FORMULIROWKI SOOTWETSTWU��IH TEOREM�
fORMULA TEORII �	GO PORQDKA NAZYWAETSQ ZAMKNUTOJ� ESLI ONA NE SODERVIT SWOBODNYH PERE	

MENNYH�

oPREDELENIE �� eSLI ZAMKNUTAQ FORMULA a TEORII ��GO PORQDKA � OBLADAET SLEDU��IM SWOJ�
STWOM� a NEWYWODIMO W � I �a NEWYWODIMO W � � TO a NAZYWAETSQ NERAZRE�IMYM PREDLOVENIEM

TEORII � �

sLEDU��U� TEOREMU DOKAZAL k� g�EDELX W ��� G�

tEOREMA �� eSLI FORMALXNAQ ARIFMETIKA S NEPROTIWORE�IWA� TO W NEJ SU�ESTWUET PO KRAJ�
NEJ MERE ODNO NERAZRE�IMOJ PREDLOVENIE�

wOZNIKAET IDEQ� ESLI NELXZQ WYWESTI NI �TO PREDLOVENIE� NI EGO OTRICANIE� TO� MOVET BYTX�
DOBAWIW EGO K AKSIOMAM� POLU�IM TEORI�� NE SODERVA�U� NERAZRE�IMYH PREDLOVENIJ� oDNAKO�
�TO TOVE NI�EGO NE DAST� �TO SLEDUET IZ NIVESLEDU��EJ TEOREMY� TAKVE DOKAZANNOJ g�EDELEM�
DLQ FORMULIROWKI KOTOROJ DADIM SNA�ALA SLEDU��EE

���



gLAWA VI� aLGEBRA PRELIKATOW

oPREDELENIE �� fORMALXNAQ AKSIOMATI�ESKAQ TEORIQ NAZYWAETSQ �FFEKTIWNO AKSIOMATI�
ZIRUEMOJ� ESLI SU�ESTWUET ALGORITM� POZWOLQ��IJ DLQ KAVDOJ FORMULY �TOJ TEORII OPRE�
DELQTX� QWLQETSQ LI ONA EE AKSIOMOJ�

tEOREMA �� tEOREMA g�EDELQ SPRAWEDLIWA DLQ KAVDOGO NEPROTIWORE�IWOGO �FFEKTIWNO AKSIO�
MATIZIRUEMOGO RAS�IRENIQ TEORII S� TO ESTX KAVDOE TAKOE RAS�IRENIE IMEET NERAZRE�IMYE

PREDLOVENIQ�

�TA TEOREMA OZNA�AET� W �ASTNOSTI� �TO FORMALXNOE DOKAZATELXSTWO NEPROTIWORE�IWOSTI
ARIFMETIKI� KLASSI�ESKOGO ANALIZA ILI GEOMETRII NEWOZMOVNO� oDNO IZ WAVNYH ZNA�ENIJ TE	
OREMY SOSTOIT W TOM� �TO ONA POKAZALA NEWYPOLNIMOSTX PROGRAMMY gILXBERTA W EE POLNOM
WIDE� ODNAKO� WOZMOVNYE MODIFIKACII �TOJ PROGRAMMY PODWERGA�TSQ POLEZNOMU OBSUVDENI�
I DO NASTOQ�EGO WREMENI� pRO�ED�IE GODY I BEZUSLOWNYE DOSTIVENIQ MATEMATI�ESKOJ LOGIKI
SNQLI OSTROTU �TOJ PROBLEMY NASTOLXKO� �TO BOLX�INSTWO MATEMATIKOW� RABOTA��IH W DRU	
GIH OBLASTQH MATEMATIKI� NE UDELQ�T OSOBOGO WNIMANIQ TEM DISKUSSIQM� KOTORYE WEDUT I NYNE
SPECIALISTY PRO SNOWANIQM MATEMATIKI�

oSNOWNYM ITOGOM DEQTELXNOSTI W OBLASTI OSNOWANIJ MATEMATIKI MOVNO S�ITATX STANOWLENIE
MATEMATI�ESKOJ LOGIKI KAK SAMOSTOQTELXNOJ MATEMATI�ESKOJ DISCIPLINY� A PRINCIPIALXNYM
DOSTIVENIEM MATEMATI�ESKOJ LOGIKI � RAZRABOTKU SOWREMENNOGO AKSIOMATI�ESKOGO METODA�

��
� nOWYE TERMINY� tERMY I FORMULY TEORIJ �	GO PORQDKA� tERM� SWOBODNYJ DLQ PE	
REMENNOJ W FORMULE� iS�ISLENIE PREDIKATOW �	GO PORQDKA� lOGI�ESKIE I SOBSTWENNYE �SPECIALX	
NYE� AKSIOMY� oBLASTI INTERPRETACII I MODELI� pOLUGRUPPA� sISTEMA AKSIOM pEANO� fORMALX	
NAQ ARIFMETIKA� pRAWILO INDUKCII� pRAWILO INDIWIDUALIZACII� zAMKNUTAQ FORMULA TEORII
�	GO PORQDKA� nERAZRE�IMOE PREDLOVENIE TEORII �	GO PORQDKA� �FFEKTIWNO AKSIOMATIZIRUEMAQ
TEORIQ �	GO PORQDKA�

���



gLAWA VII

oSNOWY TEORII ALGORITMOW

x �� rEKURSIWNYE FUNKCII

iNTUITIWNOE PONQTIE ALGORITMA� oTLI�ITELXNYE PRIZNAKI ALGORITMA� wY�ISLIMYE FUNK�
CII� nEOBHODIMOSTX UTO�NENIQ PONQTIQ ALGORITMA� pROSTEJ�IE FUNKCII� oPERATORY SUPER�
POZICII �PODSTANOWKI�� PRIMITIWNOJ REKURSII I MINIMIZACII� pRIMITIWNO REKURSIWNYE I
�ASTI�NO REKURSIWNYE FUNKCII� tEZIS ��ER�A�

���� iNTUITIWNOE PONQTIE ALGORITMA� pOD ALGORITMOM PONIMA�T KONE�NU� POSLE	
DOWATELXNOSTX PREDPISANIJ �INSTRUKCIJ�� TO�NOE ISPOLNENIE KOTORYH PRIWODIT K RE�ENI� PO	
STAWLENNOJ ZADA�I �DOSTIVENI� POSTAWLENNOJ CELI��

oTLI�ITELXNYMI PRIZNAKAMI ALGORITMA QWLQ�TSQ SLEDU��IE�
�� dISKRETNOSTX� aLGORITM PREDSTAWLQET SOBOJ SISTEMU PO�AGOWYH �DISKRETNYH� PREDPISA	

NIJ� iSPOLNENIE �TIH PREDPISANIJ ��AGOW� OSU�ESTWLQETSQ DISKRETNO� TO ESTX PREDPOLAGAETSQ�
�TO KAKOE	TO PREDPISANIE ��AG� NE MOVET BYTX WYPOLNENO� NAPRIMER� NAPOLOWINU ILI NA ODNU
TRETX� kAVDYJ �AG QWLQETSQ W KAVDYJ �DISKRETNYJ� MOMENT WREMENI ISPOLNENNYM POLNOSTX��
LIBO NE ISPOLNENNYM SOWSEM�

�� dETERMINIROWANNOSTX� sISTEMA POLU�AEMYH �KONSTRUIRUEMYH� WELI�IN �OB�EKTOW� POS	
LE ISPOLNENIQ n	OGO �AGA ODNOZNA�NO OPREDELQETSQ SISTEMOJ WELI�IN �OB�EKTOW�� POLU�ENNYH
�SKONSTRUIROWANNYH� POSLE ISPOLNENIQ KAVDOGO IZ PREDYDU�IH �n� �� �AGOW�

�� �LEMENTARNOSTX �AGOW� zAKON �PRAWILO� POLU�ENIQ SISTEMY WELI�IN �OB�EKTOW� IZ PRED	
�ESTWU��IH SISTEM WELI�IN �OB�EKTOW� DOLVEN BYTX DOSTATO�NO PROSTYM�

�� nAPRAWLENNOSTX �OPREDELENNOSTX�� eSLI ZAKON �PRAWILO� POLU�ENIQ SISTEMY WELI�IN
�OB�EKTOW� IZ PRED�ESTWU��IH SISTEM NE DAET REZULXTATA�TO� DOLVNO BYTX UKAZANO� �TO SLEDUET
S�ITATX REZULXTATOM ALGORITMA W �TOM SLU�AE�

�� mASSOWOSTX� dOPUSTIMOJ SISTEMOJ WELI�IN �OB�EKTOW� QWLQETSQ NEKOTOROE BESKONE�NOE
MNOVESTWO�

oTMETIM� �TO W OPISANII ALGORITMA I EGO SWOJSTW FIGURIRUET MASSA TERMINOW� TO�NYJ SMYSL
KOTORYH NE USTANOWLEN� tAKIM OBRAZOM� PONQTIE ALGORITMA� OPREDELENNOE WY�E� NELXZQ S�ITATX
STROGIM� w DALXNEJ�EM WWEDENNOE WY�E PONQTIE ALGORITMA BUDEM NAZYWATX INTUITIWNYM�

wY�ISLITELXNYE PROCESSY �ISTO MEHANI�ESKOGO HARAKTERA STALI WOZNIKATX NA SAMYH RANNIH
STUPENQH RAZWITIQ MATEMATIKI� �TO� NAPRIMER� ALGORITMY POLU�ENIQ DESQTI�NOJ ZAPISI SUMMY
�RAZNOSTI� PROIZWEDENIQ� �ASTNOGO� PO DESQTI�NYM ZAPISQM SLAGAEMYH �UMENX�AEMOGO I WY�I	
TAEMOGO� SOMNOVITELEJ� DELIMOGO I DELITELQ�� ALGORITM NAHOVDENIQ nod DWUH CELYH �ISEL
�DWUH MNOGO�LENOW�� ALGORITMY GEOMETRI�ESKIH POSTROENIJ S POMO�X� ZADANNYH INSTRUMENTOW
I TAK DALEE� nEMALO ALGORITMOW I W OBYDENNOJ OKRUVA��EJ NAS VIZNI� wSQKIJ IZLOVENNYJ NA
PRIOBRETENNOM wAMI PAKETE SPOSOB PRIGOTOWLENIQ IZ DANNYH POLUFABRIKATOW NEKOEGO PRODUKTA�
PRIGODNOGO K UPOTREBLENI� W PI�U� ESTX NE �TO INOE� KAK ALGORITM� wSQKAQ INSTRUKCIQ POLXZO	
WANIQ TEM ILI INYM BYTOWYM PRIBOROM �NAPRIMER� TELEFONOM	AWTOMATOM� ESTX ALGORITM I TAK
DALEE�

s�ITAQ TEPERX PONQTIE ALGORITMA INTUITIWNO IZWESTNYM� OPREDELIM PONQTIE WY�ISLIMOJ
FUNKCII� oPREDELENIE �TOGO PONQTIQ TAKVE SLEDUET S�ITATX NESTROGIM �INTUITIWNYM��

�ISLOWOJ FUNKCIEJ ��ASTI�NOJ �ISLOWOJ FUNKCIEJ� BUDEM NAZYWATX WSQKU� FUNKCI� ��AS	
TI�NU� FUNKCI�� OT n PEREMENNYH� n � N � ZADANNU� NA MNOVESTWE WSEH NEOTRICATELXNYH CELYH
�ISEL N� SO ZNA�ENIQMI W N�� tAKIM OBRAZOM� �ISLOWAQ FUNKCIQ ��ASTI�NAQ �ISLOWAQ FUNKCIQ�

���



gLAWA VII� oSNOWY TEORII ALGORITMOW

f � �TO OTOBRAVENIE MNOVESTWA N� � � � � �N�� �z �
n

�PODMNOVESTWA Xf MNOVESTWAN� � � � � �N�� �z �
n

� W N��

Xf NAZYWAETSQ OBLASTX� OPREDELENIQ �ASTI�NOJ �ISLOWOJ FUNKCII f � oBLASTX ZNA�ENIJ �ISLO	
WOJ FUNKCII ��ASTI�NOJ �ISLOWOJ FUNKCII� f BUDEM OBOZNA�ATX Yf � oTMETIM� �TO �ISLOWAQ
FUNKCIQ f ESTX �ASTI�NAQ �ISLOWAQ FUNKCIQ� DLQ KOTOROJ Xf � N� � � � � � N�� �z �

n

�

oPREDELENIE �� �ASTI�NAQ �ISLOWAQ FUNKCIQ NAZYWAETSQ WY�ISLIMOJ� ESLI SU�ESTWUET AL�
GORITM� POZWOLQ��IJ WY�ISLQTX EE ZNA�ENIQ DLQ TEH NABOROW ZNA�ENIJ ARGUMENTOW� DLQ KO�
TORYH ONA OPREDELENA� I RABOTA��IJ WE�NO NA NABORAH ZNA�ENIJ ARGUMENTOW� DLQ KOTORYH

�TA FUNKCIQ NE OPREDELENA�

kAK PRAWILO� OTYSKANIE TOGO ILI INOGO ALGORITMA W MATEMATIKE MOVNO SWESTI K NAHOVDENI�
ALGORITMA�WY�ISLQ��EGO NEKOTORU� �ASTI�NU� �ISLOWU� FUNKCI� ILI HOTQ BY DOKAZATELXSTWU
PRINCIPIALXNOJ WY�ISLIMOSTI �TOJ FUNKCII�

���� nEOBHODIMOSTX UTO�NENIQ PONQTIQ ALGORITMA� pERIOD DO NA�ALA XX STOLE	
TIQ MOVNO S�ITATX PERIODOM NAKOPLENIQ KONKRETNYH ALGORITMOW W MATEMATIKE� oTMETIM� �TO
INTUITIWNOE PONQTIE ALGORITMA QWLQETSQ DOSTATO�NO QSNYM I POTOMU SREDI MATEMATIKOW� KAK
PRAWILO� NE WOZNIKALO RAZNOGLASIJ PO POWODU TOGO� QWLQETSQ LI DANNAQ PROCEDURA ALGORITMOM
ILI NE QWLQETSQ� oDNAKO� UVE W KONCE XIX WEKA STALO INTUITIWNO QSNO� �TO MNOGIE ZADA�I OB
OTYSKANII ALGORITMOW� PO	WIDIMOMU� NE IME�T RE�ENIQ� oDNAKO� ESLI DLQ DOKAZATELXSTWA SU	
�ESTWOWANIQ ALGORITMA DOSTATO�NO EGO PRED�QWITX� TO DLQ DOKAZATELXSTWA OTSUTSTWIQ ALGORIT	
MA NEOBHODIMO IMETX EGO STROGOE OPREDELENIE� tAK KAK W MATEMATIKE PONQTIE ALGORITMA TESNO
SWQZANO S PONQTIEM WY�ISLIMOJ FUNKCII� TO WPERWYE STROGOE OPREDELENIE BYLO DANO NE SAMOMU
PONQTI� ALGORITMA� A PONQTI� WY�ISLIMOJ FUNKCII� gOWORQ BOLEE TO�NO� KLASS WY�ISLIMYH
FUNKCIJ BYL FORMALIZOWAN ILI AKSIOMATIZIROWAN� �TO BYLO SDELANO WPERWYE k� g�EDELEM I�
PO�TI ODNOWREMENNO� a� ��ER�EM W ������� GODAH� pRI �TOM KLASS WSEH WY�ISLIMYH FUNKCIJ
BYL FORMALIZOWAN TO�NO TAKVE� KAK KLASS WSEH TAWTOLOGIJ ALGEBRY WYSKAZYWANIJ W IS�ISLENII
WYSKAZYWANIJ� a IMENNO� BYLI WYDELENY NEKOTORYE PROSTEJ�IE FUNKCII� KOTORYE� O�EWIDNYM
OBRAZOM� QWLQ�TSQ WY�ISLIMYMI� zATEM WWEDENY TRI PRAWILA POLU�ENIQ IZ IME��IHSQ FUNK	
CIJ NOWYH� �TI PRAWILA� PRIMENENNYE K WY�ISLIMYM FUNKCIQM� DA�T W REZULXTATE FUNKCII
WY�ISLIMYE� tAKIE PRAWILA NAZWANY OSNOWNYMI WY�ISLIMYMI OPERATORAMI� tAKIM OBRAZOM�
KLASS FORMALIZOWANNYH UKAZANNYM WY�E SPOSOBOM FUNKCIJ SOSTOIT IZ WY�ISLIMYH FUNKCIJ�
wOZNIKAET WOPROS� A WSQKAQ LI WY�ISLIMAQ FUNKCIQ POPADAET W �TOT KLASS� pRIMERA INTUITIWNO
WY�ISLIMOJ FUNKCII NE POPAW�EJ W UKAZANNYJ KLASS� NE POSTROENO� i� BOLEE TOGO� DALXNEJ�IE
ISSLEDOWANIQ W �TOM NAPRAWLENII POZWOLILI WYDWINUTX GIPOTEZU O TOM� �TO TAKIH PRIMEROW NE
SU�ESTWUET �TEZIS ��ER�A��

��	� pROSTEJ�IE FUNKCII� pRISTUPIM K POSTROENI� FORMALIZOWANNOGO KLASSA FUNK	
CIJ� KAVDAQ IZ KOTORYH QWLQETSQ WY�ISLIMOJ� fUNKCII IZ �TOGO KLASSA BUDEM NAZYWATX REKUR�
SIWNYMI�

sLEDU��IE NIVE FUNKCII BUDEM NAZYWATX PROSTEJ�IMI�
s�x� � x� � � FUNKCIQ SLEDOWANIQ�

o�x� � � � NULX	FUNKCIQ�

Inm�x�� � � �xn� � xm� � � m � n � PROEKTIRU��AQ FUNKCIQ�
lEGKO PONQTX� �TO KAVDAQ IZ PROSTEJ�IH FUNKCIJ QWLQETSQ WY�ISLIMOJ�

���� oPERATOR SUPERPOZICII� pUSTX ZADANO n �ASTI�NYH FUNKCIJ OT m PEREMENNYH�

f� � f��x�� � � � � xm��
f� � f��x�� � � � � xm��
� � � � � � � � � � � � � � � � � ��
fn � fn�x�� � � � � xm��

���



x �� rEKURSIWNYE FUNKCII

I NEKOTORAQ �ASTI�NAQ n	MESTNAQ FUNKCIQ f � f�y�� � � � � yn�� oPREDELIM PRI POMO�I FUNKCIJ
f� f�� � � � � fn NOWU� m 	MESTNU� �ASTI�NU� FUNKCI� g�x�� � � � � xm� SLEDU��IM OBRAZOM�

g�x�� � � � � xm� � f�f��x�� � � � � xm�� � � � � fn�x�� � � � � xm���

gOWORQT� �TO FUNKCIQ g POLU�ENA OPERACIEJ SUPERPOZICII ILI PODSTANOWKI IZ FUNKCIJ
f� f�� � � � � fn�

lEGKO PONQTX� �TO ESLI FUNKCII f� f�� � � � � fn WY�ISLIMY� TO I FUNKCIQ g TAKVE WY�ISLIMA�
TO ESTX REZULXTAT PRIMENENIQ OPERATORA SUPERPOZICII K WY�ISLIMYM FUNKCIQM ESTX FUNKCIQ
WY�ISLIMAQ�

oTMETIM� �TO W SLU�AE� KOGDA n � m � �� MY IMEEM IZWESTNU� SUPERPOZICI� DWUH ODNOMEST	
NYH FUNKCIJ �ILI FUNKCI� OT FUNKCII� ILI SLOVNU� FUNKCI���

pRIMER �� n	MESTNAQ NULX	FUNKCIQ o�x�� � � � � xn� � � ESTX SUPERPOZICIQ FUNKCIJ o�x� � � I
In� �x�� � � � � xn��

o�x�� � � � � xn� � o�In� �x�� � � � � xn���

pRIMER �� kONSTANTNAQ FUNKCIQ ODNOJ PEREMENNOJ f�x� � a� a � N � ESTX SUPERPOZICIQ FUNK	
CIJ o�x� � � I s�x� � x� ��

s�s�� � � s� �z �
a

�o�x�� � � �� � a

���� oPERATOR PRIMITIWNOJ REKURSII OPREDELIM DLQ WSQKOGO n � N� SLEDU��IM OB	
RAZOM�

pUSTX n � �� gOWORQT� �TO �n���	MESTNAQ �ASTI�NAQ FUNKCIQ f POLU�ENA IZ DANNOJ n	MESTNOJ
FUNKCII g I DANNOJ �n� ��	MESTNOJ �ASTI�NOJ FUNKCII h PRI POMO�I OPERATORA PRIMITIWNOJ
REKURSII� ESLI �TA FUNKCIQ f OPREDELQETSQ SHEMOJ PRIMITIWNOJ REKURSII�

f�x�� � � � � xn� �� � g�x�� � � � � xn��

f�x�� � � � � xn� y � �� � h�x�� � � � � xn� y� f�x�� � � � � xn� y���

pUSTX n � �� gOWORQT� �TO ODNOMESTNAQ �ASTI�NAQ FUNKCIQ f POLU�ENA IZ DANNOJ KONSTANT	
NOJ ODNOMESTNOJ FUNKCII g �g�x� � a� I DANNOJ DWUMESTNOJ FUNKCII h PRI POMO�I OPERATORA
PRIMITIWNOJ REKURSII� ESLI ONA OPREDELQETSQ SHEMOJ PRIMITIWNOJ REKURSII�

f��� � a � g����

f�y � �� � h�y� f�y���

lEGKO PONQTX� �TO FUNKCIQ f ODNOZNA�NO OPREDELQETSQ SHEMOJ PRIMITIWNOJ REKURSII I FUNKCI	
QMI g I h�

pREDPOLOVIM TEPERX� �TO FUNKCII g I h WY�ISLIMY� wY�ISLIMA LI PRI �TIH PREDPOLOVE	
NIQH FUNKCIQ f�

pUSTX a�� a�� � � � � an� m � N�� pREDPOLOVIM� �TO PRI POMO�I SHEMY PRIMITIWNOJ REKURSII
POLU�ENA POSLEDOWATELXNOSTX �ISEL

b� � g�a�� � � � � an��

b� � h�a�� � � � � �� b���

b� � h�a�� � � � � �� b���

� � � � � � � � � � � � � � � � � � �

bm�� � h�a�� � � � �m� bm��

tOGDA OPREDELENO I ZNA�ENIE f�a�� � � � � an�m � ��� RAWNOE bm��� tAK KAK g I h WY�ISLIMY� TO
SU�ESTWU�T ALGORITMY Tg I Th DLQ g I h� WY�ISLQ��IE IH ZNA�ENIQ� tOGDA b� MOVET BYTX
WY�ISLENO PRI POMO�I ALGORITMA Tg� b� � PRI POMO�I ALGORITMA TgTh GDE TgTh � POSLEDOWA	
TELXNOE WYPOLNENIE ALGORITMOW Tg I Th� pONQTNO� �TO b� MOVET BYTX WY�ISLENO PRI POMO�I
ALGORITMA TgThTh I T� D� I� NAKONEC� bm�� � PRI POMO�I ALGORITMA TgTh � � � Th� �z �

m��

� eSLI VE HOTQ

BY ODNO IZ �ISEL b�� � � � � bm�� NE OPREDELENO� TO ODIN IZ ALGORITMOW

���
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Tg� TgTh� TgThTh� � � �� Tg Th � � �Th� �z �
m��

BUDET RABOTATX WE�NO� tAKIM OBRAZOM�FUNKCIQ f TAKVE WY�ISLIMA I NAMI POKAZANO� FAKTI�ESKI�
�TO PRIMENENIE OPERATORA PRIMITIWNOJ REKURSII K WY�ISLIMYM FUNKCIQM DAET W REZULXTATE
FUNKCI� WY�ISLIMU��

pRIMER �� pOKAVEM� �TO FUNKCIQ f�x� y� � x � y MOVET BYTX POLU�ENA IZ PROSTEJ�IH PRI
POMO�I SUPERPOZICII I PRIMITIWNOJ REKURSII� pOLOVIM�

g�x� � I�� �x��

h�x� y� z� � s�I�� �x� y� z���

tOGDA�
f�x� �� � g�x��

f�x� z � �� � h�x� z� f�x� z���

uBEDITESX W �TOM SAMOSTOQTELXNO�

���� oPERATOR MINIMIZACII� bUDEM GOWORITX� �TO n	MESTNAQ� n � N � �ASTI�NAQ FUNK	
CIQ f POLU�ENA IZ n	MESTNOJ �ASTI�NOJ FUNKCII g PRI POMO�I OPERATORA MINIMIZACII I OBO	
ZNA�ATX

f�x�� � � � � xn� � �y�g�x�� � � � � xn��� y� � xn �

ESLI WYPOLNENO USLOWIE� f�x�� � � � � xn� OPREDELENO I RAWNO y TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA

g�x�� � � � � xn��� ��� g�x�� � � � � xn��� ��� � � � � g�x�� � � � � xn��� y � ��

OPREDELENY I NE RAWNY xn� A g�x�� � � � � xn��� y� � xn�
lEGKO PONQTX� �TO WSQKAQ n	MESTNAQ �ASTI�NAQ FUNKCIQ g I OPREDELENNYJ WY�E OPERATOR

MINIMIZACII OPREDELQ�T ODNOZNA�NO NEKOTORU� n	MESTNU� �ASTI�NU� FUNKCI� f �
oTMETIM� �TO ESLI T � ALGORITM� WY�ISLQ��IJ ZNA�ENIQ FUNKCII g� A BUKWA H OBOZNA�AET

ALGORITM SRAWNENIQ DWUH NATURALXNYH �ISEL� TO

�TH��TH��TH� � � �

ESTX ALGORITM� WY�ISLQ��IJ FUNKCI� f � dEJSTWITELXNO� ESLI ZNA�ENIE FUNKCII f�x�� � � � � xn�
OPREDELENO I RAWNO y� TO POSLE ISPOLNENIQ SLEDU��EJ �ASTI

�TH��TH� � � � � �TH�� �z �
y��

UKAZANNOGO WY�E ALGORITMA BUDET WY�ISLENO ZNA�ENIE y� eSLI VE f�x�� � � � � xn� NE OPREDELENO�
TO �TO ZNA�IT� �TO LIBO g�x�� � � � � xn��� i� �i � N�� NE OPREDELENO� LIBO ZNA�ENIQ g�x�� � � � � y�
OPREDELENY DLQ L�BOGO y � N� I� WMESTE S TEM� g�x�� � � � � xn��� y� �� xn DLQ L�BOGO y � N�� �TO
ZNA�IT� �TO W PERWOM SLU�AE i	Q KOMPONENTA �TH� ALGORITMA

�TH��TH��TH� � � � �

BUDET RABOTATX WE�NO� A WO WTOROM SLU�AE KAVDAQ KOMPONENTA �TOGO ALGORITMA NA OPREDELENNOM
�AGE ZAKON�IT SWO� RABOTU� NO TAK KAK SRAWNENIE DWUH NATURALXNYH �ISEL NIKOGDA NE DAST VE	
LAEMOGO REZULXTATA� TO WESX �TOT ALGORITM BUDET RABOTATX WE�NO� tAKIM OBRAZOM� NAMI DOKAZANO�
�TO PRIMENENIE OPERATORA MINIMIZACII K WY�ISLIMOJ FUNKCII DAST FUNKCI� WY�ISLIMU��

pRIMER �� pOKAVEM� �TO
x� y � �z�y � z � x �

dEJSTWITELXNO� ESLI x � y� TO WSE �ISLA y � �� y � �� � � � OPREDELENY I ODNO IZ NIH RAWNO x� eSLI
y � r � x� TO r � x � y� eSLI VE x � y� TO NI ODNO IZ �ISEL y � �� y � �� � � � NE SOWPADAET S x I
POTOMU

x� y � �z�y � z � x 

NE OPREDELENA�

��




x �� rEKURSIWNYE FUNKCII

dLQ ODNOMESTNOJ FUNKCII g�x� FUNKCI�

f�x� � �y�g�y� � x 

BUDEM OBOZNA�ATX �EREZ f���x� I NAZYWATX OBRATNOJ DLQ f �SRAWNITE S OPREDELENIQMI OBRATNOJ
FUNKCII� IZWESTNYMI wAM IZ KURSOW ALGEBRY� ANALIZA��

���� �ASTI�NO REKURSIWNYE FUNKCII� tEZIS ��ER�A�

oPREDELENIE �� �ISLOWAQ FUNKCIQ f NAZYWAETSQ PRIMITIWNO REKURSIWNOJ� ESLI ONA MOVET
BYTX POLU�ENA IZ PROSTEJ�IH FUNKCIJ s�x�� o�x�� Inm�x�� � � � � xn� KONE�NYM �ISLOM OPERACIJ POD�
STANOWKI I PRIMITIWNOJ REKURSII�

oPREDELENIE �� �ASTI�NAQ FUNKCIQ f NAZYWAETSQ �ASTI�NO REKURSIWNOJ� ESLI ONA MOVET

BYTX POLU�ENA IZ PROSTEJ�IH FUNKCIJ s�x�� o�x�� Inm�x�� � � � � xn� KONE�NYM �ISLOM OPERACIJ POD�
STANOWKI� PRIMITIWNOJ REKURSII I MINIMIZACII�

oTMETIM� �TO WSQKAQ �ASTI�NO REKURSIWNAQ FUNKCIQ QWLQETSQ WY�ISLIMOJ FUNKCIEJ� TAK
KAK NAMI POKAZANA WY�ISLIMOSTX PROSTEJ�IH FUNKCIJ I POKAZANO� �TO PRIMENENIE OPERATO	
ROW PODSTANOWKI� PRIMITIWNOJ REKURSII I MINIMIZACII K WY�ISLIMYM FUNKCIQM DAET FUNK	
CII WY�ISLIMYE� w SWQZI S �TIM WOZNIKAET WOPROS� �wSQKAQ LI WY�ISLIMAQ FUNKCIQ QWLQETSQ
�ASTI�NO	REKURSIWNOJ�� dO SIH POR NE POSTROENO PRIMEROW WY�ISLIMYH FUNKCIJ� NE QWLQ�	
�IHSQ �ASTI�NO REKURSIWNYMI� �ISTO LOGIKO	MATEMATI�ESKOGO DOKAZATELXSTWA TOGO� �TO WSQKAQ
WY�ISLIMAQ FUNKCIQ QWLQETSQ �ASTI�NO REKURSIWNOJ� NE MOVET BYTX� TAK KAK PONQTIE WY�IS	
LIMOJ FUNKCII � INTUITIWNOE PONQTIE� a� ��ER�� ANALIZIRUQ IDEI I REZULXTATY� OTNOSQ�IESQ
K TEORII REKURSIWNYH FUNKCIJ I TEORII ALGORITMOW WOOB�E� PRI�EL K SLEDU��EJ ESTESTWENNO	
NAU�NOJ GIPOTEZE� IZWESTNOJ POD NAZWANIEM

tEZIS ��ER�A� kLASS WY�ISLIMYH �ASTI�NYH FUNKCIJ SOWPADAET S KLASSOM �ASTI�NO REKUR�
SIWNYH FUNKCIJ�

���� nOWYE TERMINY� sWOJSTWA ALGORITMA� DISKRETNOSTX� DETERMINIROWANNOSTX� �LE	
MENTARNOSTX �AGOW� NAPRAWLENNOSTX� MASSOWOSTX� �ISLOWAQ FUNKCIQ� �ASTI�NAQ �ISLOWAQ FUNK	
CIQ� wY�ISLIMYE FUNKCII� pROSTEJ�IE FUNKCII� FUNKCIQ SLEDOWANIQ� NULX	FUNKCIQ� PROEKTI	
RU��IE FUNKCII� oSNOWNYE WY�ISLIMYE OPERATORY� SUPERPOZICII �PODSTANOWKI�� PRIMITIWNOJ
REKURSII� MINIMIZACII� pRIMITIWNO REKURSIWNYE FUNKCII� �ASTI�NO REKURSIWNYE FUNKCII�
tEZIS ��ER�A�

��
� kONTROLXNYE WOPROSY�

�� pERE�ISLITE OTLI�ITELXNYE PRIZNAKI ALGORITMA� pOQSNITE SMYSL KAVDOGO IZ NIH�

�� pERE�ISLITE IZWESTNYE wAM ALGORITMY IZ �KOLXNOJ MATEMATIKI� iZ KURSOW ALGEBRY� ANA	
LIZA I GEOMETRII�

�� dAJTE OPREDELENIE FUNKCII� �ASTI�NOJ FUNKCII� �ISLOWOJ FUNKCII� �ASTI�NOJ �ISLOWOJ
FUNKCII I WY�ISLIMOJ FUNKCII�

�� w SWQZI S �EM WOZNIKLA NEOBHODIMOSTX UTO�NENIQ PONQTIQ ALGORITMA�

�� pERE�ISLITE PROSTEJ�IE FUNKCII� pOQSNITE� PO�EMU KAVDAQ IZ PROSTEJ�IH FUNKCIJ QW	
LQETSQ WY�ISLIMOJ�

�� dAJTE OPREDELENIE OPERATORA SUPERPOZICII� pOKAVITE� �TO �TOT OPERATOR� PRIMENENNYJ K
WY�ISLIMYM FUNKCIQM� DAET WY�ISLIMU� FUNKCI��

�� kAKIE FUNKCII MOVNO POLU�ITX IZ FUNKCII SLEDOWANIQ MNOGOKRATNYMI PRIMENENIQMI
OPERATORA SUPERPOZICII�

��
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� kAKIE FUNKCII MOVNO POLU�ITX IZ NULX	FUNKCII MNOGOKRATNYMI PRIMENENIQMI OPERATORA
SUPERPOZICII�

� kAKIE FUNKCII MOVNO POLU�ITX IZ PROEKTIRU��IH FUNKCIJ MNOGOKRATNYMI PRIMENENI	
QMI OPERATORA SUPERPOZICII�

��� dAJTE OPREDELENIE OPERATORA PRIMITIWNOJ REKURSII� pOKAVITE� �TO PRIMENENIE OPERATORA
PRIMITIWNOJ REKURSII K WY�ISLIMYM FUNKCIQM DAET FUNKCI� WY�ISLIMU��

��� dAJTE OPREDELENIE OPERATORA MINIMIZACII� pOKAVITE� �TO PRIMENENIE �TOGO OPERATORA K
WY�ISLIMOJ FUNKCII DAET WY�ISLIMU� FUNKCI��

��� dAJTE OPREDELENIE OBRATNOJ �ISLOWOJ FUNKCII� PRIWEDENNOE W DANNOM PARAGRAFE� nAJDITE
FUNKCI�� OBRATNU� DLQ FUNKCII f�x� � �x� ���x� ��

��� dAJTE OPREDELENIE PRIMITIWNO REKURSIWNOJ I �ASTI�NO REKURSIWNOJ FUNKCII�

��� dOKAVITE� �TO WSQKAQ PRIMITIWNO REKURSIWNAQ FUNKCIQ QWLQETSQ �ASTI�NO REKURSIWNOJ�
NO NE WSQKAQ �ASTI�NO REKURSIWNAQ FUNKCIQ QWLQETSQ PRIMITIWNO REKURSIWNOJ�

��� dOKAVITE� �TO WSQKAQ PRIMITIWNO REKURSIWNAQ FUNKCIQ WS�DU OPREDELENA I �TO NE L�BAQ
�ASTI�NO REKURSIWNAQ FUNKCIQ OBLADAET �TIM SWOJSTWOM�

��� sFORMULIRUJTE TEZIS ��ER�A I POQSNITE EGO SMYSL�

����� uPRAVNENIQ�

�� kAKIE FUNKCII MOVNO POLU�ITX MNOGOKRATNYMI PRIMENENIQMI OPERATORA SUPERPOZICII K
FUNKCII SLEDOWANIQ I NULX	FUNKCII� k FUNKCII SLEDOWANIQ I PROEKTIRU��IM FUNKCIQM�
k NULX	FUNKCII I PROEKTIRU��IM FUNKCIQM�

�� kAKIE FUNKCII MOVNO POLU�ITX MNOGOKRATNYMI PRIMENENIQMI OPERATORA SUPERPOZICII K
PROSTEJ�IM FUNKCIQM�

�� dOKAVITE� �TO FUNKCII� f�x� y� � xy� f�x� y� � xy I f�x� � x� QWLQ�TSQ PRIMITIWNO
REKURSIWNYMI�

�� kAKIE FUNKCII POLU�A�TSQ PRI POMO�I PRIMITIWNOJ REKURSII IZ FUNKCIJ g�x� � x I
h�x� y� z� � zx� g�x� � x I h�x� y� z� � xz�

�� dOKAVITE� �TO� x � y � �z�yz � x � oZNA�AET LI �TO� �TO FUNKCIQ f�x� y� � x � y QWLQETSQ
�ASTI�NO REKURSIWNOJ� pRIMITIWNO REKURSIWNOJ�

���



x �� mA�INY tX�RINGA

oPREDELENIE MA�INY tX�RINGA� WNE�NIJ I WNUTRENNIJ ALFAWITY� PROGRAMMA� mA�INNYE
SLOWA �KONFIGURACII�� pERERABOTKA MA�INNYH SLOW W MA�INAH tX�RINGA� mODELX MA�INY
tX�RINGA� pRIMERY WY�ISLIMYH PO tX�RINGU FUNKCIJ� sWQZX WY�ISLIMOSTI PO tX�RINGU
S �ASTI�NOJ REKURSIWNOSTX�� tEZIS tX�RINGA�

tO�NOE OPISANIE KLASSA REKURSIWNYH FUNKCIJ WMESTE S TEZISOM ��ER�A DAET ODNO IZ WOZ	
MOVNYH RE�ENIJ OB UTO�NENII PONQTIQ ALGORITMA� oDNAKO �TO RE�ENIE NE WPOLNE PRQMOE� TAK
KAK PONQTIE WY�ISLIMOJ FUNKCII QWLQETSQ WTORI�NYM PO OTNO�ENI� K PONQTI� ALGORITMA�
sPRA�IWAETSQ� NELXZQ LI UTO�NITX NEPOSREDSTWENNO SAMO PONQTIE ALGORITMA I� UVE ZATEM� PRI
EGO POMO�I OPREDELITX TO�NO KLASS WY�ISLIMYH FUNKCIJ� �TO BYLO SDELANO pOSTOM I tX�	
RINGOM W ������� GG� NEZAWISIMO DRUG OT DRUGA I PO�TI ODNOWREMENNO S RABOTAMI ��ER�A�
oSNOWNAQ MYSLX pOSTA I tX�RINGA ZAKL��ALASX W TOM� �TO ALGORITMI�ESKIE PROCESSY � �TO
PROCESSY� KOTORYE MOVET SOWER�ATX PODHODQ�E USTROENNAQ �MA�INA�� w SOOTWETSTWII S �TOJ
MYSLX� IMI BYLI OPISANY W TO�NYH MATEMATI�ESKIH TERMINAH DOWOLXNO UZKIE KLASSY MA�IN�
NO NA �TIH MA�INAH OKAZALOSX WOZMOVNYM OSU�ESTWITX ILI IMITIROWATX WSE ALGORITMI�ES	
KIE PROCESSY� KOTORYE KOGDA	LIBO OPISYWALISX MATEMATIKAMI� aLGORITMY� OSU�ESTWIMYE NA
UPOMQNUTYH MA�INAH� BYLO PREDLOVENO RASSMATRIWATX KAK MATEMATI�ESKIH �PREDSTAWITELEJ�
WOOB�E WSEH ALGORITMOW� bYLO DOKAZANO� �TO KLASS FUNKCIJ� WY�ISLIMYH NA �TIH MA�INAH� W
TO�NOSTI SOWPADAET S KLASSOM WSEH REKURSIWNYH FUNKCIJ� tEM SAMYM BYLO POLU�ENO E�E ODNO
FUNDAMENTALXNOE PODTWERVDENIE TEZISA ��ER�A� w NASTOQ�EE WREMQ WSE ALGORITMY �TOGO KLASSA
NAZYWA�TSQ PROSTO MA�INAMI tX�RINGA�

���� oPREDELENIE MA�INY tX�RINGA� mA�INOJ tX�RINGA T NAZYWAETSQ TROJKA MNO	
VESTW T � hA�Q� P i� GDE�
A � A�T � � fa�� a�� � � � � amg � WNE�NIJ ALFAWIT MA�INY T �OBY�NO a� � �� a� � ���
Q � Q�T � � fq�� q�� � � � � qmg � ALFAWIT WNUTRENNIH SOSTOQNIJ ILI WNUTRENNIJ ALFAWIT

MA�INY T �
P � P �T � � fT �i� j� j i � �� � � � � n� j � �� �� � � ��mg � PROGRAMMA MA�INY T � GDE T �i� j� �

KOMANDY �TOJ PROGRAMMY� PRI�EM� DLQ KAVDOJ PARY �i� j� SU�ESTWUET ODNA EDINSTWENNAQ KOMANDA
T �i� j�� KOTORAQ IMEET ODIN IZ WIDOW�

qiaj � qkal�

qiaj � qkR�

qiaj � qkL�

���� mA�INNYE SLOWA �KONFIGURACII�� mA�INNYM SLOWOM ILI KONFIGURACIEJ NAZY	
WAETSQ WSQKOE SLOWO WIDA CqkalB� GDE � � k � n� � � l � m� A C� B � NEKOTORYE SLOWA �BYTX
MOVET� PUSTYE� W ALFAWITE A�

dLQ MA�INNOGO SLOWA M � CqiajB� � � i � n� � � j � m� MA�INY tX�RINGA T �EREZ M �
T

OBOZNA�IM SLOWO� KOTOROE POLU�ITSQ IZ SLOWA M PO SLEDU��IM NIVE PRAWILAM ����

�� dLQ i � � M �
T � M �

�� dLQ i � ��

�a� eSLI T �i� j� � �qiaj � qkal�� TO M �
T � CqkalB�

�b� eSLI T �i� j� � �qiaj � qkR�� TO�

i� ESLI B NE PUSTO� TO M �
T � CajqkB�

ii� ESLI B PUSTO� TO M �
T � Cajqka��

�c� eSLI T �i� j� � �qiaj � qkL�� TO�

i� ESLI C NE PUSTO I C � C�as� TO M �
T � C�qkasajB�

ii� ESLI C PUSTO� TO M �
T � qka�ajB�

���
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pOLOVIM�
M

��
T � M �

T �

M
�n��
T � �M

�n
T ���

gOWORQT� �TO MA�INA T PERERABATYWAET MA�INNOE SLOWO M W M�� ESLI NAJDETSQ TAKOE
NATURALXNOE �ISLO n� �TO M �n

T � M�� w �TOM SLU�AE BUDEM PISATX�

M
TM�

�
w SLU�AE n � � BUDEM PISATX TAKVE

M j�M��

��	� mODELX MA�INY tX�RINGA� pRIWEDENNYE W P� P� VII������VII����� ABSTRAKTNYE PO	
NQTIQ PROINTERPRETIRUEM NA IDEALXNOJ �NE REALIZUEMOJ� �MA�INE��

pUSTX IMEEM NEKOTOROE USTROJSTWO� WKL��A��EE W SEBQ SLEDU��IE KOMPONENTY� KONE�NU�
LENTU� UPRAWLQ��U� GOLOWKU� MEHANI�ESKOE USTROJSTWO� WNE�N�� I WNUTRENN�� PAMQTX� PRO�
GRAMMU�
kONE�NAQ LENTA RAZBITA NA KONE�NOE �ISLO ODINAKOWYH Q�EEK�kAVDAQ Q�EJKA W KAVDYJ MOMENT
WREMENI NAHODITSQ W ODNOM IZ SOSTOQNIJ ai� i � �� �� � � ��m� TO ESTX W KAVDYJ MOMENT WREMENI W
KAVDOJ IZ Q�EEK ZAPISAN ODIN IZ SIMWOLOW ALFAWITA A � fa�� a�� � � � � amg WNE�NEJ PAMQTI�

kAK PRAWILO� SIMWOL a� S�ITA�T PUSTYM SIMWOLOM I W KA�ESTWE a� OBY�NO WYBIRAETSQ SIM	
WOL �� w KA�ESTWE SIMWOLA a�� KAK PRAWILO� WYBIRAETSQ SIMWOL �� w SOOTWETSTWII S PRAWILAMI�
KOTORYE BUDUT W DALXNEJ�EM PRIWEDENY� K LENTE MOGUT �PRISTRAIWATXSQ� Q�EJKI SLEWA ILI
SPRAWA� pRISTRAIWA�TSQ Q�EJKI W PUSTOM SOSTOQNII� sOSTOQNIE LENTY� SOSTOQ�EJ IZ r Q�EEK� W
KAVDYJ MOMENT WREMENI OPISYWAETSQ SLOWOM aj�aj� � � �ajr � GDE ajs � SIMWOL IZ A� ZAPISANNYJ W
s	OJ Q�EJKE LENTY�
wNE�NQQ PAMQTX PREDSTAWLENA ALFAWITOM A � fa�� a�� � � � � amg I USTROJSTWOM� SPOSOBNYM W
SOOTWETSTWU��IJ MOMENT WREMENI WPISYWATX SIMWOLY IZ A W Q�EJKI LENTY� STIRAQ PERED �TIM
IH PREDYDU�EE SODERVIMOE�
wNUTRENNQQ PAMQTX � �TO ALFAWITQ � fq�� � � � � qng WNUTRENNIH SOSTOQNIJ MA�INY I USTROJ	
STWO� SPOSOBNOE MENQTX ODNO WNUTRENNEE SOSTOQNIE MA�INY NA DRUGOE� w KAVDYJ KONKRETNYJ
MOMENT WREMENI MA�INA MOVET NAHODITXSQ W ODNOM I TOLXKO W ODNOM WNUTRENNEM SOSTOQNII� sO	
STOQNIE q� � OSOBOE� eSLI MA�INA POPADAET W SOSTOQNIE q�� TO ONA POLNOSTX� PREKRA�AET SWO�
RABOTU� TO ESTX OSTANAWLIWAETSQ� pO�TOMU q� NAZYWAETSQ TAKVE STOP�SIMWOLOM� A SOOTWETSTWU	
��EE SOSTOQNIE � STOP�SOSTOQNIEM ILI ZAKL��ITELXNYM SOSTOQNIEM� q� PRINQTO NAZYWATX
ISHODNYM ILI NA�ALXNYM SOSTOQNIEM�
uPRAWLQ��AQ GOLOWKA UPRAWLQET PROCESSOM PREOBRAZOWANIQ MA�INNYH SLOW W MA�INE tX�	
RINGA� w KAVDYJ KONKRETNYJ MOMENT UPRAWLQ��AQ GOLOWKA OBOZREWAET �WOSPRINIMAET� ODNU
I TOLXKO ODNU Q�EJKU LENTY� uPRAWLQ��AQ GOLOWKA PO SOOTWETSTWU��IM KOMANDAM MOVET PE	
REDWIGATXSQ WLEWO ILI WPRAWO� MENQTX SODERVIMOE WOSPRINIMAEMOJ Q�EJKI� eSLI PO KAKOJ	TO
KOMANDE UPRAWLQ��EJ GOLOWKE PREDPISANO PEREDWIVENIE WLEWO �WPRAWO� NA ODNU Q�EJKU� A OBO	
ZREWAEMAQ W DANNYJ MOMENT Q�EJKA BYLA KRAJNEJ SLEWA �SPRAWA�� TO MEHANI�ESKIM USTROJSTWOM
�SM� NIVE� K LENTE �PRISTRAIWAETSQ SLEWA� �SPRAWA� DOPOLNITELXNAQ Q�EJKA� W KOTOROJ ZAPISAN
PUSTOJ SIMWOL WNE�NEGO ALFAWITA�
pROGRAMMU MA�INY tX�RINGA BUDEM TRAKTOWATX KAK SOWOKUPNOSTX KOMAND� W SOOTWETSTWII S
KOTORYMI OSU�ESTWLQETSQ RABOTA MA�INY�
mEHANI�ESKOE USTROJSTWO PRISTRAIWAET K LENTE PO SOOTWETSTWU��IM KOMANDAM DOPOLNI	
TELXNYE Q�EJKI I �ILI� PEREDWIGAET UPRAWLQ��U� GOLOWKU�

���� rABOTA MODELI MA�INY tX�RINGA� sOSTOQNIE MA�INY tX�RINGA OPREDELQETSQ
SOSTOQNIEM LENTY� WNUTRENNIM SOSTOQNIEM MA�INY I NOMEROM OBOZREWAEMOJ Q�EJKI� TO ESTX
SOSTOQNIE MA�INY tX�RINGA POLNOSTX� OPREDELQETSQ MA�INNYM SLOWOM M � CqiajB� GDE
CajB � SOSTOQNIE LENTY� aj � OBOZREWAEMAQ Q�EJKA� qi � WNUTRENNEE SOSTOQNIE MA�INY�

���



x �� mA�INY tX�RINGA

rABOTA MA�INY tX�RINGA PREDSTAWLQET SOBOJ PO�AGOWYJ PEREHOD OT ODNOGO SOSTOQNIQ K
DRUGOMU� oDIN �AG ILI TAKT � �TO PEREHOD OT MA�INNOGO SLOWA M K M �

T � SM� P� VII����� �TOT
PEREHOD OSU�ESTWLQETSQ PO NIVESLEDU��IM PRAWILAM ����

�� pRI i � ��M �
T � M � �TO OZNA�AET� �TO ESLI MA�INA POPALA W SOSTOQNIE q�� TO ONA S�ITAETSQ

OSTANOWIW�EJSQ� eSLI VE W MA�INE NE PROISHODIT IZMENENIJ W SOSTOQNII� OTLI�NOM OT q��
TO BUDEM GOWORITX� �TO MA�INA RABOTAET WE�NO�

�� pUSTX i � ��

�a� eSLI T �i� j� � �qiaj � qkal�� wNUTRENNEE SOSTOQNIE MA�INY qi ZAMENQETSQ NA qk �WOZ	
MOVNO� qi � qk�� sODERVIMOE OBOZREWAEMOJ Q�EJKI aj ZAMENQETSQ NA al �WOZMOVNO�
aj � al��

�b� eSLI T �i� j� � �qiaj � qkR�� TO WNUTRENNEE SOSTOQNIE qi ZAMENQETSQ NA qk I UPRAWLQ�	
�AQ GOLOWKA SDWIGAETSQ WPRAWO NA ODNU Q�EJKU� PRI �TOM� WOZMOVNO� PRISTRAIWAETSQ
SPRAWA ODNA Q�EJKA W PUSTOM SOSTOQNII�

�c� eSLI T �i� j� � �qiaj � qkL�� oSU�ESTWLQETSQ WSE TO� �TO W PREDYDU�EM PUNKTE S
ZAMENOJ �PRAWO� NA �LEWO��

tAKIM OBRAZOM� S MATEMATI�ESKOJ TO�KI ZRENIQ MA�INA tX�RINGA � �TO OPREDELENNYJ AL	
GORITM DLQ PERERABOTKI MA�INNYH SLOW�

pRIMER �� pUSTX T � hA�Q� P i� GDE� A � f�� �g� Q � fq�� q�� q�g�
P � q�� � q�R� q�� � q�R�

q�� � q��� q�� � q�R�

iMEEM�
�� q���� j� �q��� j� ��q�� j� ���q�� j� ���q���
�� q����� j� �q���� j� ��q��� j� ���q�� j� ���q���
�TO OZNA�AET� �TO� q����  ���q�� I q����� � ���q���
lEGKO PONQTX� �TO�

q������  ����q��

q�������  �����q��

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

q�� � � � ��� �z �
n

�  � � � � ��� �z �
n

q���

pRIMER �� pUSTX T � hA�Q� P i� GDE A � f�� �g� Q � fq�� q�� q�� q�g�
P � q�� � q�R� q�� � q�R�

q�� � q�R� q�� � q�L�

q�� � q�L� q�� � q���

iMEEM�
�� q��� j� �q�� j� q��� j� q���� j� q����� j� � � �tAKIM OBRAZOM� W �TOM SLU�AE MA�INA RABOTAET

WE�NO�
�� q���� j� �q��� j� ��q�� j� �q��� j� �q���� TO ESTX q����  �q����
lEGKO PONQTX� �TO�

q����  �q���

q�����  ��q���

q������  ���q���

� � � � � � � � � � � � � � � � � �

q�� � � � ��� �z �
n

��  � � � � ��� �z �
n

q���

sLEDUET PONIMATX� �TO MA�INA tX�RINGA QWLQETSQ ABSTRAKTNYM MATEMATI�ESKIM OB�EKTOM
I PREDSTAWLQET SOBOJ PROSTO OPREDELENNYJ ALGORITM DLQ PERERABOTKI SLOW W NEKOTOROM ALFAWI	
TE�

���



gLAWA VII� oSNOWY TEORII ALGORITMOW

���� wY�ISLIMYE PO tX�RINGU FUNKCII� w DALXNEJ�EM BUDEM POLXZOWATXSQ OBOZNA	
�ENIEM

axi � aiai � � � ai� �z �
x

�

oPREDELENIE �� bUDEM GOWORITX� �TO MA�INA tX�RINGA T WY�ISLQET n�MESTNU� �ASTI�NU�

�ISLOWU� FUNKCI� f�x�� x�� � � � � xn�� ESLI WYPOLNENY SLEDU��IE USLOWIQ�
�� eSLI f�x�� x�� � � � � xn� OPREDELENO� TO

q���x���x�� � � ���xn�
T Cq�B�

GDE C� B � NEKOTORYE SLOWA W ALFAWITE f�� �g� PRI�EM Cq�B SODERVIT f�x�� x�� � � � � xn� WHOV�
DENIJ SIMWOLA ��

�� eSLI f�x�� x�� � � � � xn� NE OPREDELENO� TO MA�INA T � NA�INAQ RABOTU SO SLOWA

M � q���x���x�� � � ���xn��

RABOTAET WE�NO�

�ASTI�NAQ �ISLOWAQ FUNKCIQ NAZYWAETSQ WY�ISLIMOJ PO tX�RINGU � ESLI SU�ESTWUET MA�INA
tX�RINGA T � WY�ISLQ��AQ �TU FUNKCI��

oTMETIM� �TO MA�INA tX�RINGA IZ PRIMERA ����� WY�ISLQET FUNKCI� f�x� � x � �� A IZ
PRIMERA ����� � �ASTI�NU� FUNKCI� f�x� � x� ��

oPREDELENIE �� bUDEM GOWORITX� �TO MA�INA tX�RINGA T PRAWILXNO WY�ISLQET n�MESTNU�
�ASTI�NU� �ISLOWU� FUNKCI� f�x�� x�� � � � � xn�� ESLI WYPOLNENY SLEDU��IE USLOWIQ�

�� eSLI f�x�� x�� � � � � xn� OPREDELENO� TO

q���x���x�� � � ���xn�
T q��

f�x��x������xn� � � ��

I PRI �TOM NE DOSTRAIWAET Q�EEK SLEWA�
�� eSLI f�x�� x�� � � � � xn� NE OPREDELENO� TO MA�INA T � NA�INAQ RABOTU SO SLOWA

M � q���x���x�� � � ���xn��

RABOTAET WE�NO�

pRIMER �� pUSTX T � hA�Q� P i� GDE� A � f�� �g� Q � fq�� q�� q�� q�� q�� q�g�
P � q�� � q�R� q�� � q�R� q�� � q�R

q�� � q��� q�� � q�R� q�� � q�L

q�� � q��� q�� � q�L� q�� � q�L

q�� � q���
uBEDITESX SAMOSTOQTELXNO� �TO �TA MA�INA tX�RINGA PRAWILXNO WY�ISLQET �ISLOWU� FUNK	

CI� f�x� y� � x� y�

�ASTI�NAQ �ISLOWAQ FUNKCIQ NAZYWAETSQ PRAWILXNO WY�ISLIMOJ PO tX�RINGU � ESLI SU�EST	
WUET MA�INA tX�RINGA T � WY�ISLQ��AQ �TU FUNKCI��

mY WIDIM� �TO PONQTIE PRAWILXNO WY�ISLIMOJ PO tX�RINGU FUNKCII QWLQETSQ BOLEE STRO	
GIM� �EM PONQTIE WY�ISLIMOJ PO tX�RINGU FUNKCII� oNO ISPOLXZUETSQ� KAK PRAWILO� DLQ TOGO�
�TOBY POLU�ENNU� DLQ WY�ISLENIQ DANNOJ FUNKCII MA�INU tX�RINGA MOVNO BYLO KORREKTNO
ISPOLXZOWATX W KOMPOZICII S DRUGIMI MA�INAMI DLQ POSTROENIQ BOLEE SLOVNYH MA�IN tX�	
RINGA NA OSNOWE BOLEE PROSTYH�

pRIWEDEM BEZ DOKAZATELXSTWA TEOREMU� SWQZYWA��U� PONQTIQ �ASTI�NO REKURSIWNOJ FUNKCII
I MA�INY tX�RINGA�

tEOREMA �� �ASTI�NAQ �ISLOWAQ FUNKCIQ QWLQETSQ �ASTI�NO REKURSIWNOJ TOGDA I TOLXKO

TOGDA� KOGDA ONA WY�ISLIMA PO tX�RINGU�

���



x �� mA�INY tX�RINGA

dANNAQ TEOREMA POZWOLQET SDELATX WYWOD OB �KWIWALENTNOSTI OPREDELENIJ PONQTIQ ALGORITMA
W FORME REKURSIWNOJ FUNKCII I W FORME MA�INY tX�RINGA�kROME TOGO� ONA QWLQETSQ KOSWENNYM
PODTWERVDENIEM TEZISA ��ER�A I �KWIWALENTNOGO EMU TEZISA tX�RINGA�

tEZIS tX�RINGA�kLASS WY�ISLIMYH �ASTI�NYH �ISLOWYH FUNKCIJ SOWPADAET S KLASSOM FUNK	
CIJ� WY�ISLIMYH PO tX�RINGU�

���� nOWYE TERMINY� mA�INA tX�RINGA� wNE�NIJ I WNUTRENNIJ ALFAWIT� wNUTREN	
NEE SOSTOQNIE MA�INY� zAKL��ITELXNOE ILI STOP	SOSTOQNIE� pROGRAMMA I KOMANDY MA�INY
tX�RINGA� mA�INNOE SLOWO �KONFIGURACIQ�� pERERABOTKA MA�INNYH SLOW W MA�INE tX�RINGA�
mODELX MA�INY tX�RINGA� kONE�NAQ LENTA� uPRAWLQ��AQ GOLOWKA� mEHANI�ESKOE USTROJSTWO�
tAKT ��AG� RABOTYMA�INY tX�RINGA� wE�NOSTX RABOTY�wY�ISLIMYE I PRAWILXNO WY�ISLIMYE
PO tX�RINGU FUNKCII� tEZIS tX�RINGA�

���� kONTROLXNYE WOPROSY�

�� mOGUT LI W MA�INE tX�RINGA BYTX DWE KOMANDY WIDA�

�a� qiaj � qkal I qiaj � qsR�

�b� qiaj � qkal I qiaj � qsat�

�c� qiaj � qkal I qiar � qsL�

�� mOGUT LI W MA�INE tX�RINGA BYTX KOMANDY WIDA�

�a� qiaj � qiR�

�b� qiaj � qkaj�

�c� qiaj � qiaj�

�d� qiaj � qiL�

�e� q�aj � q�aj�

�f� q�aj � qkR�

�� iSTINNY LI WYSKAZYWANIQ DLQ NEKOTOROJ MA�INY tX�RINGA T I MA�INNOGO SLOWA M �

�a� M M �
T �

�b� M j�M �
T �

�c� M M
��
T �

�d� M j�M ��
T �

�� dAJTE OPREDELENIE SOSTOQNIQ Q�EJKI� LENTY� MA�INY tX�RINGA�

�� dAJTE OPREDELENIE MA�INNOGO SLOWA�

�� oPI�ITE PONQTIE �AGA MA�INY tX�RINGA�

�� mOVNO LI PROCESS PREOBRAZOWANIQ MA�INNYH SLOW NAZWATX NEPRERYWNYM� pO�EMU�


� �TO ZNA�IT TERMIN �DANNAQ MA�INA tX�RINGA T WY�ISLQET �ISLOWU� FUNKCI� f��

� dAJTE OPREDELENIE WY�ISLIMOJ I PRAWILXNO WY�ISLIMOJ PO tX�RINGU FUNKCII�

��� oBOSNUJTE �KWIWALENTNOSTX TEZISOW ��ER�A I tX�RINGA�

���



gLAWA VII� oSNOWY TEORII ALGORITMOW

���� uPRAVNENIQ�

�� pODS�ITAJTE MAKSIMALXNO WOZMOVNOE KOLI�ESTWO KOMAND W PROGRAMME MA�INY tX�RINGA
S ALFAWITAMI

A � fa�� a�� � � � � amg I Q � fq�� q�� � � � � qng�

�� pROGRAMMA MA�INY T SOSTOIT IZ ODNOJ KOMANDY� q�� � q��� kAKIE FUNKCII

f��x�� f��x�� x��� � � � � fn�x�� � � �xn�� � � �

WY�ISLQET �TA MA�INA�

�� pOSTROJTE MA�INU tX�RINGA� PRAWILXNO WY�ISLQ��U� FUNKCII o�x� � �� s�x� � x � ��
I�� �x�� x�� x�� � x��

�� dOKAVITE WY�ISLIMOSTX PO tX�RINGU �ASTI�NYH �ISLOWYH FUNKCIJ f�x� � x� �� g�x� �
� x� y�

���



x �� nORMALXNYE ALGORITMY mARKOWA

mARKOWSKIE PODSTANOWKI� sHEMA NORMALXNOGO ALGORITMA� nORMALXNYE ALGORITMY mARKO�
WA� nORMALXNO WY�ISLIMYE FUNKCII� pRINCIP NORMALIZACII mARKOWA� �KWIWALENTNOSTX
OPREDELENIQ ALGORITMA W FORME NORMALXNYH ALGORITMOW mARKOWA OPREDELENIQM W FORME

REKURSIWNYH FUNKCIJ I MA�INY tX�RINGA�

	��� mARKOWSKIE PODSTANOWKI� pUSTX X � NEKOTORYJ ALFAWIT� F��X� � MNOVESTWO
WSEH SLOW W ALFAWITE X� WKL��AQ I PUSTOE SLOWO� KOTOROE BUDEM OBOZNA�ATX �EREZ I�

pUSTX A�B � F��X�� bUDEM GOWORITX� �TO SLOWO B QWLQETSQ PODSLOWOM SLOWA A� ESLI DLQ
NEKOTORYH SLOW B�� B� � F��X� WYPOLNQETSQ RAWENSTWO�

A � B�BB��

tROJKA hB�� B�B�i NAZYWAETSQ WHOVDENIEM SLOWA B W SLOWO A�

pRIMER �� pUSTX X � RUSSKIJ ALFAWIT �KIRILLICA�� A � ABRAKADABRA� B � BRA� wIDIM� �TO
B IMEET DWA WHOVDENIQ W A�

PERWOE � h A� BRA� KADABRA i�
WTOROE � h ABRAKADA� BRA� Ii�

pUSTX X � PROIZWOLXNYJ FIKSIROWANNYJ ALFAWIT� dLQ TROJKI SLOW A� B� C IZ F��X� OBO	
ZNA�IM �EREZ

SubCB�A�

SLOWO� POLU�ENNOE IZ A ZAMENOJ PERWOGO WHOVDENIQ SLOWA B W A NA SLOWO C� ESLI B QWLQETSQ
PODSLOWOM SLOWA A� eSLI VE B NE QWLQETSQ PODSLOWOM SLOWA A� TO BUDEM S�ITATX� �TO WYRAVENIE
SubCB�A� NE OPREDELENO�

pRIMER �� SubIBRA�ABRAKADABRA� � AKADABRA�

SubLBRA�ABRAKADABRA� � ALKADABRA�

Sub
BRA
BRA�ABRAKADABRA� � ABRAKADABRA�

Sub
BRA
BRE �ABRAKADABRA� NE OPREDELENO�

SubV
I

�ABRAKADABRA� � VABRAKADABRA�

oTMETIM� �TO SubCB�A� ESTX �ASTI�NAQ TREHMESTNAQ OPERACIQ NA F��X�� eSLI VE SLOWA B I C
ZAFIKSIROWANY� TO SubCB�A�� A � F��X� ESTX �ASTI�NAQ ODNOMESTNAQ OPERACIQ NA F��X�� bUDEM
EE OBOZNA�ATX FORMULOJ WIDA�

B � C

I NAZYWATX MARKOWSKOJ PODSTANOWKOJ NA F��X�� A SAMO WYRAVENIE B � C � FORMULOJ DANNOJ
MARKOWSKOJ PODSTANOWKI�

pRI �TOM B BUDEM NAZYWATX LEWOJ �ASTX� �POSYLKOJ�� A C � PRAWOJ �ASTX� �ZAKL��ENIEM�
DANNOJ MARKOWSKOJ PODSTANOWKI� eSLI SubCB�A� NE OPREDELENO� TO BUDEM GOWORITX� �TO FORMULA
B � C NE PRIMENIMA K SLOWU A�

oPREDELENIE �� sHEMOJ NORMALXNOGO ALGORITMA W ALFAWITE X NAZYWAETSQ POSLEDOWATELX�
NOSTX WIDA� �����

����
B� � C����

B� � C����

� � � � � � � � � � � �

Bs � Cs�s�

���

GDE Bi � Ci� i � �� � � � � s� � NEKOTORYE FORMULY MARKOWSKIH PODSTANOWOK W F��X�� A ��� � � � � �s �
� fI� �g� pRI �TOM PODSTANOWKU Bi � Ci�i BUDEM NAZYWATX ZAKL��ITELXNOJ� ESLI �i � ��

���
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	��� oPREDELENIE NORMALXNOGO ALGORITMA mARKOWA� pUSTX DAN NEKOTORYJ ALFAWIT
X I NEKOTORAQ SHEMA ��� NORMALXNOGO ALGORITMA W �TOM ALFAWITE�

nORMALXNYM ALGORITMOM mARKOWA �N� A� m�� W ALFAWITE X� OPREDELENNYM SHEMOJ ���� NA	
ZYWAETSQ OPISYWAEMYJ PROCESS POSTROENIQ POSLEDOWATELXNOSTI SLOW Ai� i � �� �� � � �� ISHODQ IZ
DANNOGO SLOWA A�

�� eSLI i � �� TO POLAGAEM A� � A I S�ITAEM� �TO PROCESS POSTROENIQ POSLEDOWATELXNOSTI
SLOW E�E NE ZAWER�EN�

�� pUSTX i � �� SLOWA A�� � � � � Ai POSTROENY I PROCESS POSTROENIQ SLOW E�E NE ZAWER�ILSQ�
tOGDA�

�a� ESLI KAVDAQ IZ PODSTANOWOK SHEMY ��� NEPRIMENIMA K SLOWU Ai� TO POLAGAEM Ai�� � Ai�
PROCESS POSTROENIQ SLOW S�ITAEM ZAWER�ENNYM I SLOWO Ai�� S�ITAEM REZULXTATOM
PRIMENENIQ N� A� m� K SLOWU A�

�b� ESLI SREDI PODSTANOWOK SHEMY ��� ESTX PRIMENIMYE K SLOWU Ai� TO Ai�� ESTX SLOWO�
POLU�ENNOE IZ Ai PRIMENENIEM PERWOJ PRIMENIMOJ K NEMU PODSTANOWKI IZ SHEMY ����
PRI �TOM� ESLI �TA PODSTANOWKA BYLA ZAKL��ITELXNOJ� TO PROCESS POSTROENIQ SLOW
S�ITAETSQ ZAWER�ENNYM I Ai�� S�ITAETSQ REZULXTATOM PRIMENENIQ N� A� m� K SLOWU A�
ESLI VE PRIMENENNAQ PODSTANOWKA NE QWLQLASX ZAKL��ITELXNOJ� TO PROCESS POSTROENIQ
POSLEDOWATELXNOSTI SLOW S�ITAETSQ NEZAWER�ENNYM�

tAKIM OBRAZOM� ESLI N� A� m�� PRIMENENNYJ K SLOWU A� ZAWER�AETSQ NA SLOWE B� TO GOWORQT�
�TO N� A� m� PERERABATYWAET SLOWO A W SLOWO B� eSLI VE N� A� m�� PRIMENENNYJ K SLOWU A�
NIKOGDA NE ZAWER�AETSQ� TO GOWORQT� �TO DANNYJ N� A� m� NEPRIMENIM K SLOWU A� w DALXNEJ�EM
BUDEM PISATX Ai  Ai���

	�	� pRIMERY NORMALXNYH ALGORITMOW mARKOWA� �� pUSTX X � fx�� x�� � � � � xng� rAS	
SMOTRIM SHEMY N� A� m�� �

x� � I

I � I� ���

�
I � I�
x� � I

����

�
x� � x�

I � I�
���

�
x� � x��
I � I�

���

�
x� � x�x�

I � I� ���

oTMETIM� �TO N� A� m� ��� WSQKOE SLOWO A� SODERVA�EE WHOVDENIQ BUKWY x�� PERERABATYWAET W
SLOWOA�� POLU�ENNOE IZ A WY�ERKIWANIEM WSEH WHOVDENIJ BUKWY x�� eSLI VE SLOWOB NE SODERVIT
WHOVDENIJ BUKWY x�� TO N� A�m� ��� PERERABATYWAET EGO W SEBQ�n� A�m� ���� PERERABATYWAET WSQKOE
SLOWO W SEBQ�

n� A� m� ��� PERERABATYWAET SLOWA� NE SODERVA�IE W SWOEJ ZAPISI BUKWY x�� W SEBQ� A SO	
DERVA�IE � W SLOWA� POLU�A��IESQ IZ ISHODNYH ZAMENOJ WSEH WHOVDENIJ BUKWY x� NA BUKWU
x��

n� A� m� ��� WSQKOE SLOWO PERERABATYWAET W SEBQ�
n� A� M� ��� WSQKOE SLOWO� NE SODERVA�EE WHOVDENIJ BUKWY x�� PERERABATYWAET W SEBQ� k

OSTALXNYM SLOWAM ON NE PRIMENIM� dEJSTWITELXNO�

x�x�x�x�  x�x�x�x�x�  x�x�x�x�x�x�  x�x�x�x�x�x�x�  � � �

��




x �� nORMALXNYE ALGORITMY mARKOWA

�� pUSTX n�m � N�� m � �� rASSMOTRIM N� A� m� W ALFAWITE f�g����������������
��������������

�� � � ��� �z �
m

� I

�� � � ��� �z �
m��

� I�

�� � � ��� �z �
m��

� I�

� � �

� � I�
I � ��

lEGKO PONQTX� �TO DANNYJ N� A� m� PERERABATYWAET WSQKOE SLOWO �� � � ��� �z �
n

� �n W �� ESLI n
���m�

I W I� ESLI n NE DELITSQ NA m�

	��� nORMALXNO WY�ISLIMYE FUNKCII�

oPREDELENIE �� �ASTI�NAQ FUNKCIQ f � ZADANNAQ NA MNOVESTWE SLOW W ALFAWITE X �SLOWAR�
NAQ FUNKCIQ�� NAZYWAETSQ NORMALXNO WY�ISLIMOJ� ESLI NAJDETSQ TAKOE RAS�IRENIE X �X � X�
ALFAWITA X I TAKOJ N� A� m�� KOTORYJ WSQKOE SLOWO A IZ OBLASTI OPREDELENIQ FUNKCII f PE�
RERABATYWAET W SLOWO f�A� I KOTORYJ NEPRIMENIM K SLOWAM IZ F �X�� NE WHODQ�IM W OBLASTX

OPREDELENIQ FUNKCII f �

nA OSNOWE OPREDELENIQ NORMALXNO WY�ISLIMOJ SLOWARNOJ FUNKCII MOVNO DATX OPREDELENIE
NORMALXNO WY�ISLIMOJ �ASTI�NOJ �ISLOWOJ FUNKCII� NAPRIMER� NIVESLEDU��IM OBRAZOM�

oPREDELENIE �� �ASTI�NAQ �ISLOWAQ FUNKCIQ f�x�� � � � � xn� NAZYWAETSQ NORMALXNO WY�ISLI�
MOJ� ESLI NAJDETSQ TAKOE RAS�IRENIE X ALFAWITA X � f�� �g I TAKOJ N� A� m� P � KOTORYJ

�� ESLI f�x�� � � � � xn� OPREDELENO� TO

P SLOWO ��x�� � � ���xn� PERERABATYWAET W SLOWO ��f�x������xn� �PO�PREVNEMU �� � I��

�� ESLI VE f�x�� � � � � xn� NE OPREDELENO� TO N� A� m� P NEPRIMENIM K SLOWU ��x�� � � ���xn��

pRIMER �� w ALFAWITE f�g N� A� m� fI� �� NORMALXNO WY�ISLQET SLOWARNU� FUNKCI� f��x� �
� �x���

pRIMER �� �ISLOWAQ FUNKCIQ SLEDOWANIQ s�x� � x � � QWLQETSQ NORMALXNO WY�ISLIMOJ� TAK
KAK SU�ESTWUET N� A� m�� UDOWLETWORQ��IJ OPREDELENI���

� � ���
� � ���

pRIMER 	� pOKAVEM� �TO FUNKCIQ f�x� y� � x�y QWLQETSQ NORMALXNO WY�ISLIMOJ� rASSMOTRIM
N� A� m�� OPREDELQEMYJ SHEMOJ� �����

����
��� � ���
��� � �� � �
��� � �� � �
��� � �� � �

o�EWIDNO� �TO
� �� � � ��� �z �

x

� �� � � ��� �z �
y

�  � �� � � ��� �z �
x�y

�

�TO I OZNA�AET� �TO RASSMOTRENNYJ N� A� m� NORMALXNO WY�ISLQET FUNKCI� f�x� y� � x� y�

��
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pRIMER �� lEGKO UBEDITXSQ W TOM� �TO SHEMA N� A� m��

�b� �� a� � �a �a� �b

�b� �� a� � �a �a� �b

�b� �� a� � �a �a� �b

�b� �� a� � �a �a� �b

�b� �� a� � �a �a� �b

�b� �� a� � �a �a� �b

�b� �� a� � �a �a� �b

�b� 
� a� � �a �a� �b


b� � a
 � 
a 
a� 
b

b� b� a � a a� b

b� �� I� a

NORMALXNO WY�ISLQET FUNKCI� f�x� � x � � W DESQTIRI�NOJ SISTEME S�ISLENIQ �W ALFAWITE
X � f�� �� �� ������ �� ��
�g�� zDESX W KA�ESTWE RAS�IRENIQ X ALFAWITA X RASSMATRIWAETSQ ALFA	
WIT X � X

Sfa� bg�
	��� pRINCIP NORMALIZACII mARKOWA� sOZDATELEM TEORII NORMALXNYH ALGORITMOW

QWLQETSQ SOWETSKIJ MATEMATIK a� a� mARKOW ��������� iM BYLA WYDWINUTA ESTESTWENNO	
NAU�NAQ GIPOTEZA� PODOBNAQ TEZISAM ��ER�A I tX�RINGA� oNA POLU�ILA NAZWANIE PRINCIP NORMA�
LIZACII mARKOWA�

pRINCIP NORMALIZACIImARKOWA� �ASTI�NAQ �ISLOWAQ FUNKCIQ QWLQETSQ WY�ISLIMOJ TOG�
DA I TOLXKO TOGDA� KOGDA ONA QWLQETSQ NORMALXNO WY�ISLIMOJ�

oTMETIM� �TO a� a� mARKOWYM VE DOKAZANO� �TO KLASS NORMALXNO WY�ISLIMYH FUNKCIJ SOW	
PADAET S KLASSOM �ASTI�NO REKURSIWNYH FUNKCIJ �I� SLEDOWATELXNO� S KLASSOM WY�ISLIMYH PO
tX�RINGU FUNKCIJ�� iZ �TOGO REZULXTATA WYTEKAET �KWIWALENTNOSTX PRINCIPA NORMALIZACII
mARKOWA TEZISAM ��ER�A I tX�RINGA� �TO OZNA�AET� �TO TEORII REKURSIWNYH FUNKCIJ� MA�IN
tX�RINGA I NORMALXNYH ALGORITMOW mARKOWA RAWNOSILXNY� w RAZNOE WREMQ W RAZNYH STANAH
U�ENYE NEZAWISIMO DRUG OT DRUGA� IZU�AQ INTUITIWNOE PONQTIE ALGORITMA I ALGORITMI�ESKOJ
WY�ISLIMOSTI� SOZDALI TEORII� OPISYWA��IE DANNOE PONQTIE� KOTORYE OKAZALISX RAWNOSILXNY	
MI� eSLI BY ODIN IZ �TIH KLASSOW OKAZALSQ �IRE KAKOGO	LIBO DRUGOGO� TO SOOTWETSTWU��IJ TEZIS
��ER�A� tX�RINGA ILI mARKOWA BYL BY OPROWERGNUT� nAPRIMER� ESLI BY KLASS NORMALXNO WY	
�ISLIMYH FUNKCIJ OKAZALSQ �IRE KLASSA REKURSIWNYH FUNKCIJ� TO SU�ESTWOWALA BY NORMALXNO
WY�ISLIMAQ� NO NE REKURSIWNAQ FUNKCIQ� w SILU EE NORMALXNOJ WY�ISLIMOSTI I PRINCIPA NORMA	
LIZACII mARKOWA ONA BYLA BY ALGORITMI�ESKI WY�ISLIMA W INTUITIWNOM PONIMANII ALGORITMA�
I PREDPOLOVENIE OB EE NEREKURSIWNOSTI OPROWERGALO BY TEZIS ��ER�A� oDNAKO �TI KLASSY FUNK	
CIJ SOWPADA�T� �TO SLUVIT E�E ODNIM KOSWENNYM PODTWERVDENIEM TEZISOW ��ER�A� tX�RINGA
I PRINCIPA NORMALIZACII mARKOWA� oTMETIM� �TO SU�ESTWU�T E�E I DRUGIE WARIANTY TEORIJ
ALGORITMOW� FORMALIZU��IH INTUITIWNOE PONQTIE ALGORITMA� I DLQ WSEH NIH TAKVE DOKAZANA
IH RAWNOSILXNOSTX S RASSMOTRENNYMI TEORIQMI�

	��� nOWYE TERMINY� pODSLOWA I WHOVDENIQ SLOW W DRUGIE SLOWA� mARKOWSKAQ PODSTA	
NOWKA� FORMULA MARKOWSKOJ PODSTANOWKI� pRIMENIMYE I NEPRIMENIMYE PODSTANOWKI K DANNO	
MU SLOWU� zAKL��ITELXNYE PODSTANOWKI� sHEMA NORMALXNOGO ALGORITMA� nORMALXNYJ ALGORITM
�mARKOWA�� OPREDELQEMYJ DANNOJ SHEMOJ� pERERABOTKA N� A� m� ODNOGO SLOWA W DRUGOE� pRIME	
NIMYJ I NEPRIMENIMYJ N� A� m� K DANNOMU SLOWU� nORMALXNO WY�ISLIMYE FUNKCII� pRINCIP
NORMALIZACII mARKOWA�

	��� kONTROLXNYE WOPROSY�

�� sKOLXKO WHOVDENIJ IMEET SLOWO aa W SLOWO aaaa�

���



x �� nORMALXNYE ALGORITMY mARKOWA

�� nAJDITE� SubIa�ABRAKADABRA�� SubIAB�SubIADABRA�ABRAKADABRA��� SubIAM�AMA�� SubIR�AMBAR��

SubLR�AMBAR�� Sub
UG
AMB�AMBAR�� SubIRAB�AMBAR�� SubIBAR�AMBAR��

�� iZMENITSQ LI N� A� m�� ESLI W OPREDELQ��EJ EGO SHEME DWE PODSTANOWKI POMENQTX MESTAMI�

�� iZWESTNO� �TO PROCESS POSTROENIQ POSLEDOWATELXNOSTI SLOW W DANNOM N� A� m� ISHODQ IZ
DANNOGO SLOWA A NIKOGDA NE ZAWER�AETSQ� �TO MOVNO SKAZATX PO �TOMU POWODU�

�� nI ODNA IZ PODSTANOWOK SHEMY� OPREDELQ��EJ N� A� m� NEPRIMENIMA K SLOWU A� �TO QWLQETSQ
REZULXTATOM PRIMENENIQ N� A� m� K SLOWU A�

	��� uPRAVNENIQ�

�� pOSTROJTE SHEMY DLQ NORMALXNOGO WY�ISLENIQ �ASTI�NYH �ISLOWYH FUNKCIJ� o�x� � ��
f�x� y� � x� f�x� y� � y� f�x� y� z� � x� f�x� y� z� � z� f�x� y� z� � y�

�� dOKAVITE NORMALXNU� WY�ISLIMOSTX FUNKCIJ� f�x� � �x� f�x� � x � �� f�x� � x � ��
f�x� � x� �� f�x� � x� �� f�x� � x� y�

�� dOKAVITE� �TO SUPERPOZICIQ NORMALXNO WY�ISLIMYH FUNKCIJ NORMALXNO WY�ISLIMA�

�� dOKAVITE �KWIWALENTNOSTX PRINCIPA NORMALIZACII mARKOWA TEZISAM ��ER�A I tX�RINGA�

���



x �� aLGORITMI�ESKI NERAZRE�IMYE PROBLEMY

aLGORITMI�ESKIE PROBLEMY� nEWY�ISLIMYE FUNKCII� rEKURSIWNYE MNOVESTWA� pROBLEMA
OB�EZNA�IMOSTI FORMUL ALGEBRY PREDIKATOW� dIOFANTOWY URAWNENIQ�

aLGORITMI�ESKAQ PROBLEMA � �TO PROBLEMA� W KOTOROJ TREBUETSQ NAJTI EDINYJ METOD �ALGO	
RITM� DLQ RE�ENIQ BESKONE�NOJ SERII ODNOTIPNYH ZADA��tAKIE PROBLEMY WOZNIKALI I RE�ALISX
W RAZLI�NYH OBLASTQH MATEMATIKI NA PROTQVENII WSEJ EE ISTORII� pRIMERY TAKIH PROBLEM RAS	
SMATRIWALISX W x ��

uVE OTME�ALOSX� �TO W NA�ALE XX WEKA U MATEMATIKOW NA�ALI POQWLQTXSQ PODOZRENIQ� �TO NE	
KOTORYE ALGORITMI�ESKIE PROBLEMY NE IME�T RE�ENIQ� w SWQZI S �TIM WOZNIKLA NEOBHODIMOSTX
DATX TO�NOE OPREDELENIE SAMOMU PONQTI� ALGORITMA� mY POZNAKOMILISX S NESKOLXKIMI SPOSO	
BAMI TAKOGO UTO�NENIQ� I W �TOM PARAGRAFE PRIWEDEM PRIMERY ALGORITMI�ESKI NERAZRE�IMYH
PROBLEM�

���� nEWY�ISLIMYE FUNKCII� pUSTX K�R� KWT� KNW � KLASSY �ASTI�NYH �ISLOWYH
FUNKCIJ� WSEH �ASTI�NO REKURSIWNYH� WSEH WY�ISLIMYH PO tX�RINGU I WSEH NORMALXNO WY�IS	
LIMYH SOOTWETSTWENNO� w SOOTWETSTWII S TEOREMOJ ����� I P� VII����� WSE �TI KLASSY SOWPADA�T�

K�R � KWT � KNW

eSLI KIW � KLASS WSEH INTUITIWNO WY�ISLIMYH �ASTI�NYH �ISLOWYH FUNKCIJ� TO W SOOT	
WETSTWII S TEZISOM �ER�A �TEZISOM tX�RINGA� PRINCIPOM NORMALIZACII mARKOWA� IMEEM�

KIW � K�R � KWT � KNW�

uSLOWIMSQ �ASTI�NYE �ISLOWYE FUNKCII PREDSTAWLQTX �SLOWARNYMI� FUNKCIQMI W ALFAWITE
f�� �g� nAPRIMER� ESLI

f�x�� x�� � � � � xn� � y�

TO SOOTWETSTWU��U� SLOWARNU� FUNKCI�� KOTORU� OBOZNA�IM TOJ VE BUKWOJ f � OPREDELIM TAK�

f��� � � ��� �z �
x�

� �� � � ��� �z �
x�

� � � �� �� � � ��� �z �
xn

� � �� � � ��� �z �
y

�

eSLI f � NORMALXNO WY�ISLIMAQ FUNKCIQ� TO ESTX f � KNW� TO SU�ESTWUET N� A� m�� OPREDE	
LQEMYJ SHEMOJ �����

����
B� � C����

B� � C����

� � � � � � � � � � � �

Bs � Cs�s�

W NEKOTOROM RAS�IRENII f�� �gSXf ALFAWITA f�� �g� GDE �i � f��Ig� KOTORYJ SLOWO
�� � � ��� �z �

x�

� �� � � ��� �z �
x�

� � � �� �� � � ��� �z �
xn

PERERABATYWAET W SLOWO
�� � � ��� �z �

y	f�x������xn

�

dLQ KAVDOJ NORMALXNO WY�ISLIMOJ FUNKCII f SHEMA N� A� m� SODERVIT KONE�NOE �ISLO POD	
STANOWOK� KAVDAQ IZ KOTORYH SODERVIT KONE�NOE �ISLO SIMWOLOW� tAKIM OBRAZOM� MNOVESTWO Xf �
KONE�NO� DLQ WSQKOJ NORMALXNO WY�ISLIMOJ FUNKCII� tAK KAK OBOZNA�ENIE SIMWOLOW Xf NE IMEET
ZNA�ENIQ �LI�X BY ONI BYLI OTLI�NY OT UVE ISPOLXZUEMYH SIMWOLOW �� ���� �� � � ��� TO WZQW W
KA�ESTWE Xf DLQ WSEH f ODNO I TO VE S�ETNOE MNOVESTWO X � fx�� x�� � � �g� WSQKIJ N� A� m�� WY�IS	
LQ��IJ NEKOTORU� NORMALXNO WY�ISLIMU� FUNKCI�� MOVNO ZAPISATX W WIDE SLOWA �KONE�NOJ
POSLEDOWATELXNOSTI SIMWOLOW� W ALFAWITE�

I � X
�
f�� ���� �� � �g�

���



x 	� aLGORITMI�ESKI NERAZRE�IMYE PROBLEMY

KOTORYJ� O�EWIDNO� S�ETEN� �TO ZNA�IT� �TO MNOVESTWO WSEH N� A� m�� WY�ISLQ��IH NORMALXNO
WY�ISLIMYE �ASTI�NYE �ISLOWYE FUNKCII� QWLQETSQ S�ETNYM�

tAKIM OBRAZOM� KLASS KNW NORMALXNO WY�ISLIMYH �ASTI�NYH �ISLOWYH FUNKCIJ S�ETEN� nO
MNOVESTWO WSEH �ASTI�NYH �ISLOWYH FUNKCIJ IMEET MO�NOSTX KONTINUUMA� �TO OZNA�AET� �TO
SU�ESTWU�T �ASTI�NYE �ISLOWYE FUNKCII� NE QWLQ��IESQ NORMALXNO WY�ISLIMYMI I� SLEDO	
WATELXNO� NE QWLQ��IESQ REKURSIWNYMI I NE QWLQ��IESQ WY�ISLIMYMI PO tX�RINGU� tAKIE
�ISLOWYE FUNKCII NAZOWEM NEWY�ISLIMYMI�

���� pRIMER NEWY�ISLIMOJ FUNKCII� tAK KAK NORMALXNO WY�ISLIMYH FUNKCIJ S�ET	
NOE MNOVESTWO� TO PERENUMERUEM WSE �TI FUNKCII� tAKIM OBRAZOM� WSQKAQ NORMALXNAQ FUNKCIQ
IMEET NEKOTORYJ NOMER� pUSTX ��� ��� ��� � � �� WSE NORMALXNO WY�ISLIMYE FUNKCII� oPREDELIM
�ISLOWU� FUNKCI� f SLEDU��IM OBRAZOM�

f�x� �

�
�x�x� � �� ESLI �x�x� OPREDELENO�

�� ESLI �x�x� NE OPREDELENO�

eSLI PREDPOLOVITX� �TO FUNKCIQ f�x� NORMALXNO WY�ISLIMA� TO POLU�IM� �TO f�x� � �k�x�
DLQ NEKOTOROGO k � N�� tAK KAK f�x� WS�DU OPREDELENA� TO I �k�x� OPREDELENA WS�DU NA N��
tOGDA

f�k� � �k�k��

nO PO OPREDELENI� FUNKCII f�x� IMEEM�

f�k� � �k�k� � ��

iZ DWUH POSLEDNIH RAWENSTW POLU�AEM PROTIWORE�IWOE RAWENSTWO�

�k�k� � �k�k� � ��

tAKIM OBRAZOM� OPREDELENNAQ WY�E FUNKCIQ f�x� NE QWLQETSQ NORMALXNO WY�ISLIMOJ� I POTOMU
NE QWLQETSQ WY�ISLIMOJ PO tX�RINGU I �ASTI�NO REKURSIWNOJ� TO ESTX DLQ WY�ISLENIQ WSEH EE
ZNA�ENIJ NE SU�ESTWUET ALGORITMA�

��	� rEKURSIWNYE MNOVESTWA�

oPREDELENIE �� pUSTX A � N�� �ISLOWAQ FUNKCIQ


A �

�
�� ESLI x � A
�� ESLI x �� A

NAZYWAETSQ HARAKTERISTI�ESKOJ FUNKCIEJ MNOVESTWA A�

pRIMER ��
�� eSLI A � �� TO 
��x� � ��
�� eSLI A � N�� TO 
N�

�x� � ��

oPREDELENIE �� �ISLOWOE MNOVESTWO A � N� NAZYWAETSQ REKURSIWNYM� ESLI EGO HARAKTE�
RISTI�ESKAQ FUNKCIQ 
A QWLQETSQ REKURSIWNOJ�

mNOVESTWO� NE QWLQ��EESQ REKURSIWNYM NAZYWAETSQ NEREKURSIWNYM�

pRIMER ��
��iZ PRIMERA ����� WIDNO� �TO PUSTOE MNOVESTWO I MNOVESTWON� QWLQ�TSQ REKURSIWNYMI� TAK

KAK IH HARAKTERISTI�ESKIE FUNKCII QWLQ�TSQ REKURSIWNYMI� w SAMOM DELE� 
��x� � � � s�o�x��
I 
N�

�x� � � � o�x�� GDE o�x� I s�x� � PROSTEJ�IE FUNKCII�
�� pUSTX A � fa�� a�� � � � � ang � PROIZWOLXNOE KONE�NOE MNOVESTWO�pOKAVEM� �TO ONO QWLQETSQ

REKURSIWNYM�

���
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lEGKO PONQTX� �TO EGO HARAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ ESTX


A�x� � Sg jx� a�j � Sg jx� a�j � � � � � Sg jx� anj� GDE Sg�x� �

�
�� ESLI x � �
�� ESLI x � ��

dEJSTWITELXNO� ESLI x � A� TO x � ak� GDE ak � A� sLEDOWATELXNO� Sg jx � akj � �� A PO�TOMU
I 
A�x� � �� eSLI VE x �� A� TO Sg jx � aij � � DLQ WSEH i � �� � � � � n� zNA�IT� W �TOM SLU�AE�

A�x� � ��

pOKAVEM� �TO 
A�x� QWLQETSQ PRIMITIWNO REKURSIWNOJ� A ZNA�IT I REKURSIWNOJ� wIDNO� �TO
FUNKCIQ 
A�x� POLU�ENA PRI POMO�I SUPERPOZICIJ IZ FUNKCIJ xy� Sg�x� I jx � yj� pOKAVEM
TEPERX� �TO KAVDAQ IZ �TIH FUNKCIJ QWLQETSQ PRIMITIWNO REKURSIWNOJ�

A� fORMULY
x � � � � � o�x�

x�y � �� � xy � x � I�� �x� y� xy� � xy

POKAZYWA�T� �TO FUNKCIQ xy POLU�ENA PRI POMO�I OPERATORA PRIMITIWNOJ REKURSII IZ PRIMI	
TIWNO REKURSIWNYH FUNKCIJ �FUNKCIQ x�y QWLQETSQ PRIMITIWNO REKURSIWNOJ� SM� PRIMER �������
A ZNA�IT QWLQETSQ PRIMITIWNO REKURSIWNOJ�

B� fORMULY
Sg��� � � � o�x�

Sg�x� �� � � � s�o�x��

POKAZYWA�T� �TO FUNKCIQ Sg�x� POLU�ENA PRI POMO�I OPERATORA PRIMITIWNOJ REKURSII IZ PRI	
MITIWNO REKURSIWNYH FUNKCIJ� A ZNA�IT QWLQETSQ PRIMITIWNO REKURSIWNOJ�

W� zAMETIM� �TO jx� yj � �x �� y� � �y ��x�� GDE FUNKCIQ

x �� y �

�
x� y� ESLI x � y
�� ESLI x � y

NAZYWAETSQ USE�ENNOJ RAZNOSTX��
fORMULY

x �� � � x � I�� �x�

x ���y � �� � �x �� y� �� � � I�� �x� y� x �� y� �� �

POKAZYWA�T� �TO FUNKCIQ x �� y POLU�ENA PRI POMO�I OPERATORA PRIMITIWNOJ REKURSII IZ PRI	
MITIWNO REKURSIWNYH FUNKCIJ �DOKAVITE SAMOSTOQTELXNO� �TO FUNKCIQ x �� � QWLQETSQ PRIMI	
TIWNO REKURSIWNOJ�� A ZNA�IT QWLQETSQ PRIMITIWNO REKURSIWNOJ�

pROBLEMOJ WHOVDENIQ DLQ �ISLOWOGO MNOVESTWA A NAZYWAETSQ ZADA�A OTYSKANIQ ALGORITMA�
KOTORYJ PO STANDARTNOJ ZAPISI �NAPRIMER� DESQTI�NOJ� PROIZWOLXNOGO NATURALXNOGO �ISLA a
POZWOLQET UZNATX� PRINADLEVIT LI �ISLO a MNOVESTWU A ILI NET� TO ESTX POZWOLQET WY�ISLQTX
ZNA�ENIQ HARAKTERISTI�ESKOJ FUNKCII MNOVESTWA A� w SILU TEZISA ��ER�A SU�ESTWOWANIE TAKOGO
ALGORITMA RAWNOSILXNO REKURSIWNOSTI HARAKTERISTI�ESKOJ FUNKCII� pO�TOMU MOVNO SKAZATX�
�TO REKURSIWNYE MNOVESTWA � �TO MNOVESTWA S ALGORITMI�ESKI RAZRE�IMOJ PROBLEMOJ WHOV	
DENIQ�

nAKONEC OTMETIM� �TO PONQTIE REKURSIWNOGO MNOVESTWA MOVNO RASPROSTRANITX I NA MNOVES	
TWA� NE QWLQ��IESQ �ISLOWYMI� dLQ �TOGO MOVNO� NAPRIMER� PERENUMEROWATX �LEMENTY PROIZ	
WOLXNOGO NE BOLEE �EM S�ETNOGO MNOVESTWA M I RASSMATRIWATX �ISLOWYE MNOVESTWA INDEKSOW
�LEMENTOW M �

���� oB�EZNA�IMYE FORMULY ALGEBRY PREDIKATOW� dLQ FORMUL ALGEBRY WYSKAZY	
WANIJ SU�ESTWUET ALGORITM� POZWOLQ��IJ OPREDELITX QWLQETSQ DANNAQ FORMULA TAWTOLOGIEJ
ILI NET� tAKIM ALGORITMOM QWLQETSQ POSTROENIE TABLICY ISTINNOSTI� oDNAKO� �TOT ALGORITM
NE PRIMENIM DLQ FORMUL ALGEBRY PREDIKATOW� TAK KAK TAKIE FORMULY RASSMATRIWA�TSQ I NA
BESKONE�NYH MNOVESTWAH� DLQ KOTORYH PROCESS POSTROENIQ TABLIC ISTINNOSTI QWLQETSQ BESKO	
NE�NYM� wOZNIKAET WOPROS� SU�ESTWUET LI ALGORITM� POZWOLQ��IJ DLQ PROIZWOLXNOJ FORMULY
ALGEBRY PREDIKATOW USTANOWITX ZA KONE�NOE �ISLO �AGOW QWLQETSQ DANNAQ FORMULA OB�EZNA�IMOJ
ILI NET� oTRICATELXNYJ OTWET NA �TOT WOPROS DAET TEOREMA� POLU�ENNAQ ��ER�EM W ��� GODU�

���



x 	� aLGORITMI�ESKI NERAZRE�IMYE PROBLEMY

tEOREMA �� sOWOKUPNOSTX WSEH OB�EZNA�IMYH FORMUL ALGEBRY PREDIKATOW QWLQETSQ NEREKUR�
SIWNYM MNOVESTWOM�

oDNAKO� OTSUTSTWIE ALGORITMA� POZWOLQ��EGO USTANOWITX QWLQETSQ LI PROIZWOLXNAQ FORMULA
ALGEBRY PREDIKATOW OB�EZNA�IMOJ� E�E NE OZNA�AET� �TO DLQ KAVDOJ KONKRETNOJ FORMULY �TOT
WOPROS NELXZQ RE�ITX� bOLEE TOGO� SU�ESTWU�T ALGORITMY� POZWOLQ��IE OPREDELQTX OB�EZNA	
�IMOSTX FORMULY DLQ NEKOTORYH �ASTNYH WIDOW FORMUL� nAPRIMER� IZWESTNO� �TO DLQ FORMUL
ALGEBRY PREDIKATOW� SODERVA�IH TOLXKO ODNOMESTNYE PREDIKATNYE PEREMENNYE �TA PROBLEMA
IMEET RE�ENIE� sU�ESTWU�T I NEKOTORYE DRUGIE MNOVESTWA FORMUL ALGEBRY PREDIKATOW� KOTO	
RYE QWLQ�TSQ REKURSIWNYMI� TO ESTX DLQ KOTORYH ALGORITMI�ESKAQ PROBLEMA OB�EZNA�IMOSTI
RAZRE�IMA�

���� dIOFANTOWY URAWNENIQ� pUSTX F �x�� x�� � � � � xn� � MNOGO�LEN OT PEREMENNYH x��
x�� � � � � xn S CELYMI KO�FFICIENTAMI� uRAWNENIE WIDA

F �x�� x�� � � � � xn� � ��

NAZYWAETSQ DIOFANTOWYM� nA MEVDUNARODNOM MATEMATI�ESKOM KONGRESSE W pARIVE W ��� GODU
d� gILXBERTOM BYLA SFORMULIROWANA ODNA IZ NAIBOLEE ZNAMENITYH ALGORITMI�ESKIH PROBLEM
MATEMATIKI� �nAJTI ALGORITM� POZWOLQ��IJ DLQ L�BOGO DIOFANTOWA URAWNENIQ OPREDELITX EGO
RAZRE�IMOSTX ILI NERAZRE�IMOSTX W CELYH �ISLAH�� �TA PROBLEMA IZWESTNA KAK ��	Q PROBLEMA
gILXBERTA�

�TA I MNOGIE DRUGIE ALGORITMI�ESKIE PROBLEMY STIMULIROWALI POQWLENIE W ��	H GODAH NA	
�EGO STOLETIQ I DALXNEJ�EE BURNOE RAZWITIE TEORII ALGORITMOW� ��	Q VE PROBLEMA gILXBERTA
BYLA OTRICATELXNO RE�ENA W ��� GODU� sOWETSKIM MATEMATIKOM �� w� mATIQSEWI�EM BYLA
DOKAZANA ALGORITMI�ESKAQ NERAZRE�IMOSTX W OB�EM WIDE ��	OJ PROBLEMY gILXBERTA�

e�E RAZ OTMETIM� �TO ALGORITMI�ESKAQ NERAZRE�IMOSTX OZNA�AET LI�X OTSUTSTWIE EDINOGO
SPOSOBA DLQ RE�ENIQ WSEH EDINI�NYH ZADA� DANNOJ SERII� W TO WREMQ KAK KAVDAQ INDIWIDUALXNAQ
ZADA�A SERII WPOLNE MOVET BYTX RE�ENA SWOIM INDIWIDUALXNYM SPOSOBOM� bOLEE TOGO� MOVET
SU�ESTWOWATX ALGORITM DLQ RE�ENIQ ZADA� NEKOTOROGO BESKONE�NOGO PODKLASSA DANNOGO KLASSA
ZADA�� nAPRIMER� DLQ �ASTNOGO SLU�AQ DIOFANTOWA URAWNENIQ

anx
n � an��x

n�� � � � �� a�x� a� � �� GDE a�� � � � � an � N� ���

HORO�O IZWESTNO� �TO WSE EGO CELYE KORNI SLEDUET ISKATX SREDI DELITELEJ SWOBODNOGO �LENA a��
tAKIM OBRAZOM� DLQ KLASSA DIOFANTOWYH URAWNENIJ� SOSTOQ�EGO IZ URAWNENIJ WIDA ��� SU�EST	
WUET ALGORITM� POZWOLQ��IJ NAHODITX WSE CELYE RE�ENIQ KAVDOGO URAWNENIQ �TOGO KLASSA�

���� nOWYE TERMINY� nEWY�ISLIMAQ FUNKCIQ� hARAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ DANNOGO
MNOVESTWA� rEKURSIWNOE MNOVESTWO�pROBLEMA WHOVDENIQ� uSE�ENNAQ RAZNOSTX� dIOFANTOWO URA	
WNENIE�

���� kONTROLXNYE WOPROSY�

�� iZ KAKIH OB�IH SOOBRAVENIJ SLEDUET SU�ESTWOWANIE NEWY�ISLIMYH FUNKCIJ�

�� sLEDUET LI IZ REKURSIWNOSTI DANNOGO �ISLOWOGO MNOVESTWA SU�ESTWOWANIE ALGORITMA� POZ	
WOLQ��EGO OPREDELITX� QWLQETSQ LI PROIZWOLXNOE �ISLO �LEMENTOM �TOGO MNOVESTWA ILI
NET�

�� qWLQETSQ LI REKURSIWNYM MNOVESTWO WSEH �ETNYH �ISEL�

�� oPI�ITE ALGORITM NAHOVDENIQ WSEH CELYH KORNEJ MNOGO�LENA OT x S CELYMI KO�FFICIEN	
TAMI�

���



gLAWA VII� oSNOWY TEORII ALGORITMOW

���� uPRAVNENIQ�

�� dOKAVITE� �TO WSEH MYSLIMYH MA�IN tX�RINGA� OTLI�A��IHSQ MEVDU SOBOJ PO SU�ESTWU
SWOEJ RABOTY� IMEETSQ BOLEE� �EM S�ETNOE MNOVESTWO�

�� rASSMOTRIM MNOVESTWO WSEH ODNOMESTNYH SLOWARNYH FUNKCIJ� ZADANNYH I PRINIMA��IH
ZNA�ENIQ W MNOVESTWE WSEH SLOW ODNO�LEMENTNOGO ALFAWITA A � f�g� dOKAVITE� �TO SREDI
�TIH FUNKCIJ IMEETSQ NEWY�ISLIMAQ PO tX�RINGU FUNKCIQ�

���



pRILOVENIE A

aLFAWITY

gOTI�ESKIJ ALFAWIT

A a � A G g � G M m � M S s � S Y y � Y

B b � B H h � H N n � N T t � T Z z � Z

C c � C I i � I O o � O U u � U

D d � D J j � J P p � P V v � V

E e � E K k � K Q q � Q W w � W

F f � F L l � L R r � R X x � X

gRE�ESKIJ ALFAWIT

A � � aLXFA H � � �TA N � � n� T � � tAU

B � � bETA � � � t�TA � � � kSI � � � iPSILON

� 	 � gAMMA I � � jOTA O o � oMIKRON � � � � fI

� � � dELXTA K � � kAPPA � �  � pI X 
 � hI

E ! " � �PSILON # � � lAMBDA P $ � � rO %  � pSI

Z & � dZETA M � � m� ' � ( � sIGMA ) * � oMEGA
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pRILOVENIE B

pREDMETNYJ UKAZATELX

MP � Modus Ponens �PRAWILO OTDELENIQ��




aKSIOMY� 
�
iw� 



aLGEBRA� ��
WYSKAZYWANIJ� ��
MNOVESTW� ��
PREDIKATOW �ap�� ���
RELEJNO	KONTAKTNYH �PEREKL��ATELXNYH�

SHEM� ��
aLGORITM� ���

NORMALXNYJ mARKOWA� ��

aLFAWIT MA�INY tX�RINGA

WNE�NIJ� ���
WNUTRENNIH SOSTOQNIJ� ���

bIEKCIQ� �
bINARNOE OTNO�ENIE� �


ANTISIMMETRI�NOE� ��
PORQDKA� ��
REFLEKSIWNOE� �

SIMMETRI�NOE� �

TRANZITIWNOE� �

�KWIWALENTNOSTI� �


wKL��ENIE MNOVESTW� 
NESTROGOE� 
STROGOE� 

wYWOD �DOKAZATELXSTWO�� 
�
wYWODIMAQ FORMULA �TEOREMA�� 
�
wYSKAZYWANIE� ��

KONKRETNOE� ��
PEREMENNOE� ��
PROSTOE� ��
SOSTAWNOE� ��

wYSKAZYWATELXNAQ FORMA� ���
wYSKAZYWATELXNYE PEREMENNYE� ��

gIPOTEZA� 
�
gRANICA

WERHNQQ� ��
NIVNQQ� ��
TO�NAQ WERHNQQ� ��
TO�NAQ NIVNQQ� ��

gRAF

SOOTWETSTWIQ� ��
UPORQDO�ENNOGO MNOVESTWA� ��

dWUHPOL�SNYE PEREKL��ATELI� ��
INWERSNYE� ��

dEKARTOWO PROIZWEDENIE� ��
dIOFANTOWO URAWNENIE� ���

zAKONY iw
DWOJNOGO OTRICANIQ� �
KONTRAPOZICII� �
OBOB�ENNOE PRAWILO PROTIWORE�IWOJ PO	

SYLKI� �
PERWOE PRAWILO OTRICANIQ IMPLIKACII�

�
PROTIWORE�IWOJ POSYLKI� �

zNA�ENIQ ISTINNOSTI� ��

iw �IS�ISLENIE WYSKAZYWANIJ�� 
�
iNTERPRETACIQ� ��


SOWMESTNAQ� ���
iNTUITIWNOE PONQTIE ALGORITMA� ���
iSTINNOSTNYE ZNA�ENIQ� ��

kWANTOR
OB�NOSTI ���� ���
SU�ESTWOWANIQ ���� ���

lOGI�ESKAQ WOZMOVNOSTX
OB�AQ� �

OB�AQ DLQ DWUH PREDIKATOW� ���
PREDIKATA� ���
FORMULY� �


lOGI�ESKIE SWQZKI� ��
DIZ��NKCIQ� ��� ��
IMPLIKACIQ� ��� ��
KON��NKCIQ� ��� ��
OTRICANIE� ��� ��
�KWIWALENCIQ� �


mARKOWSKAQ PODSTANOWKA� ���
mA�INA tX�RINGA� ���
mA�INY tX�RINGA

KOMANDY� ���
KONFIGURACIQ� ���
MEHANI�ESKOE USTROJSTWO� ���
MODELX� ���

��




pREDMETNYJ UKAZATELX

WNE�NQQ PAMQTX� ���
WNUTRENNQQ PAMQTX� ���
KONE�NAQ LENTA� ���
UPRAWLQ��AQ GOLOWKA� ���

PROGRAMMA� ���� ���
mNOVESTWO� 


BESKONE�NOE� 

KONE�NOE� 

PUSTOE� 

UNIWERSALXNOE� ��

mODELX DLQ MNOVESTWA FORMUL� ��

nEZAWISIMAQ SISTEMA AKSIOM� �

oBLASTX DEJSTWIQ KWANTOROW� ���
oBLASTX INTERPRETACII� ��

oBRAZ MNOVESTWA

POLNYJ� ��
oBRAZ SOOTWETSTWIQ� ��

POLNYJ� ��
oBRATIMAQ FUNKCIQ� ��
oBRATIMOE OTOBRAVENIE� ��
oBRATNAQ �ASTI�NAQ FUNKCIQ� �
oPERATOR

MINIMIZACII� ��

PRIMITIWNOJ REKURSII� ���
SUPERPOZICII �PODSTANOWKI�� ���

oPERACII NAD MNOVESTWAMI� ��
DOPOLNENIQ� ��
OB�EDINENIQ� ��
PERESE�ENIQ� ��
RAZNOSTX� ��

oTOBRAVENIE� �
BIEKTIWNOE� �
IN�EKTIWNOE� �
NA� �
S�R�EKTIWNOE� �

oTRICANIE DIZ��NKCII �OPERACIQ pIRSA�� ��
oTRICANIE KON��NKCII ��TRIH	EFERA�� ��

pAROSTRO�NAQ ZAPISX PREOBRAZOWA	
NIQ� ��

pERESTANOWKI� ��
pODMNOVESTWO

NESOBSTWENNOE� 
SOBSTWENNOE� 

pODSTANOWKA� ��
pOSLEDOWATELXNOSTX� ��
pRAWILO

ISKL��ENIQ PROMEVUTO�NOJ POSYLKI� 

OTDELENIQ �Modus Ponens�� 


SILLOGIZMA� 


pREDWARENNAQ NORMALXNAQ FORMA� ���
pREDIKAT� ���
pREDIKATNYE PEREMENNYE� ���� ���
pREDMETNYE PEREMENNYE� ���� ���

SWQZANNYE� ���
pREDMETY� ���
pREOBRAZOWANIE� ��

BIEKTIWNOE� ��
IN�EKTIWNOE� ��
KONE�NYH MNOVESTW� ��
OBRATIMOE� ��
S�R�EKTIWNOE� ��

pRIWEDENNAQ FORMA� ���
pRINCIP NORMALIZACII mARKOWA� ���
pROOBRAZ MNOVESTWA

POLNYJ� ��
pROOBRAZ SOOTWETSTWIQ� ��

POLNYJ� ��
pROTIWORE�IE� �

rAWNOSILXNYE NA MNOVESTWE FORMULY ap �
���

rAWNOSILXNYE FORMULY� �

rAWNOSILXNYE FORMULY ap� ���
rAZBIENIE MNOVESTWA� �

rELEJNO	KONTAKTNYH SHEM

ANALIZ� ��
SINTEZ� ��

rE�ETKA� ��

sWOBODNAQ PREDMETNAQ PEREMENNAQ� ���
sWOJSTWA ALGORITMA

DETERMINIROWANNOSTX� ���
DISKRETNOSTX� ���
MASSOWOSTX� ���
NAPRAWLENNOSTX �OPREDELENNOSTX�� ���
�LEMENTARNOSTX �AGOW� ���

sWOJSTWA LOGI�ESKIH OPERACIJ� �
kOMMUTATIWNOSTX OPERACIJ � I �� �
ASSOCIATIWNOSTX OPERACIJ � I �� �
DISTRIBUTIWNYE ZAKONY� �
ZAKON DWOJNOGO OTRICANIQ� �
ZAKON ISKL��ENNOGO TRETXEGO� �
ZAKON KONTRAPOZICII� �
ZAKON PROTIWORE�IQ� �
ZAKONY DE mORGANA� �
ZAKONY POGLO�ENIQ� �
IDEMPOTENTNOSTX OPERACIJ � I �� �
PRAWILO ISKL��ENIQ IMPLIKACII� ��
PRAWILO ISKL��ENIQ �KWIWALENCII� ��
SWOJSTWA PROTIWORE�IJ� �
SWOJSTWA TAWTOLOGIJ� �

sWOJSTWA OPERACIJ NAD MNOVESTWAMI
DWOJNOGO DOPOLNENIQ� ��
ASSOCIATIWNOSTX� ��
DE	mORGANA� ��
DISTRIBUTIWNOSTX� ��
IDEMPOTENTNOSTX� ��
KOMMUTATIWNOSTX� ��
POGLO�ENIQ� ��

��



pREDMETNYJ UKAZATELX

sWQZANNAQ PREDMETNAQ PEREMENNAQ� ���
sISTEMA SWQZOK� �

POLNAQ� �
sOOTWETSTWIE �OTNO�ENIE�� ��

OBLASTX ZNA�ENIJ� ��
OBLASTX OPREDELENIQ� ��
POLNOE� ��
PUSTOE� ��

sUPERPOZICIQ
SOOTWETSTWIJ� ��� ��
FUNKCIJ� ��

tABLICA
ISTINNOSTI� �
LOGI�ESKIH WOZMOVNOSTEJ� �


tABLICA ISTINNOSTI
PREDIKATA� ���

tAWTOLOGIQ� �
tEZIS ��ER�A� ���� ��
tEOREMA DEDUKCII� 
�� 


tEORIQ

AKSIOMATI�ESKAQ� 
�
LOGI�ESKIE SREDSTWA� 
�
NEPROTIWORE�IWAQ� �
POLNOTA FORMALXNOJ TEORII OTNOSITELX	

NO SODERVATELXNOJ� �
PROTIWORE�IWAQ� �
RAZRE�IMAQ� �
SODERVATELXNAQ� 
�
FORMALXNAQ� 
�

uPORQDO�ENNAQ PARA �LEMENTOW� ��
uPORQDO�ENNYE MNOVESTWA

WPOLNE� ��
LINEJNO �CEPI�� ��

fAKTORMNOVESTWO� �
fORMULA� ��

OSOBENNAQ� 

PRIWILEGIROWANNAQ� 

TOVDESTWENNO ISTINNAQ� �
TOVDESTWENNO LOVNAQ� �

fORMULA ap
WYPOLNIMAQ� ��

WYPOLNIMAQ W DANNOJ INTERPRETACII� ��

LOVNAQ �NEWYPOLNIMAQ� W DANNOJ INTER	

PRETACII� ��

LOVNAQ �PROTIWORE�IE�� ��

OB�EZNA�IMAQ� ��

TOVDESTWENNO ISTINNAQ� ��

TOVDESTWENNO LOVNAQ� ��

�LEMENTARNAQ� ���

fUNKCIQ� �
BIEKTIWNAQ� �
WY�ISLIMAQ� ���� ���
PO tX�RINGU� ���

IN�EKTIWNAQ� �
NORMALXNO WY�ISLIMAQ� ��
NULX	FUNKCIQ� ���
PRAWILXNO WY�ISLIMAQ
PO tX�RINGU� ���

PRIMITIWNO REKURSIWNAQ� ��
PROEKTIRU��AQ� ���
PROSTEJ�AQ� ���
REKURSIWNAQ� ���
SLEDOWANIQ� ���
S�R�EKTIWNAQ� �
�ASTI�NO REKURSIWNAQ� ��
�ASTI�NAQ
�ISLOWAQ� ���

�ASTI�NAQ FUNKCIQ� �

IN�EKTIWNAQ� �

�LEMENTY
MAKSIMALXNYJ� ��
MINIMALXNYJ� ��
NAIBOLX�IJ� ��
NAIMENX�IJ� ��
NESRAWNIMYE� ��
POKRYWA��IJ� ��
SRAWNIMYE� ��

qZYK ALGEBRY WYSKAZYWANIJ� �

qZYK ALGEBRY PREDIKATOW� ���

���




