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I bob. Tasodifiy hodisalar

1.1 Ehtimollar nazariyasining predmeti

Ehtimollar nazariyasi “tasodifiy tajribalar”, ya’ni natijasini oldindan
aytib bo‘lmaydigan tajribalardagi qonuniyatlatni o‘rganuvchi matematik
fandir. Bunda shunday tajribalar garaladiki, ularni o‘zgarmas (ya’ni, bir
xil) shartlar kompleksida hech bo‘lmaganda nazariy ravishda ixtiyoriy
sonda takrorlash mumkin, deb hisoblanadi. Bunday tajribalar har birining
natijasi tasodifiy hodisa ro‘y berishidan iboratdir. Insoniyat faoliyatining
deyarli hamma sohalarida shunday holatlar mavjudki, u yoki bu tajribalarni
bir xil sharoitda ko‘p matra takrorlash mumkin bo‘ladi. Ehtimollar
nazariyasini sinovdan-sinovga o°‘tishida natijalari turlicha bo‘lgan tajribalar
qizigtiradi. Biror tajribada ro‘y berish yoki bermasligini oldindan aytib
bo‘lmaydigan hodisalar tasodifiy hodisalar deyiladi. Masalan, tanga
tashlash tajribasida har bir tashlashga ikki tasodifiy hodisa mos keladi:
tanganing gerb tomoni tushishi yoki tanganing raqam tomoni tushishi.
Albatta, bu tajribani bir marta takrorlashda shu ikki tasodifiy hodisalardan
faqat bittasigina ro‘y beradi. Tasodifty hodisalarni biz tabiatda, jamiatda,
ilmiy tajribalarda, sport va qimor o‘yinlarida kuzatishimiz mumkin.
Umumlashtirib aytish mumkinki, tasodifiyat elementlarisiz rivojlanishni
tasavvur qilish qiyindir. Tasodifiyatsiz umuman hayotning va biologik
turlarning yuzaga kelishini, insoniyat tarihini, insonlarning 1jodiy
faoliyatini, sotsial-igtisodiy tizimlarning rivojlanishini tasavvur etib
bo‘lmaydi. Ehtimollar nazariyasi esa aynan mana shunday tasodifiy
bog‘ligliklarning matematik modelini  tuzish bilan shug‘illanadi.
Tasodifiyat insoniyatni doimo qiziqtirib kelgandir. Shu sababli ehtimollar
nazariyasi boshqa matematik fanlar kabi amaliyot talablariga mos ravishda
rivojlangan. Ehtimollar nazariyasi boshqa matematik fanlardan farqgli
o‘laroq nisbatan qisqa, ammo o‘ta shijoatlik rivojlanish tarixiga ega. Endi
qisqacha tarixiy ma’lumotlarni keltiramiz. Ommaviy tasodifiy hodisalarga
mos masalalarni sistematik ravishda o‘rganish va ularga mos matematik
apparatning yuzaga kelishi XVII asrga to‘g‘ri keladi. XVII asr boshida,
mashhur fizik Galiley fizik o‘lchashlardagi xatoliklarni tasodifiy deb
hisoblab, ularni 1lmiy tadqiqot qilishga uringan. Shu davrlarda kasallanish,
o‘lish, baxtsiz hodisalar statistikasi va shu kabi ommaviy tasodifly
hodisalardagi qonuniyatlarni tahlil gilishga asoslangan sug‘urtalanishning
umumiy nazariyasini yaratishga ham urinishlar bo‘lgan. Ammo, ehtimollar
nazariyasi matematik ilm sifatida murakkab tasodifiy jarayonlarning



o‘rganishdan emas, balki eng sodda qimor o‘yinlarini tahlil qilish
natijasida yuzaga kela boshlagan. Shu boisdan ehtimollar nazariyasining
paydo bo‘lishi XVII asr ikkinchi yarmiga mos keladi va u Paskal (1623-
1662), Ferma (1601-1665) va Gyuygens (1629-1695) kabi olimlarning
qimor o‘yinlarini nazariyasidagi tadqiqotlari bilan bog‘liqdir. Ehtimollar
nazariyasi rivojidagi katta qadam Yakov Bernulli (1654-1705) ilmiy
izlanishlari bilan bog‘liqdir. Unga, ehtimollar nazariyasining eng muhim
gonuniyati, deb hisoblanuvchi “katta sonlar qonuni” tegishlidir. Ehtimollar
nazariyasi rivojidagi yana bir muhim gadam de Muavr (1667-1754) nomi
bilan bog‘ligdir. Bu olim tomonidan normal qonun (yoki normal tagsimot)
deb ataluvchi muhim qonuniyat mavjudligi sodda holda asoslanib berildi.
Keyinchalik, ma’lum bo‘ldiki, bu qonuniyat ham, ehtimollar nazariyasida
muhim rol” o‘ynar ekan. Bu gonuniyat mavjudligini asoslovchi teoremalar
“markaziy limit teoremalar” deb ataladi. Ehtimollar nazariyasi
rivojlanishida katta hissa mashhur matematik Laplasga (1749-1827) ham
tegishlidir. U birinchi bo‘lib ehtimollar nazariyasi asoslarini gat’ty va
sistematik ravishda ta’rifladi, markaziy limit teoremasining bir formasini
isbotladi (Muavr-Laplas teoremasi) va ehtimollar nazariyasining bir necha
tadbiglarini keltirdi. Ehtimollar nazariyasi rivojidagi etarlicha darajada
oldinga siljish Gauss (1777-1855) nomi bilan bog‘ligdir. U normal
gonuniyatga yanada umumiy asos berdi va tajribadan olingan sonli
ma’lumotlarni gqayta ishlashning muhim usuli — “kichik kvadratlar usuli’ni
yaratdi. Puasson (1781-1840) katta sonlar qonunini umumlashtirdi va
ehtimollar nazariyasini 0o‘q uzish masalalariga qo‘lladi. Uning nomi bilan
chtimollar nazariyasida katta rol” o‘ynovchi tagsimot qonuni
nomlangandir. XVII va XIX asrlar uchun ehtimollar nazariyasining keskin
rivojlanishi va u bilan har tomonlama qiziqish xarakterlidir. Keyinchalik
chtimollar nazariyasi rivojiga Rossiya olimlari V.Ya. Bunyakovskiy (1804-
1889), P.L. Chebishev (1821-1894), A.A. Markov (1856-1922), A.M.
Lyapunov (1857-1918), A.Ya. Xinchin (1894-1959), V.I. Romanovskiy
(1879-1954), AN. Kolmogorov (1903-1987) va ularning shogirdlari
bebaho hissa qo‘shdilar. O‘zbekistonda butun dunyoga taniqli Sarimsokov
(1915-1995) va S.X. Sirojiddinov (1920-1988) larning muhim rollarini
alohida ta’kidlab o‘tish joizdir.
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1.2 Tasodifiy hodisalar, ularning klassifikatsiyasi

Dastlab ehtimollar nazariyasining asosiy tushunchalaridan biri
“tasodifty hodisa” tushunchasini keltiramiz. Natijasini oldindan aytib
bo‘lmaydigan tajriba o‘tkazilayotgan bo‘lsin. Bunday tajribalar ehtimollar
nazariyasida tasodifiy deb ataladi.

v' Tasodifiy hodisa(yoki hodisa) deb, tasodifiy tajriba natijasida ro‘y
berishi oldindan aniq bo‘lmagan hodisaga aytiladi.

Hodisalar, odatda, lotin alifbosining bosh harflari A B,C,...lar bilan
belgilanadi.

v' Tajribaning har qanday natijasi elementar hodisa deyiladi va o
orqali belgilanadi.

v" Tajribaning natijasida ro‘y berishi mumkin bo‘lgan barcha elementar
hodisalar to‘plami elementar hodisalar fazosi deyiladi va Q orqali
belgilanadi.

1.1-misol. Tajriba nomerlangan kub(o‘yin soqqasi)ni tashlashdan iborat
bo‘lsin. U holda tajriba 6 elementar hodisadan hodisalar o,,0,,0,,0,,0;,0,

lardan 1borat bo‘ladi. », hodisa tajriba natijasida i =123,4,56) ochko

77777

tushishini bildiradi. Bunda elementar hodisalar fazosi: Q={1,2,3,4.5,6}.

77777

v' Tajriba natijasida albatta ro‘y beradigan hodisaga mugarrar hodisa
deyiladi.
Elementar hodisalar fazosi mugarrar hodisaga misol bo‘la oladi.
Aksincha, umuman ro‘y bermaydigan hodisaga mumkin bo‘lmagan
hodisa deyiladi va u @ orqali belgilanadi.
1.1-misolda keltirilgan tajriba uchun quyidagi hodisalarni kiritamiz:
A={5 raqam tushishi};
B={juft raqam tushishi};
C={7 ragam tushishi};
D={butun ragam tushishi};
Bu yerda A va B hodisalar tasodifity, Chodisa mumkin bo‘lmagan va D
hodisa muqarrar hodisalar bo‘ladi.

1.3 Hodisalar ustida amallar

Tasodifiy hodisalar orasidagi munosabatlarni keltiramiz:
v A va B hodisalar yig‘indisi deb, A va B hodisalarning kamida
bittasi(ya’ni yoki A, yoki B, yoki A va B birgalikda) ro‘y berishidan
iborat C =AU B(C=A+B) hodisaga aytiladi.
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A va B hodisalar ko‘paytmasi deb, A va B hodisalar ikkilasi
ham(ya’ni A va B birgalikda)ro‘y berishidan iborat
C=AnB(C=A-B)hodisaga aytiladi.

A hodisadan B hodisaning ayirmasi deb, A hodisa ro‘y berib, B hodisa
ro‘y bermasligidan iborat C = 4\ B(C=A-B) hodisaga aytiladi.

v’ A hodisaga garama-qarshi 4 hodisa faqat va fagat A hodisa ro‘y
bermaganda ro‘y beradi(ya’ni 4 hodisa A hodisa ro‘y bermaganda ro‘y
beradi). 4 ni A uchun teskari hodisa deb ham ataladi.

v Agar A hodisa ro‘y berishidan B hodisaning ham ro‘y berishi kelib
chigsa A hodisa B hodisani ergashtiradi deyiladi va A< B ko‘rinishida
yoziladi.

v Agar Ac B va Bc 4 bo‘lsa, u holda A va B hodisalar teng(teng
kuchli) hodisalar deyiladi va A =B ko‘rinishida yoziladi.

1.2-misol. 4,8 va C -ixtiyoriy hodisalar bo‘lsin. Bu hodisalar orqgali
quyidagi hodisalarni ifodalang: D={uchchala hodisa ro‘y berdi}; E={bu
hodisalarning kamida bittasi ro‘y berdi}; F={bu hodisalarning birortasi
ham ro‘y bermadi}; G={bu hodisalarning faqat bittasi ro‘y berdi}.

Hodisalar ustidagi amallardan foydalanamiz: b=A~B~C(D=4-B-C);
E=A+B+C, F=4-B-C, G=A4-B-C+A4-B-C+A4-B-C.

Demak hodisalarni to‘plamlar kabi ham talqin etish mumkin ekan.

Belgilash | To‘plamlar nazariyasidagi | Ehtimollar nazariyasidagi talqini
talqini
Q Fazo (asosiy to‘plam) Elementar hodisalar fazosi,
mugarrar hodisa
0, 0eQ o fazo elementlari o elementar hodisa
4, AcQ A to‘plam A hodisa
AUB,A+B | A va B to‘plamlarning A va B hodisalar yig‘indisi (A
yig‘indisi, birlashmasi va B ning kamida biri ro‘y
berishidan 1borat hodisa)
AnB,A-B A va B to‘plamlarning A va B hodisalar ko‘paytmasi
kesishmasi (A va B ning birgalikda ro‘y
berishidan 1borat hodisa)
A\B,A-B Ato‘plamdan A hodisadan B hodisaning
B to‘plamning ayirmasi ayirmasi( A ning ro‘y berishi,
Bning 1oy bermasligidan iborat
hodisa)
@ Bo‘sh to‘plam Mumkin bo‘lmagan hodisa
A A to‘plamga to‘ldiruvchi A hodisaga teskari hodisa( A
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ning ri’y bermasligidan iborat)

Ao B=o , A va B to‘plamlar A va B hodisalar birgalikda
AB =0 kesishmaydi emas
Ac B Ato‘plam B ning gismi Ahodisa B ni ergashtiradi
A=B A va B to‘plamlar ustma- A va B hodisalar teng kuchli
ust tushadi

Hodisalar va wular wustidagi amallarni Eyler-Venn diarammalari
yordamida tushuntirish(tasavvur qilish) qulay. Hodisalar ustidagi amallarni
1-5 rasmlardagi shakllar kabi tasvirlash mumkin.

A+B A-B
1-rasm. 2-rasm.
A-B A
3-rasm. 4-rasm.
Ac B
5-rasm.
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Hodisalar ustidagi amallar quyidagi xossalarga ega:
e A+B=B+A, A-B=B-A4;

e (A+B)-C=A-C+B-C,;

¢ (A+B)+C=A+(B+C), (4-B)-C=A-(B-C);

o A+A=A, A-A=A;

o A+Q=Q, A-Q=4 A+D=4, A- D=9,

° A+Z=Q, A-Zzg;

D, A= ;

e T=0, Q=0,
e A-B=A-B;
e A+B=A-Bva A-B=A+B - de Morgan ikkilamchilik prinsipi.

1.3-misol.

a)(4 + B)-(A+ B) ifodani soddalashtiring.

Yugoridagi xossalardan foydalanamiz:
(A+B)-(A+B)=A-A+A-B+B-A+B-B=A+A-(B+B)+B=A+A-Q=A+A=4
Demak, (4+B)-(A+B) =4 ekan.

b) A4+ B=A4+4-B formulani isbotlang.
A+B=(A+B)-Q=4-Q+B-Q=A4-Q+B-(A+A)=A4-Q+(A+A)-B=
—4-Q+A-B+A-B=(Q+B)-A+A-B=Q-A+A-B=A+A-B.

1.4 Tasodifiy hodisalar. Hodisalar algebrasi

Ehtimollar nazariyasining asosiy tushunchalarini keltiramiz.

Natijasi tasodifiy bo'lIgan biror tajriba o' tkazilayotgan bo'Isin. Q-tajriba
natijasida ro'y berishi mumkin bo'lgan barcha elementar hodisalar
to'plami elementar hodisalar fazosi deyiladi; tajribaning natijasi « esa
elementar hodisa deyiladi.

v Agar O chekli yoki sanoqli to'plam bo'lsa (ya'ni elementlarini
natural sonlar yordamida nomerlash mumkin bo'lsa), u holda uning
ixtiyorily qism to plami A tasodifiy hodisa (yoki hodisa) deyiladi: A c Q.

O to'plamdagi A qism to'plamga tegishli elementar hodisalar A
hodisaga qulaylik yaratuvchi hodisalar deyiladi.

v O to'plam mugqarrar hodisa deyiladi. ©@-bo'sh to'plam mumkin
bo'lmagan hodisa deyiladi.

S-Q ning qism to’ plamlaridan tashkil topgan sistema bo’lsin.

v Agar

14



1. Jes, Qes;

2. A< S munosabatdan 4 e S kelib chigsa;
3. 4eS va BeS munosabatdan 4+BeS,4-BeS kelib chigsa S sistema
algebra tashkil etadi deyiladi.
Ta’kidlash joizki, 4+B=4-B, A-B=A+B ekanligidan 3 shartdagi A+BeS
va A-Be S munosabatlardan ixtiyoriy bittasini talab qilish yetarlidir.

1.4-misol.

DQ=F, =0, Q=.
Agar 3 shart o'rniga quyidagilarni talab qilsak 4,5, n=12,.,

§={J,Q2} sistema algebra tashkil etadi:

B+Q=Q

munosabatdan OAn €s, ﬁAn e S kelib chigsa § sistema c-algebra deyiladi.

n=1

Agar Q chekli yoki

n=1

sanoqli bo‘lsa,

Q-to'plamning barcha qism

to'plamlaridan tashkil topgan hodisalar sistemasi algebra tashkil etadi.

1.5 Ehtimollikning statistik ta’rifi

A hodisa n ta bog‘ligsiz tajribalarda n, marta ro‘y bersin. n, son 4

hodisaning chastotasi,

deyiladi.

n,

munosabat esa 4 hodisaning nisbiy chastotasi

Nisbiy chastotaning statistik turg‘unlik xossasi deb ataluvchi xossasi
mavjud, ya’ni tajribalar soni oshishi bilan nisbiy chastotasi ma’lum
gonuniyatga ega bo‘ladi va biror son atrofida tebranib turadi.

Misol sifatida tanga tashlash tajribasini olaylik. Tanga A={Gerb}
tomoni bilan tushishi hodisasini garaylik. Byuffon va K Pirsonlar
tomonidan o‘tkazilgan tajribalar natijasi quyidagi jadvalda keltirilgan:

Tajriba Tajribalar soni, n | Tushgan gerblar | Nisbiy chastota,
o‘tkazuvchi soni, 1y nyn
Byuffon 4040 2048 0.5080
K Pirson 12000 6019 0.5016
K Pirson 24000 12012 0.5005

Jadvaldan ko‘rinadiki, » ortgani sari ny/n nisbiy chastota %:0.5 ga

yaqinlashar ekan.
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v' Agar tajribalar soni etarlicha ko‘p bo‘lsa va shu tajribalarda biror A4
hodisaning nisbiy chastotasi biror o‘zgarmas son atrofida tebransa, bu
songa 4 hodisaning statistik ehtimolligi deyiladi.

A hodisaning ehtimolligi P(A) simvol bilan belgilanadi. Demak,

lim 24 = P(4) yoki yetarlicha katta # lar uchun 2 ~ p(4).
n—>o B n

Statistik ehtimollikning kamchiligi shundan 1boratki, bu yerda
statistik ehtimollik yagona emas. Masalan, tanga tashlash tajribasida
ehtimollik sifatida nafagat 0.5, balki 0.49 yoki 0.51 ni ham olishimiz
mumkin. Ehtimollikni aniq hisoblash uchun katta sondagi tajribalar
o‘tkazishni talab qiladi, bu esa amaliyotda ko‘p vaqt va xarajatlarni talab
qiladi.

Statistik ehtimollik quyidagi xossalarga ega:

1. 0 PA)<T,

2. P(@)=0;

3. P(Q)=1;

4. A-B=2 bo‘lsa, uholda P(A+B)=P(A)+P(B);

n
Isboti. 1) Ihtiyoriy 4 hodisaning chastotasi uchun 0<n, <n=0< 7/1 <1,

Etarlicha katta n lar uchun = ~ P(4) bo‘lgani uchun 0 < P(4) <1 bo‘ladi.

2) Mumkin bo‘lmagan hodisa uchun 7,=0.

3) Mugarrar hodisaning chastotasi n,=n.

4) Agar 4-B= bo‘lsa, uholda n, .z =n, +ny va
n, + ng n,

P(A+B)zn/;fB: - :7+n73zP(A)+P(B), -

1.6 Ehtimollikning klassik ta’rifi

Q chekli »n ta teng imkoniyatli elementar hodisalardan tashkil topgan
bo‘Isin.

v 4 hodisaning ehtimolligi deb, 4 hodisaga qulaylik yaratuvchi
elementar hodisalar soni k£ ning tajribadagi barcha elementar hodisalar soni
n ga nisbatiga aytiladi.

N _k

PO T

(1.6.1)
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Klassik ta’rifdan foydalanib, ehtimollik hisoblashda kombinatorika
elementlaridan foydalaniladi. Shuning uchun kombinatorikaning ba’zi
clementlari keltiramiz. Kombinatirikada qo‘shish va ko‘paytirish qoidasi
deb ataluvchi ikki muhim qoida mavjud.

A={a,,a,,.,a,} va B={b,b,,.,b } chekli to‘plamlar berilgan bo‘Isin.

v' Qo ‘shish qoidasi: agar A to‘plam elementlari soni #n va B to‘plam
elementlari soni m bo‘lib, 4-B=@(A va B to‘plamlar kesishmaydigan)
bo‘lsa, u holda 4+ B to‘plam elementlari soni n+m bo‘ladi.

v' Ko ‘paytirish qoidasi: A va B to‘plamlardan tuzilgan barcha (a,,5))
juftliklar to‘plami C={(al.,bj):l'=l,_n, j=1m} ning elementlari soni nm
bo‘ladi.

n ta elementdan m (0 <m<n)tadan tanlashda ikkita sxema mavjud:
qaytarilmaydigan va qaytariladigan tanlashlar. Birinchi sxemada olingan

elementlar gayta olinmaydi(orqgaga qaytarilmaydi), ikkinchi sxemada esa
har bir olingan element har gadamda o‘rniga qaytariladi.

I. Qaytarilmaydigan tanlashlar sxemasi
v' Guruhlashlar soni: n ta elementdan m (0 <m < n)tadan guruhlashlar
soni quyidagi formula orqali hisoblanadi:

cro_— " (162)

" mi(n—m)

¢ sonlar Nyuton binomi formulasining koeffisientlaridir:

1 __n-1 2 n=2 2

(p+q)" =p"+C,p"q+C,p""q" +..+q".

v' O‘rinlashtirishlar soni: n ta elementdan m (O<m<n) tadan
o‘rinlashtirishlar soni quyidagi formula orqali hisoblanadi:

I
" (n—m)

(1.6.3)

v' O‘rin almashtirishlar soni: n ta elementdan n tadan o‘rinlashtirish
o‘rin almashtirish deyiladi va u quyidagicha hisoblanadi:

P, =n (1.6.4)
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O‘rin  almashtirish  o‘rinlashtirishning xususiy holidir, chunki agar

(1.6.3.)da n=m bo‘lsa 4 = & f!m)' :%::n! bo‘ladi.

I1. Qaytariladigan tanlashlar sxemasi
v’ Qaytariladigan guruhlashlar soni: n ta elementdan m (0<m<n)
tadan qaytariladigan guruhlashlar soni quyidagi formula orqgali hisoblanadi:

Cpn=C" _ (1.6.5)
v’ Qaytariladigan o ‘rinlashtirishlar soni: n ta elementdan m
(0<m<n) tadan gaytariladigan o‘rinlashtirishlari soni quyidagi formula

orgali hisoblanadi:

A =n" (1.6.6)

v’ Qaytariladigan o ‘rin almashtirishlar soni: k hil n ta elementdan
iborat to‘plamda 1-element »n; marta, 2-element n, marta,..., k- element »,
marta qaytarilsin va », +n, +..+n, =n bo‘lsin, u holda » ta elementdan

iborat o‘rin almashtirish P,(n,,n,,.., n,) orqali belgilanadi va u quyidagicha

hisoblanadi:

n!
P.(n,,n,,.,n,)=

(1.6.4)

n'n,l.n!t

Endi ehtimollik hisoblashga doir misollar keltiramiz.
1.5-misol. Telefon nomerini terayotganda abonent oxirgi ikki
ragamni eslay olmadi. U bu ragamlar har xil ekanligini eslab, ularni
tavakkaliga terdi. Telefon nomeri to‘g‘ri terilganligi ehtimolligini toping.
Oxirgi 1kki ragamni 4], usul bilan terish mumkin. A={telefon nomeri

to‘g‘ri terilgan} hodisasini kiritamiz. 4 hodisa faqat bitta elementdan 1borat
bo‘ladi(chunki kerakli telefon nomeri bitta bo‘ladi). Shuning uchun klassik
. NUA) 1 1 1
’ ‘ra P(A) = = = =—~0.011
ta’rifga ko‘ra P(4) NQ) A2 10990 .
1.6-misol. 100 ta lotoreya biletlarlaridan bittasi yutuqli bo‘lsin.
Tavakkaliga olingan 10 Ilotoreya biletlari ichida yutuglisi bo‘lishi

ehtimolligini toping.
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100 ta lotoreya biletlaridan 10 tasini ¢);, usul bilan tanlash mumkin.
B={10 lotoreya biletlar1 ichida yutuglisi bo‘lishi } hodisasi bo‘lsa,
N(B) C;-Cy 1

~ ——=0.1
NQ)  C 10

1.7-misol. Pochta bo‘limida 6 xildagi otkritka bor. Sotilgan 4 ta
otkritkadan: a) 4 tasi bir xilda; b) 4 tasi turli xilda bo‘lishi ehtimolliklarini
toping.

6 xil otkritkadan 4 tasini c_g usul bilan tanlash mumkin. a) 4={4 ta
bir xildagi otkritka sotilgan} hodisasi bo‘lsin. 4 hodisaning elementar
hodisalari soni otkritkalar xillari soniga teng, ya’ni N(4)=6. Klassik

11 ‘ PA)=N(A)=£=6=ib‘ld'b B={4 ta h 1
ta’rifga ko‘ra £ NQ 126 21 o‘ladi. b) B={4 ta har xi
otkritka sotilgan} hodisasi bo‘lsin, u holda N®B)=C; ga teng va
ppy=B _Co 15 5

NQ) ¢ 126 42
Klassik ehtimollik quyidagi xossalarga ega:

1. P@)=0;

2. P(Q)=1;

3. 0 P(A)<1;

4. Agar A-B=@ bo‘lsa, uholda P(4+B)=P(A)+P(B),
5. VA,BeQ uchun P(A+B)=P(A)+P(B)-P(A-B)

NB)=Cl.CS va P(B)=

Isboti. 1) N(@)=0 bo‘lgani uchun klassik ta’rifga ko‘ra P(<9) = —%Eg =0
L ‘ N(Q)
2) Klassik ta’rifga ko‘ra P(€2) e -

3) Ihtiyoriy 4 hodisa uchun &< 4c Q ekanligidan 0 < P(4) <1 bo‘ladi.
4) Agar A4-B=@ bo‘lsa, u holda N(A+B)=N(A)+N(B) va
N(A+B) _ N(A)+N(B) _ N(4) _N(B)

P(A+B)= =P(A)+P(B).

N(Q) N(Q) N(Q) N
5) A+B va B hodisalami birgalikda bo‘lmagan ikki hodisalar yig‘ndisi
shaklida yozib olamiz:

A+B=A+B-A(13-misol), B=B-Q=B-(A+A)=A-B+B-4, u holda 4-
xo0ssaga ko‘ra P(A+B)=P(A)+P(B-A) va P(B)=P(A-B)+P(B-4). Bu ikki
tenglikdan P(A4+ B)=P(A4)+ P(B)— P(A-B) kelib chiqadi. |
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1.7 Ehtimollikning geometrik ta’rifi

Ehtimolning klassik ta’rifiga ko‘ra Q - elementar hodisalar fazosi
chekli bo‘lgandagina hisoblashimiz mumkin. Agar Q cheksiz teng
imkoniyatli elementar hodisalardan tashkil topgan bo‘lsa, geometrik

ehtimollikdan foydalanamiz.
O‘lchovli biror G soha berilgan
bo‘lib, u D sohani o‘z ichiga olsin.
Gsohaga tavakkaliga tashlangan X
nugtani D sohaga tushishi ehtimolligini
hisoblash masalasini ko‘ramiz. Bu yerda
X nugtaning G sohaga tushishi muqgarrar
va D sohaga tushishi tasodifiy hodisa
6-rasm. bo‘ladi. A={XeD}-X nuqgtaning D sohaga

tushishi hodisasi bo‘lsin.
S A hodisaning geometrik ehtimolligi deb, D soha o‘lchovini G soha
o‘lchoviga nisbatiga aytiladi, ya’ni

- mes{D},
mes{G} ’

bu yerda mes orgali uzunlik, yuza, hajm belgilangan.
1.8-misol. | uzunlikdagi sterjen tavakkaliga tanlangan ikki nuqtada
bo‘laklarga bo‘lindi. Hosil bo‘lgan bo‘laklardan uchburchak yasash
mumkin bo‘lishi ehtimolligini toping.
Birinchi  bo‘lak uzunligini X,
ikkinchi  bo‘lak uzunligini 'y bilan
belgilasak, uchinchi bo‘lak uzunligi I-x-y
bo‘ladi. Bu yerda Q={(x>):0<jc+>'</},
ya’ni o<x+></sterjenning bo‘laklari
uzunliklarining barcha bo‘lishi mumkin
bo‘lgan kombinatsiyasidir. Bu
bolaklardan uchburchak yasash
mumkin bolishi uchun quyidagi shartlar
* bajarilishi kerak: X+y>i-Xx-y,
X+l-x-y>vy, y+l-x-y>x .

7-rasm.
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Bulardan x <1, y <1, x+y >1 ekanligi kelib chigadi.

Bu tengsizliklar 7-rasmdagi bo‘yalgan sohani bildiradi. Ehtimollikning
geometrik ta’rifiga ko ‘ra:

1 11
_mes{A} 2 2 2=1

mes{G}y 1., 4’
2

P(A)

1.9-misol. (Uchrashuv haqida)

Ikki do‘st soat 9 bilan 10 orasida uchrashishga kelishishdi. Birinchi
kelgan Kkishi do‘stini 15 daqgiqa davomida kutishini, agar shu vaqt
mobaynida do‘sti kelmasa u ketishi mumkinligini shartlashib olishdi. Agar
ular soat 9 bilan 10 orasida ixtiyoriy momentda kelishlari mumkin bo‘lsa,
bu ikki do‘stning uchrashishi ehtimolini toping.

Birinchi kishi kelgan momentni x, ikkinchisinikini y bo‘lsin:

0<x<60, 0<y<60 U holda ularning
uchrashishlari uchun X-y <15

tengsizlik bajarilishi kerak.
Demak, Q={(x,y):0<x<60,0<y <60},
A={(x,y): [x-y <15} x vay larni Dekart

koordinatalar tekisligida
tasvirlaymiz(8-rasm).
U holda
1
) mesz} _602- 2—2-45 45 B

P(A) = mes{G} 602 16

8-rasm.

1.8 Ehtimollikning aksiomatik ta’rifi

Ehtimollar nazariyasini aksiomatik qurishda A.N. Kolmogorov
tomonidan 30-yillarning boshlarida asos solingan.

Q- biror tajribaning barcha elementar hodisalar to‘plami, S-hodisalar
algebrasi bo‘lsin.
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v" S hodisalar algebrasida aniglangan, haqiqiy giymatlar gabul giluvchi
P(4) fuksiya ehtimollik deyiladi, agar u uchun quyidagi aksiomalar o‘rinli
bo‘lsa:

Al: ihtiyorty AeS hodisaning ehtimolligi manfiy emas  P(4)>0

(nomanfiylik aksiomast);

A2: mugarrar hodisaning ehtimolligi birga teng PQ)=1
(normallashtirish aksiomasti);

A3: juft-jufti bilan birgalikda bo‘lmagan hodisalar yig‘indisining
chtimolligi shu hodisalar ehtimollari yig‘indisiga teng, ya’ni agar
4,-4, =0, i#j bo‘lsa, uholda

P(LkJAk):Zk:P(Ak)
(additivlik aksiomasi);

(€2,S,P) uchlik ehtimollik fazosi deyiladi, bu yerda Q-elementar
hodisalar fazosi, S-hodisalar algebrasi, P- AIl-A3 aksiomalarni
ganoatlantiruvchi sanoqli funksiya.

1.9 Ehtimollikning xossalari

Kolmogorov aksiomalarining tatbiqi sifatida quyidagi xossalarni
keltiramiz:

1. Mumkin bo‘lmagan hodisaning ehtimoli nolga teng
P(D)=0.
2. Qarama-garshi hodisalarning ehtimolliklari yig‘indisi birga teng
P(A)+P(A) =1
3. Ixtiyoriy hodisaning ehtimolligi uchun quyidagi munosabat o‘rinli:
0<P(A)<I
4. Agar Ac B bo‘lsa, u holda P(4) < P(B).
5. Agar birgalikda bo‘lmagan 4,,4,,.,4, hodisalar to‘la gruppani

tashkil etsa, ya’ni LnJAI. =Q va 4,-4, =@, i=; bo‘lsauholda

i=1

S P(4)=1.
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Isboti:

1. A+B=4, A- &=  tengliklardan = A3  aksiomaga ko‘ra
P(A)+ P(D) = P(4A) = P(D)=0

2. A+A=Q A-A=Q tengliklardan P(4)+P(4)=P(Q) hamda A2 va A3
aksiomalardan esa P(4)+ P(4)=1 tenglik kelib chigadi.

3. 2-xo0ssaga ko‘ra P(4)=1-P(4) va Al aksiomaga asosan 0 < P(A4)<1.

4. A< B ekanligidan B=(B-A)+ A4 va (B—-A)A=<. A3 aksiomaga ko‘ra
P(B)=P(B—A)+ P(4),ammo P(B— A)>0 bo‘lgani uchun P(A) < P(B).

5. A4+4,+.+4,=0 tenglik, A2 va A3 aksiomalarga ko‘ra
PA+A+. . +A)=PA)+PA,)+.+P(A). m

1.10 Ehtimolliklar fazosi

Elementar hodisalar fazosi cheksiz bo‘lsin: Q={0,,0,,.,0,,.}. S esa

Q ning barcha qism to‘plamlaridan tashkil topgan hodisalar algebrasi
bo‘lsin. Har bir w,€Q, i=1.2,.. elementar hodisaga p(»,) sonni mos

qo‘yamiz. p(w,)-elementar hodisaning ehtimoli deyiladi. Demak, Q da
quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi sonli p(e,) funksiya kiritamiz:
1. Vo, €eQ, P(w,)=0;

2. Z.O: p(o,)=1.
U holda 4eQ hodisaning ehtimolligi yig‘indi shaklida ifodalanadi:

P(A)=) P(o) (1.10.1)

w;eA

Ehtimollikni bunday aniglash Kolmogorov aksiomalarini qanoatlantiradi:

1. P(4)=> P(w,)=0, chunki har bir P(®,)20;

71

2. Q)= plo)=) p(@)=1;

@,eQ i=1

3. Agar A-B= bo‘lsa, u holda

P(A+B)= ) p(o,)=D pl@)+ ) p(e)=PA)+P(B).

w,eA+B w,eA w,eB

23



Bunday aniglangan {Q,S, P} uchlik ehtimolliklar fazosi(yoki diskret
chtimolliklar fazosi) deyiladi.

Agar Q={0,,0,,.,0,}- chekli fazo va tajribadagi barcha elementar
hodisalar teng imkoniyatli bo‘lsa, ya’ni

p<w1>=p<w2>=...=p<wn>=%, (1.10.2)

u holda (1.10.1) formula quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:

11 1 m
P(A)= ) p(@)=—+—+. +—=— (1.10.3)
€A " n n n

m

Bu yerda m 4 hodisaga tegishli elementar hodisalar soni. Bu esa
ehtimollikni klassik ta’rifga ko‘ra hisoblashdir. Demak, klassik ehtimol
(1.10.1) formula orqali aniglangan ehtimollikning xususiy holi ekan.

1.11 Shartli ehtimollik

A va B hodisalar biror tajribadagi hodisalar bo‘lsin.
v B hodisaning A hodisa ro‘y bergandagi shartli ehtimolligi deb,

P(A-B)
) (P(A) #0) (1.11.1)
nisbatga aytiladi. Bu ehtimollikni P(B/4) orqali belgilaymiz.

Shartli ehtimollik ham Kolmogorov aksiomalarini qanoatlantiradi:
1. P(B/A)=0;

PQ-4) _ P _ .

2. P(Q/A)= P P b

3. Agar B-C =@ bo‘lsa, u holda

P((B+C)-A) _P(B-A+C-A) _P(B-A)+P(C-4) _

ErOD=""3 P(4) P(4)

_P(B-4) P(C-4)
P(A) P(4)

= P(B/ A)+ P(C 1 A),
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chunki B-C =@ekanligidan, (B-A)-«(C-A)=B-A-A-C=B-C-A=Q0-A=D
1.10-misol. Idishda 3 ta oq va 7 ta qora shar bor. Tavakkaliga ketma-ket
bittadan 2 ta shar olinadi. Birinchi shar oq rangda bo‘lsa ikkinchi sharning
qora rangda bo‘lishi ehtimolligini toping.
Bu misolni ikki usul bilan yechish mumkin:
1) A={birinchi shar oq rangda}, B={ikkinchi shar qora rangda}. 4 hodisa
ro‘y berganidan so‘ng idishda 2 ta oq va 7 ta qora shar qoladi. Shuning

7
uchun P(B/A) = '

2) (1.11.1)  formuladan  foydalanib, hisoblaymiz: P(A)=%,

3 7 7
PAR=155"50
P(4-B) 1/30 1

P(4)  3/10 9°

Shartli ehtimollik formulasiga ko‘ra: P(B/A4)=

Shartli ehtimollik formulasidan hodisalar ko‘paytmasi ehtimolligi
uchun ushbu formula kelib chigadi:

P(A-B)=P(A)- P(B/ A) = P(B)- P(4/ B) (1.11.2)

(1.11.2) tenglik ko‘paytirish qoidasi(teoremasi) deyiladi. Bu qoidani n ta
hodisa uchun umumlashtiramiz:

P(A Ay A) = P(A)- P(A, | A)- P(Ay | A A)...- P(A, ] A A, A ). (1.11.3)

v Agar P(4/B)=P(4) tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda A hodisa
B hodisaga bog‘liq emas deyiladi va 41 B orqali belgilanadi.
Agar 41B bo‘lsa, u holda (1.11.2) formulani quyidagicha yozish
mumkin:
P(A-B) = P(B)-P(A/ By = P(B)- P(4).

v A va B hodisalar o‘zaro bog‘liq emas deyiladi, agar

P(A-B)=P(A)-P(B)
munosabat o‘rinli bo‘lsa.

Lemma. Agar 41 B bo‘lsa,uholda 41 B, 41 B va 41 B bo‘ladi.
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Isboti: 41 B bo‘lsin. U holda P(A-B)=P(A)-P(B) munosabat o‘rinli
bo‘ladi. P(B)+P(B)=1 tenglikdan foydalanib, quyidagiga ega bo‘lamiz;
P(A-B)=P(A-(Q—B))=P(A4-Q-A-B)y=P(A—A-B)=P(A)— P(A-B) =
= P(A)- P(A)- P(B) = P(4)-(1- P(B))= P(A)- P(B).

Demak, P(A4-B)=P(A4)-P(B) = AL B. Qolganlari ham xuddi shunday
isbotlanadi. m

1.12 To‘la ehtimollik va Bayes formulalari

A4,,4,,., 4, juft-jufti bilan birgalikda bo‘lmagan hodisalar to‘la
gruppani tashkil etsin, ya’ni CJAI.:Q va 4,-4,=0, i=j . U holda

A+A,+. . +A4 =Q ckanligini hisobga olib, B ni
B=B-Q=B-(A +A4,+..+A)=B-A+B-4,+..+B-4, ko‘rinishda yozamiz.
4,-4, =0, i=; ekanligidan (B-4,)-(B-4,)=, i=; ekanikelib chiqadi. B
hodisaning ehtimolligini hisoblaymiz:

P(B)y=P(B-A+B-A,+..+B-A,)=
=P(B-4)+P(B-A,)+..+P(B-4,) (1.12.1)

Ko‘paytirish qoidasiga ko‘ra P(B-A)=P(4)-P(B/A),i=1,n bo‘ladi. Bu
tenglikni (1.12.1) ga qo‘llasak,

P(B)=P(A4)P(B/ A )+ P(4,)P(B/ A,)+..+ P(A)P(B/ A4 )

v’ Agar B< D A, bolsa, uholda
i=1

P(B) =Y P(A)P(B/ 4)) (1.12.2)

i=1
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglik to ‘la ehtimollik formulasi deyiladi.
1.11-masala. Detallar partiyasi uch ishchi tomonidan tayyorlanadi.
Birinchi ishchi barcha detallarning 25%in1, ikkinchi ishchi 35%ini,

uchinchsi esa 40%ini tayyorlaydi. Bu uchchala ishchining tayyorlagan
detallarining sifatsiz bo‘lish ehtimolliklari mos ravishda 0.05,0.04 va 0.02
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ga teng bo‘lsa, tekshirish uchun partiyadan olingan detalning sifatsiz
bo‘lish ehtimolligini toping.

A={detal i-ishchi tomonidan tayyorlangan} =13, B={tekshirish
uchun olingan detal sifatsiz} hodisalarni kiritamiz va quyidagi
ehtimolliklarni hisoblaymiz:

[4) (4] (4]
Py =25% _00s pay=3% 035 pay=29% o4
100% 100% 100%

P(B/A)=0.05 P(B/A,)=004, P(B/A)=0.02. Tola  ehtimollik
formulasiga asosan P(B)=0.25-0.05+0.35-0.04+0.4-0.02=0.0345.

4, va B hodisalar ko‘paytmasi uchun

P(4,-B)= P(B)- P(4,/ B) (1.12.3)
P(4,-B)=P(4)-P(B/ 4) (1.12.4)

tengliklar o‘rinli. (1.12.3) va (1.12.4) tengliklardan quyidagilarni hosil
qilamiz:
P(B)- P(4,/B)=P(4)-P(B/ 4,),

P(4,)P(B] 4,)

P(4,/B) = )

(1.12.5)

Bu yerda P(B)=D P(A4)P(B/A4,) (1.12.5) tenglik Bayes formulasi

i=1

deyiladi. Bayes formulasi yana gipotezalar teoremasi deb ham ataladi.
Agar 4,,4,,., 4, hodisalarni gipotezalar deb olsak, u holda P(4,) ehtimollik
4, gipotezaning aprior(“a priori” lotincha tajribagacha), P(4,/B) sharth
ehtimollik esa aposterior(“a posteriori” tajribadan keyingi) ehtimolligi
deyiladi.

1.12-masala. 1.11-misolda sifatsiz detal ikkinchi ishchi tomonidan
tayyorlangan bo‘lishi ehtimolligini toping. Bayes formulasiga ko‘ra:

P4/ B)= 0.35-0.04 28 o4
0.25-0.05+0.35-0.04+0.4-0.02 69
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1.13 Bog‘ligsiz tajribalar ketma-ketligi. Bernulli formulasi

Agar bir necha tajribalar o‘tkazilayotganida, har bir tajribada biror 4
hodisaning ro‘y berish ehtimolligi boshqa tajriba natijalariga bog‘liq
bo‘lmasa, bunday tajribalar bog‘ligsiz tajribalar deyiladi.

n ta bog‘ligsiz tagribalar o‘tkazilayotgan bo‘lsin. Har bir tajribada A4
hodisaning ro‘y berish ehtimolligi P(4)=p va ro‘y bermasligi ehtimolligi
P(Z) =1-p=q bo‘lsin.

Masalan, 1) nishonga qarata o°q uzish tajribasini ko‘raylik. Bu yerda
A={o‘q nishonga tegdi}-muvaffaqqiyat va 4={0°q nishonga tegmadi}-
muvaffaqqiyatsizlik; 2) » ta mahsulotni sifatsizlikka tekshirilayotganda
A={mahsulot  sifatli}-muvaffaqqiyat va  A={mahsulot sifatsiz}-
muvaffaqqiyatsizlik bo‘ladi.

Bu kabi tajribalarda elementar hodisalar fazosi @ fagat ikki

elementdan iborat bo‘ladi: Q={w,.@}={4,4}, bu erda w,-4 hodisa ro‘y
bermasligini, o,-4 hodisa ro‘y berishini bildiradi. Bu hodisalarning

ehtimolliklari mos ravishda p va g (p+g=1) lar orqali belgilanadi.
Agar n ta tajriba o‘tkazilayotgan bo‘lsa, u holda elementar hodisalar
fazosining elementar hodisalari soni 2" ga teng bo‘ladi. Masalan, n=3 da

Q={w,,0,...0 ={AAA, AAA AAA, AAA, AAA, AAA, AAA, AA4, yani O
to‘plam 2°=8 ta elementar hodisadan iborat. Har bir hodisaning

chtimolligini ko‘paytirish teoremasiga ko‘ra hisoblash mumkin:

p(@,)=P(AAA) = P(AP(AP(4) = ¢,
p(@,) = P(A44) = P(A)P(A)P(4) = pq’,

p(w;) = P(A44) = P(DOP(A)P(A) = p’.

n ta bog‘ligsiz tajribada A4 hodisa m marta ro‘y berish ehtimolligini
hisoblaylik:

P(my=P(A-A-..cA-A-A-. .- A+PAA-A-..-A-A-A-..-A)+.. .+

mta (n—m)ta mta (n—(m-1))ta

P(A-A-cA-A Ao A-A)+P(A- A A-A-A-...- A).

(n—(m-1))ta mta (n—m)ta mta
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Har bir qo‘shiluvchi ko‘paytirish teoremasiga ko‘ra p”"¢”" ga teng.
Demak,

Pm)=p"q" " +p"q"" +.  +p"q"" =C"p"q"", m=0]L..n

Chta qo'shiluvchi

v’ Agar n ta bo‘g‘ligsiz tajribaning har birida 4 hodisaning ro‘y berish
chtimolligi p ga, ro‘y bermasligi g ga teng bo‘lsa, u holda A hodisaning m
marta ro‘y berish ehtimolligi quyidagi ifodaga teng bo‘ladi:

P(my=Crp"g™", m=0l.n. (1.13.1)

(1.13.1) formula Bernulli formulasi deyiladi. P,(m) ehtimolliklar uchun

Y. P,(m)=1 tenglik o‘rinlidir. Hagiqatan ham,
m=0
n=2 .2 2

(g+px)"=q" +Ciq”_1px+C5q p X +..+pix”

Nyuton binomi formulasida x=1 deb olsak,
(q+p)' =q"+C,qg" p+C q" p* +..+p", ya'ni
1=P,(0)+P,())+..+P,(n)= Zn:Pn (m) bo‘ladi.

(1.13.1) ehtimolliklar xossalart:

1 3Pm=1.

2. Agar m; <m<m, bo‘lsa, P,(m <m<m,)= "> P, (m)

3. n ta bog‘ligsiz tajribada A hodisaning kamida 1 marta ro‘y berishi
ehtimolligi P =1-¢" bo‘ladi.
Chunki, P,0)+P,()+.. +P(n)=1=P=1-P,(0)=1-q".

4. Agar P,(m) ehtimollikning eng katta qiymati »,(m,) bo‘lsa, u holda m,
quyidagicha aniqlanadi: mp—qg<m, <(n+1)p, m,-eng ehtimolli son
deyiladi va

a) agar np-q kasr son bo‘lsa, u holda m,yagonadir;

b) agar np-gq butun son bo‘lsa, u holda =, ikkita bo‘ladi.
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1.13-misol. Ikki teng kuchli shaxmatchi shaxmat o‘ynashmoqda.
Qaysi hodisaning ehtimolligi katta: 4 ta partiyadan 2 tasida yutishmi yoki 6

ta partiyadan 3 tasida yutish. Birinchi holda: n=4, m=2, p=%, Bernulli
. Y/, 1\ 1 1 6
‘ra P,()=C* =||1-= — 6=
formulasiga ko‘ra 7,(2) 4(2j ( 2) 737 " 1¢
Ikkincht holda »n=6, m=3, p=% va Bernulli formulasiga ko‘ra

o 1\ 11 5 6 5
P3)=C}=||1-= =20 ——=— —>—=P.2)> P (3
s (3) {J( 2) S Y 16 167 16 2 (2) > P, (3). Demak, 4

ta partiyadan 2 tasida yutish ehtimolligi katta ekan.

1.14 Limit teoremalar

Agar n va m lar katta sonlar bo‘lsa, u holda Bernulli formulasidan
foydalanib, P,(m) ehtimollikni hisoblash qiyinchilik tug‘diradi. Xuddi

shunday, p(g) ehtimollik juda kichik qiymatlar qgabul qilsa ham
qiyinchiliklarga duch kelamiz. Shu sababli, » >« da P,m) uchun

asimptotik(taqribiy) formulalar topish muammosini tug‘diradi.
Puasson formulasi

v Agar n—>» da A hodisaning ro‘y berish ehtimolligi p har bir
tajribada cheksiz kamaysa(ya’ni np —a>0), u holda

limPom == m=0,1.2,.... (1.14.1)

(1.14.1) formula Puassonning asimptotik formulasi deyiladi.
» =2 belgilash kiritib, Bernulli formulasidan
n

' m n—m
! ! mi(n—m)! \ n n

_ n-(n—l)-...-(n—(m—l))‘i‘(l_gjn -(l—ﬂj_m _

m! n
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2

ljfi(l_%j =e " ekanligini e’tiborga olib, (1.14.2) tenglikdan limitga
o‘tamiz:

]ijn(m)za—'e_"_

n—>0 m‘

Demak, yetarlicha katta » larda (kichik p da)

P(m)y~ = a=np, m=0l...n (1.14.3)

(1.14.3) formula Puasson formulasi deyiladi. Odatda Puasson formulasidan
n=50, np<10 bo‘lgan hollarda foydalaniladi.

1.14-misol. Telefon stansiyasi 2000 ta abonentga xizmat ko‘rsatadi.
Agar har bir abonent uchun unig bir soatning ichida qo‘ng‘iroq qilishi
ehtimolligi 0.003 bo‘lsa, bir soatning ichida 5 ta abonent qo‘ngiroq qilishi
ehtimolligini toping.

n=2000, p=0.003, m=5, a=np=2000-0.003=6<10. Demak, Puasson

65 . e—6

formulasiga ko‘ra Pagge(5) = ~0,13

Muavr-Laplasning lokal teoremasi

Agar p (p#0, p=1)ehtimollik nol atrofidagi son bo‘lmasa va n
ctarlicha katta bo‘lsa, u holda P,(m) ehtimollikni hisoblash uchun Muavr-

Laplas teoremasidan foydalanish mumkin.
Teorema(Muavr-Laplas) Agar »n ta bog‘ligsiz tajribada A4
hodisaning ro‘y berish ehtimolligi 0 < p <1 bo‘lsa, u holda yetarlicha katta

n larda

1 1
Pmr———-e * ,_IN- 1.14.4
oAU L (1.14.4)
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-tagribiy formula o‘rinli. Bu yerda P(x):v'zzl\ ¢ 2 funksiya Gauss
funksiyasi deyiladi(9-rasm).

9-rasm.

p(x) funksiya uchun x argument giymatlariga mos giymatlari jadvali
tuzilgan(l-ilova). Jadvaldan foydalanayotganda quyidagilarni e’tiborga
olish kerak:

1) p(x) funksiyajuft funksiya, ya’ni p(-x) =p(x).

2) agar x>4 bo‘lsa, p(x) = 0 deb olish mumkin.

1.15-misol. Bitta o‘q otilganda o‘gning nishonga tegish ehtimolligi
0.7 ga teng. 200 ta o‘q otilganda nishonga 160 ta o‘q tegishi ehtimolligini
toping.

Bu yerda n=200, p=0.7, g=1-p=0.3, m=160. (1.14.4) ga ko‘ra
Ihpg =3200°07 03244808, x= BB = Bz Agar

p(3.09) * 0.0034 ekanligini hisobga olsak, u holda
P%(lGO) * -O 0034 * 0. 0005

Muavr-Laplasning integral teoremasi

Agar n yetarlicha katta va A hodisa n ta tajribada kamida va ko“pi
bilan m2 marta ro‘y berish ehtimolligi Pn(ml1<m <m2)ni topish talab etilsa,
u holda Muavr-Laplasning integral teoremasidan foydalanish mumkin.
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Teorema(Muavr-Laplas) Agar A hodisaning
ehtimolligi(0<p <1) o‘zgarmas bo‘lsa, u holda

w X2
N
Pn(ml<m <m2) H!Z)Kfr. dx,
tagribiy formula o‘rinli, bu yerda xt=m>_np, i=12.
m\jnpg

ro‘y berish

(1.14.5)

(1.14.5) formuladan foydalanilganda hisoblashlarni soddalashtirish uchun

maxsus funksiya kiritiladi:

1 X

® °(X)=72T § e dt

(1.14.6)-Laplas funksiyasi deyiladi.

006 0)

10-rasm.

®0(x) funksiya toq funksiya:
1 -x 1 x
®0(-X)= — fetdt=[t=-2z]=— ~"=fe- 2dz=-d 0(X) .
x2n 0 2”0

(1.14.6)

Agar x >5 bo‘lsa, u holda ®0(x) =0.5 deb hisoblash mumkin;

®0(x) funksiya grafigi 10-rasmda keltirilgan.

(1.14.5) dagi tenglikning o‘ng gismini ®0(x) funksiya orgali

ifodalaymiz:
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X, 0 Xy
o= 1 Je%dﬁLje%dx:q%(xZ)_q)O(xl). (1.14.7)
x T

N7 AN Ny

1 ¢ 2
D, (x)= ox Ie Adr -Laplasning funksiyasi bilan bir qatorda Gauss
0

funksiyasi deb nomlanuvchi funksidan ham foydalaniladi:

1o
CI>(x)=\/gje Adr (1.14.8)

Bu funksiya uchun ®(—x)+®(x)=1 tenglik o‘rinli va u ®,(x) funksiya
bilan
D(x)=0.5+D,(x) (1.14.9)

formula orqgali bog‘langan.

1.16-misol. Sex ishlab chigargan mahsulotining o‘rtacha 96% 1
sifatli. Bazada mahsulotni gabul qilib oluvchi sexning 200 ta mahsulotini
tavakkaliga tekshiradi. Agar tekshirilgan mahsulotlardan sifatsizlari soni
10 tadan ko‘p bo‘lsa butun mahsulotlar partiyasi sifatsiz deb, sexga
qaytariladi. Mahsulotlar partiyasining gabul qilinishi ehtimolligini toping.
Bu yerda n=200, p=0.04(mahsulotning sifatsiz bo‘lish ehtimolligi), g=0.96,
m;=0, m,=10 va mahsulotlar partiyasining qabul qilinishi ehtimolligi
Py (0<m<10) ni (1.14.7) formula orqali hisoblaymiz:

0—200 -0.04 10 — 200 - 0.04

= ~-289, x, = ~0.72
V200 -0.04-0.96 ’

X =
1 1200 -0.04 -0.96

P, (0<m<10)=D,(0.72) — D, (-2.89) = 0.26424 + 0.49807 =0.7623
Agar D(x) funksiyadan foydalansak,
Py (0<m<10) =d(0.72) — D(-2.89) =
=0.7642—(1— d(2.89))=0.7642—(1—0.998074) = 0.7623.

Laplas funksiyasi yordamida »n ta bog‘ligsiz tajribada nisbiy
chastotaning ehtimollikdan chetlashishi ehtimolligini hisoblash mumkin.
v' Biror & >0 son uchun
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=2, | & n
<5} [5 qu (1.14.10)

tenglik o‘rinli.

Hagigatan ham, buni isbotlash uchun %— p|=¢€ tengsizlik ehtimolligini
hisoblash kerak. Buning uchun bu tengsizlikni unga teng kuchli

n,—

—&< 7/1 -p<¢& yoki —€=< P <e tengsizliklar bilan almashtiramiz. Bu

tengsizliklarni musbat \/7 songa ko‘paytiramiz:

Agar m= n\?%p belgilashni kiritsak, u holda (1.14.5) formulaga asosan:

n n 1 g\/pz 2/ 2 g\/pzq 2/ n
Pn(—g\/%SmSg E)NEEIF dt_\/ﬂ ! e 2dt:2®0[8 EJ'
pq

1.17-misol. Detalning nostandart bo‘lishi ehtimolligi 0.6 ga teng.
n=1200 ta detal ichida nostandart detallar bo‘lishi nisbiy chastotasining
p=0.6 ehtimollikdan chetlashishi absolut qgiymati ¢=0.05 dan katta
bo‘lmasligi ehtimolligini toping.
(1.4.10) ga asosan,

Pl 0.6/<0.05t =20, 0,05 |12%0 |20 (3.54)~0.9996
n 0.6-0.4

I bobga doir misollar

-0.6

1. A B va (¢ hodisalar uchun quyidagilarni isbotlang: a)
B=A-B+A4-B;
b) (A+B)-(B+C)=A-B+C;¢c) A+B=A-B.

2. ll-rasmda 6 eclementdan iborat sxema berilgan. A, (i=16)
hodisalar ma’lum T vaqt oralig‘ida mos elementlarning beto‘xtov ishlashi
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bo‘lsa, bu hodisalar orgali ma’lum T vaqt oralig‘ida sxemaning beto‘xtov
ishlashini ifodalang.

5

11-rasm.

3. Ixtiyoriy ikki go‘shni ragamlari har xil bo‘lgan nechta to‘rt xonali
son hosil qilish mumkin?

4. Musobaqganing 10 ta ishtirokchisiga 3 ta yutugni necha xil usul
bilan tagsimlash mumkin.

5. Ma’lum uchta kitob yonma-yon turadigan qilib, 7 ta kitobni
tokchaga necha xil usul bilan taxlash mumkin.

6. Birinchi talabada 7 xil, ikkinchisida 16 xildagi kitoblar bor bo‘lsa,
kitobga kitobni necha xil usul bilan almashtirishlari mumkin. 2 ta kitobga 2
ta kitobnichi?

7. 3,3,5,5,8 ragamlaridan nechta besh xonali son hosil gilish mumkin.

8. 9 qgavatli bino liftiga 4 kishi kirdi. Ularning har biri bir-biriga
bo‘gligsiz ravishda ixtiyoriy gavatda chiqgishlari mumkin. Ular : a) turli
gavatlarda; b) bitta qgavatda: c) 5-qavatda chiqgishlari ehtimolliklarini
toping.

9. Imtihon biletlariga kiruvchi 60 savoldan talaba 50 tasini biladi.
Tavakkaliga tanlangan 3 ta savoldan: a) hammasini; b) ikkitasini bilishi
ehtimolligini toping.

10. Idishda 5 ta ko‘k, 4 ta qizil va 3 ta yashil shar bor. Tavakkaliga
olingan 3 ta sharning: a) bir xil rangda; b) har xil rangda; c) 2 tasi ko‘k va
1 tasi yashil rangda bo‘lishi ehtimolligini hisoblang.

11. R radiusli doiraga teng tomonli uchburchak ichki chizilgan.
Doiraga tavakkaliga tashlangan nuqtaning uchburchakka tushishi
ehtimolligini toping.

12. [0,5] kesmadan tavakkaliga bitta nuqta tanlanadi. Shu nuqtadan
kesmaning o°‘ng oxirigacha bo‘lgan masofa 1.6 birlikdan oshmasligi
ehtimolligini toping.
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13. Idishda 4 ta oqg, 3 ta ko‘k va 2 ta gora shar bor. Tavakkaliga,
ketma-ket, bittadan 3 ta shar olindi. Birinchi shar oq, ikkinchisi ko‘k va
uchinchisi qora rangda bo‘lishi ehtimolligini toping.

14. Shoshgol toshni tashlash tajribasida A={juft ragam tushishi} va
B={3 dan katta ragam tushishi} hodisalari bo‘lsin. A va B hodisalar
bog‘ligsizmi?

15. Quyida berilgan bir-biriga bog‘ligsiz ravishda ishlaydigan
elementlardan iborat sxemaning safdan chiqishi ehtimolligini toping,
z'(z2=1,2,...,7)-elementning safdan chiqishi ehtimolligi 0.2 ga teng .

12-rasm.

16. Asbob ikki mikrosxemadan iborat. Birinchi mikrosxemaning 10
yil ichida ishdan chiqgishi ehtimolligi 0.07, ikkinchisiniki-0.10. Bitta
mikrosxema ishdan chiggani ma’lum bo‘lsa, bu mikrosxema birinchisi
ekanligi ehtimolligini toping.

17. Talaba imtihon 40 ta biletlarining fagat 30 tasiga javob bera
oladi. Talabaga imtihonga birinchi bo‘lib kirishi foydalimi, yoki ikkinchi?

18. Zavod ishlab chigargan mahsulotning 90% i sifat talablariga
javob beradi. Tekshruvchi mahsulotni 0.96 ehtimollik bilan sifatli, 0.06
ehtimollik bilan sifatsiz deb topadi. Tavakkaliga olingan mahsulotning
sifatli deb topilishi ehtimolligini toping.

19. Oilada 3 ta farzand bor. Agar o‘g‘il bola tug‘ilishi ehtimolligi
0.51, qiz bola tug‘lishi ehtimolligi 0.49 ga teng bo‘lsa, a) bolalarning
hammasi o‘g‘illar, b) 1 tasi o‘g‘il va 2 tasi qiz bo‘lishi ehtimolliklarini
hisoblang.

20. Shoshqol tosh 10 marta tashlanganda:

a) 6 ragami bir marta tushishi ehtimolligini;
b) 6 ragami kamida bir marta tushish ehtimolligini;
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c) 6 raqami tushishi soni ehtimolligi maksimal qiymatga erishadigan
miqgdorni toping.

21. “Ehtimollar nazariyasi” fanidan ma’ruza darsida 84 ta talaba
ishtirok etmogda. Shu talabalarning ikkitasini tug‘ilgan kuni shu kuni
bo‘lishi ehtimolligini toping.

22. Mahsulotning sifatsiz bo‘lishi ehtimolligi 0.02 ga teng. 200 ta
mahsulotning ichida sifatsizlari bittadan ko‘p bo‘lmasligi ehtimolligiti
toping.

23. A hodisaning ro‘y berish ehtimolligi 0.6 ga teng. 100 ta
bog‘ligsiz tajribada 4 hodisaning 70 marta ro‘y berishi ehtimolligini
toping.

24. Shunday m sonini topingki, 0.95 ehtimollik bilan 800 ta yangi
tug‘ilgan chaqaloglardan kamida m tasi qizlar deb aytish mumkin bo‘lsin.
Qiz bola tug‘ilishi ehtimolligini 0.485 deb hisoblang.

25. Detalning nostandart bo‘lishi ehtimolligi 0.1 ga teng.
Tavakkaliga olingan 400 ta detal ichida nostandart detallar bo‘lishi nisbiy
chastotasining p=0.1 ehtimollikdan chetlashishi absolut qiymati £=0.03
dan katta bo‘Imasligi ehtimolligini toping.
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II bob Tasodifiy moqdorlar

2.1 Tasodifiy migdor tushunchasi

Ehtimollar nazariyasining muhim tusunchalaridan bir1 tasodifiy
miqdor tushunchasidir.

v" Tajriba natijasida u yoki bu giymatni gabul qilishi oldindan ma’lum
bo‘Imagan miqdor tasodifiy migdor deyiladi.

Tasodifty migdorlar lotin alifbosining bosh harflar1t X)Y.Z,...(yoki grek
alifbosining kichik harflari £(ksi), n(eta), {(dzeta),...) bilan gabul giladigan
qiymatlari esa kichik harflar x,,x,,..., %1, ¥,,..., z;,z,,... bilan belgilanadi.

Tasodifty miqdorlarga misollar keltiramiz: 1) X-tavakkaliga olingan
mahsulotlar ichida sifatsizlari soni; 2) Y-n ta o‘q uzilganda nishonga
tekkanlar1  soni; 3) Z-asbobning beto‘htov ishlash vaqti; 4) U-[0,1]
kesmadan tavakkaliga tanlangan nuqgtaning koordinatalari; 5) V-bir kunda
tug‘iladigan chaqaloglar soni va h.k..

v’ Agar tasodifiy miqdor(t.m.) chekli yoki sanoqli giymatlar gabul
qilsa, bunday t.m. diskret tipdagi t.m. deyiladi.

v/ Agar tm. gabul qiladigan giymatlari biror oraligdan iborat bo‘lsa
uzluksiz tipdagi t. m. deyiladi.

Demak, diskret t.m. bir-biridan farqli alohida gqiymatlarni, uzluksiz t.m.
esa biror oraligdagi ihtiyoriy qiymatlarni gabul gilar ekan. Yuqoridagi X va
Y t. m.lar diskret, Z esa uzluksiz t.m. bo‘ladi.

Endi t.m.ni gat’1y ta’rifini keltiramiz.

v Q elementar hodisalar fazosida aniglangan X sonli funksiya t.m.
deyiladi, agar har bir @ elementar hodisaga X(®) conni mos qo‘ysa, yani
X=X(o), Q.

Masalan, tajriba tangani 2 marta tashlashdan iborat bo‘lsin. Elementar
hodisalar fazosi Q={o,0, 0,0}, 0 =GG,0,=GR, o,=RG,»,=RR
bo‘ladi. X-gerb chiqishlari soni bo‘lsin, u holda X t.m. gabul giladigan
qiymatlari: X(w;)=2, X(@,)=1, X(w;)=1, X(@,)=0.

Agar Q chekli yoki sanoqli bo‘lsa, u holda Q da aniglangan ixtiyoriy
funksiya t.m. bo‘ladi. Umuman, X(@) funksiya shunday bo‘lishi kerakkai:
VxeRda A={w: X(w)<x} hodisa S o-algebrasiga tegishli bo‘lishi kerak.
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2.2 Diskret tasodifiy miqdorning taqsimot qonuni

X-diskret tm. bo‘lsin. X tm. x,x,,..,X,... qiymatlarni mos
P15 Pas-» Pr»--- €htimolliklar bilan gabul qilsin:

X X, X, X

n

P pl p2 e pn

jadval diskret t.m. tagsimot qonuni jadvali deyiladi. Diskret t.m. tagsimot
qonunini p, = P{X =x},i=1,2,...,n,... ko‘rinishda yozish ham qulay.

{X =x},{X =x,},... hodisalar birgalikda bo‘lmaganligi uchun ular
to‘la gruppani tashkil etadi va ularning ehtimolliklari yig‘indisi birga teng
bo‘ladi, yani D, p, =) P{X =x}=1,

v X t.m. diskret t.m. deyiladi, agar X,,X,,... chekli yoki sanoqli to‘plam
bo‘lib, P{X =x}=p, >0(@G=12,..) va p,+p,+..=1 tenglik o‘rinli bo‘lsa.

v' X va Y diskret tmlar bogligsiz deyiladi, agar 4, ={X=x} va
B, ={Y =y,} hodisalar Vi=1,2,...,n, j=1,2,....,m da bog‘ligsiz bo‘lsa, ya’ni
PiX=x,Y=y}=PX=x}-PV =y} nmzon

2.1-misol. 10 ta lotoreya biletida 2 tasi yutuqgli bo‘lsa, tavakkaliga
olingan 3 ta lotoreya biletlari ichida yutuqglilari soni X t.m.ning tagsimot
gonunini toping.

X t.m.ni gabul gilishi mumkin bo‘lgan qiymatlari x, =0,x, =1 x,=2. Bu
qiymatlarning mos ehtimolliklari esa
C -G 56 7

n=" ) C: 120 15
C.-C2 56 7

:P X:l = 2 8 = :_;
=P =1 C: 120 15
c:-Cc: 8 1

:PX:2: 2 8: = —_—
py=h ) C: 120 15

X t.m. tagsimot qonunini jadval ko‘rinishida yozamiz:

X 0 1 2

Pl 7] 7|1 3 7 7 1
— — — =t —+—=1
15 | 15 | 15 ;pz 515 15
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2.3 Tagsimot funksiyasi va uning xossalari

Diskret va uzluksiz t.m.lar tagsimotlarini berishning universal usuli
ularning taqsimot funksiyalarini berishdir. Tagsimot funksiya F(x) orqali
belgilanadi.

v  F(x) funksiya X tm.ning tagsimot funksiyasi YxeR son uchun
quyidagicha aniglanadi:

F(x)=P{X <x}=P{o: X(o)<x}. (23.1)

Tagsimot funksiyasi quyidagi xossalarga ega:
1. F(x) chegaralangan:
0<F(x)<1,

2. F(x) kamaymaydigan funksiya: agar x,<x, bo‘lsa, u holda
F(x) < F(x,).

3. F(-0)= lim F(x)=0, F(+e0)= lim F(x)=1.

4. F(x) funksiya chapdan uzluksiz:

lim F(x)=F(x,).

x—=>xy—0

Isboti: 1. Bu xossa (2.3.1) va ehtimollikning xossalaridan kelib chigadi.
2. A={X<x},B={X<x,} hodisalarni kiritamiz. Agar x,<x, bo‘lsa, u
holda AcB va PA)<PB), yani PX<x)<P(X<x,) yoki
F(x) S F(x,).
3. {X <—00} = va {X <+o0} =Q ekanligi va ehtimollikning xossasiga
ko‘ra

F(—0)=P{X <—o0} = P{J} =0

F(400)= P{X <40} = P{Q} =1

4. A={X <x,},A,={X <x,} hodisalarni kiritamiz. Bu yerda {x,} ketma-
ketlik monoton o‘suvchi, x, T x,. 4, hodisalar ketma-ketligi ham o‘suvchi
boclib, [J4, =4. Uholda P(4,) > P(4), ya'ni Im#(x) = £(x,). =
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Diskret t.m. tagsimot funksiyasi quyidagicha ifodalanadi:
F(x) =2 pi. (2.3.2)
Xi<X
2.2-misol. 2.1-misoldagi X t.m. tagsimot funksiyasini topamiz.

X 0 1 2
7 7 1 2

O<x<1 bo'lsa,
P 15 15 15

F(x) =P{X <}=P{X :O}:l;

7 7 14
3. Agar 1<x<2 bo'lsa, F(x) =P{X =0}+P{X =}=—+—=

4. Agarx>2 bo'lsa, F(x) =P{X =0}+P{X =1}+P{X =2} =7 +7 ++ =

Demak,

0, agar x <0

77, agar0<x<1
F(x)

N5 ,agar 1<x <2

1, agar x >2

F(x) tagsimot funksiya grafigi 13-rasmda keltirilgan.

13-rasm.
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v' X tm. uzluksiz deyiladi, agar uning tagsimot funksiyasi ixtiyoriy
nuqtada uzluksiz bo‘lsa.

Agar F(x) tagsimot funksiya uzluksiz t.m. tagsimot funksiyasi bo‘lsa,
tagsimot funksiyaning 1-4 xossalaridan quyidagi natijalarni keltirish
mimkin:

1. X tm.ning [a,b) oraligda yotuvchi qiymatni gabul qilish ehtimolligi
tagsimot funksiyaning shu oraligdagi orttirmasiga teng:

Pla< X <b)=F(b)-F(a). (2.3.3)

2. X uzluksiz tm.ning tayin bitta giymatni qabul qilishi ehtimolligi
nolga teng:
P{X=x}=0
I-natijada [a,b], (a,b], (a,b) oraliglar uchun ham (2.3.3) tenglik o‘rinli,
ya’ni

Pla<X <b'=Pla< X <b)=Pla< X <b}=Pla< X <b}=F(b)-F(a).

Masalan, P{a< X <b}=P{X =a}+P{la< X <b}=Pla< X <b}.

Isboti. 1. a<b bo‘lgani uchun {X <b}={X <a}+{a< X <b} {X<a} va
{a< X <b} hodisalar birgalikda bo‘lmagani uchun P{X <b}=P{X <a}+
LPla<X <b). Plas< X <by=P{X <b}-P{X <a}=F(b)-F(a).

2. (2.3.3.) tenglikni [a,x) oraligqa tatbiq etamiz: P{a< X <x}=F(x)-F(a).
F(x) funksiya a nuqgtada uzluksiz bo‘lgani uchun £1_r)n F(x)=F(a).

IimP{a< X <x}=P{X =a}=limF(x)-F(a)=F(a)-F(a)=0. m

X—>a X—>a

2.4 Zichlik funksiyasi va uning xossalari
Uzluksiz t.m.ni asosiy xarakteristikasi zichlik funksiya hisoblanadi.
v' Uzluksiz t.m. zichlik funksiyasi deb, shu t.m. tagsimot funksiyasidan
olingan birinchi tartibli hosilaga aytiladi.
Uzluksiz t.m. zichlik funksiyasi f{x) orgali belgilanadi. Demak,
f(x)=F(x). (2.4.1)

Zichlik funksiyasi quyidagi xossalarga ega:
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1. fix) funksiya manfiy emas, ya’ni

F(x)=0.

2. X uzluksiz tm.ning [a,b] oraligga tegishli giymatni gabul qilishi
ehtimolligi zichlik funksiyaning a dan b gacha olingan aniq integralga
teng, ya’ni

P{aSXSb}zj.f(x)dx‘

3. Uzluksiz t.m. tagsimot funksiyasi zichlik funksiya orgali quyidagicha
ifodalanadi:

Feo= [ fa (2.42)

4. Zichlik funksiyasidan -« dan +« gacha olingan xosmas integral
birga tengdir

[ rGote=1.

Isbotlar: 1. F(x) kamaymaydigan funksiya bo‘lgani uchun F(x)>0, ya’ni

F(x)=0.
2. Plas<X<by=F(0®)-I(a) tenglikdan Nyuton-Leybnis formulasiga
asosan:

F(b)-F(a)= j‘F'(x)dx = j‘f(x)dx‘

b
Buyerdan P{a<X <b}=[f(x)dx
3. 2-xossadan foydalanamiz:
F(x)=P{X <x}=P{-o< X <x}= [ f(t)dt

4. Agar 2-xossada a=-x va b=+o deb olsak, u holda mugqarrar
X e (—»,+w) ga hodisaga ega bo‘lamiz, u holda

T F(x)dx =P{—0 < X < +o0} = P{QY =1

|
a

2.3.-misol. X tm. zichlik funksiyasi f(x)=1+x2

tenglik bilan

berilgan. O‘zgarmas a parametrni toping.
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. . . . . a .
Zichlik  funksiyaning  4-xossasiga  ko‘ra J. xzdx =1, ya'ni
: T T
~lim | ——dx=a- lim arct, = ——||l=a x=1
o Jim [ tztea fim s = (-5 J=a =1 pamak
1
a=—
g
2.5 Tasodifiy miqdorning sonli xarakteristikalari
X  diskret tm. tagsimot  qonuni  berilgan  bo‘lsin:

(p=P{X=x},i=12,..n.."

Matematik kutilma

v X t.m. matematik kutilmasi deb, Z X;p; qator yig‘indisiga aytiladi va
i=1

MX =3 xp, 2.5.1)

i=1

orqali belgilanadi.

Matematik kutilmaning ma’nosi shuki, u tm. o‘rta giymatini

ifodalaydi. Hagigatan ham Z P, =1 ekanligini hisobga olsak, u holda
i=1

. Y xp,

MX =Y x,p, =L =X

o'rtacha
i=1 § p

v' Uzluksiz t.m. matematik kutzlmasz deb

MX = j x f (x)dx (2.52)

integralga aytiladi. (2.5. 2) integral absolut yaqinlashuvchi, ya’ni
I|x|'f (x)dx <o bo‘lsa matematik kutilma chekli, aks holda matematik

kutilma mavjud emas deyiladi.
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Matematik kutilmaning xossalari:
1. O‘zgarmas sonning matematik kutilmasi shu sonning o‘ziga teng,

ya’ni

MC=C.
2. O‘zgarmas ko‘paytuvchini matematik kutilish belgisidan tashqariga
chigarish mumkin,
M(CX)y=CMX.

3. Yig‘indining matematik kutilmasi matematik kutilmalar yig‘indisiga

teng,

M(X+Y)y=MX+MY.
4. Agar X 1Y bo‘lsa,
M(X-Yy=MX-MY.

Isbotlar: 1. O‘zgarmas C sonni faqat 1 ta qiymatni bir ehtimollik bilan
gabul qiluvchi tm. sifatida qarash mumkin. Shuning uchun
MC=C-P{X=C}=C-1=C.

2. C-X diskret tm. C-x, (i=1n) qiymatlarni p, ehtimolliklar bilan gabul

qilsin, u holda MCX =Y C-x,p,=C> x,p,=C-MX

i=1 i=1
3. X+Y diskret tm. X, + Y, qiymatlarni p, = P{X =x,,Y = y,} ehtimolliklar
bilan gabul giladi, u holda ixtiyorty » va m lar uchun

M(X+Y)= Zn:i(xi +Y,)p; = Zn:Zm:xipij +Zn:Zm:yjpij =

i=l j=1 i=l j=1 i=l j=1

=N P LY Py = LN+ DY, p, = MY+ MY
j=1

i=1 j=1 =1 i=1 j=1

Bu  yerda > p,=p, va > p,=p, bo‘ladi. Chunki,
j=1 i=1

Jex =x:7 =y} =0x =xjU0r =3} = (X =5)NQ= (X =3},

J=1

p, =P{X=xl}=P{LmJ{X=X,;Y=y,}]=iP{X=XZ;Y=yJ}=iPU .

J=1

4. Agar X1Y bo‘lsa, u holda

p,=P{X=x,Y=y}}=P{X=x}-PY=y}=p-p, va
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Py

= x,.y,.P{X:xi}P{Y:yj}:inpiZyipj:]\/D(-MY.
i=1 j=1 ﬁf-_/ﬁf._/ i=1 j=1
u
Matematik kutilmaning xossalari t.m. uzluksiz bo‘lganda ham hiddi
shunga o‘xshash isbotlanadi. Masalan,

MCXzTC-x-f(x)dszTx-f(x)dx=C-]\/D(,

2.4.-misol. X diskret t.m. tagsimot qonuni berilgan bo‘lsa, X t. m.ning
matematik kutilmasini toping.

X 500 50 [10 ] 1 0
P 1001]0.05|0.1]0.15]0.69

MX=500-0.01+50-0.05+10-0.1+1-0.15+0-0.69=8.65.
2.5.-misol. X uzluksiz t.m. zichlik funksiyasi berilgan

~ 0, x¢(0,1)
f(x)_{c-xz, xe(0,1)

C va MX ni toping.
Zichlik  funksiyaning  4-xossasiga ko‘ra f f(x)dx=1.  Demak,

0, x¢(0,1)
3x*, xe(0,1)

1 3

1

ijzdxzc.%|g=c.§=1, C=3ya f(x):{
0

Endi matematik kutilmani hisoblaymiz:

]\/D(sz-f(x)dx=3jx-x2dx=%‘
—0 0

Dispersiya

v X tm. dispersiyasi deb, M (X — MX)* ifodaga aytiladi.
Dispersiya DX orqali belgilanadi. Demak,

DX =M(X —MX)* (2.5.3)
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Agar X dickret t.m. bo‘lsa,
DX =) (x,—MX)-p, (2.5.4)

i=1

Agar X uzluksiz t.m. bo‘lsa,

DX = [ (x=MX)*- f(x)dx (2.5.5)
T.m. dispersiyasini hisoblash uchun quyidagi formula qulaydir:
DX=MX*-(MX)* (2.5.6)

Bu formula matematik kutilma xossalari asosida quyidagicha keltirib
chiqariladi:
DX = M(X = MX)* = M(X? = 2XMX +(MX)?) = MX? = MQ2XMX )+ M(MX )? =
= MX? = 2MXMX +(MX)? = MX? = (MX )
Dispersiyaning xossalari:

1. O‘zgarmas sonning dispersiyasi nolga teng DC=0.

2. Ofzgarmas ko‘paytuvchini kvadratga ko‘tarib, dispersiya belgisidan
tashqariga chigarish mumkin,

D(CX)=C*DX.
3. Agar X1Y bo‘lsa,
D(X+Y)y=DX+DY.

Isbotlar: 1. DC =M (C-MC)* =M(C-C)Y*=M0=0,
2. D(CX)=M(CX -M(CX))> =M(CX —CMX)* =M(C*(X —MX)*)=
=C*M(X -MX) =C°DX .
3.(2.5.6.) formulaga ko‘ra
DX +Y)=M(X+Y) —(M(X +Y))* =MX? +2MXY + MY > —(MX)* —2MXMY — (MY )* =
=MX* —(MX) +MY* —(MY)* + 2(MXY —MXMY) = DX + DY +2(MXMY —MXMY) = DX + DY
|

2.6.-misol. X diskret tm. tagsimot qonuni [ X | -1 |0 | 1 | 2
P

berilgan: 02]01]03(04
MX va DX ni hisoblaymiz:

MX=-1-0.2+0-0.1+1-0.3+2-0.4=0.9,
DX =(-1)*-02+17-0.3+22-0.4—(0.9)> =1.29 |

v X tm. o ‘rtacha kvadratik tarqoqligi(chetlashishi) deb, dispersiyadan
olingan kvadrat ildizga aytiladi:
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o, =NDX (2.5.7)
Dispersiyaning xossalaridan o‘rtacha kvadratik tarqoqlikning
xossalari kelib chigadi: 1. 6. =0;2. 0 =|C| Oy

2.6 Ba’zi muhim tagsimotlar
Binomial tagsimot

v’ X diskret t.m. binomial gonun bo‘yicha tagsimlangan deyiladi, agar u
0,1,2,...n gqiymatlarni

P, =P{X =m}=CTp"q"™", (2.6.1)

chtimollik bilan gabul qilsa.
Buyerda O<p<l1, g=1-p, m=0,1,...,n.

Binomial qonun bo‘yicha tagsimlangan X diskret t.m. yaqgsimot
qgonuni quyidagi ko‘rinishga ega:

X=m 0 1 2 m n

pm — P{X — m} qn Cylzplqn—l ijan—Z o Cy:npmqn—m o pn

Nyuton binomiga asosan 2,7, =(P+q)"=1. Bunday tagsimotni Bi(n, p)
m=0
orqali belgilaymiz.
Uning tagsimot funksiyasi quyidagicha bo‘ladi:

0,agar x <0
F(x)= ZC;”p’”q”””, agar 0<x<n

m<x

L, agar n<x.

Endi bu tagsimotning sonli xarakteristikalarini hisoblaymiz.

MX = Zn:m-P{X =m} = Zn:m -P{X =m}= Zn:m Cl'p"q"" = npzn:(j;”_‘llpm‘lq”‘m =
m=0 m=1 m=1 m=1

=np(p+q)"" =np.
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DX = ZmzP{X m}—(np)* —ZmzC’” "q" " —(np)’ =|m* =m(m—1)+m

almashtirish bajaramiz| =n(n—1)pZZC;" SPT npz Crlp™ g " —(np)’ =

n(n—=1)p* +np—(np)’ =npq .
Demak, MX =np, DX =npq .

Puasson taqsimoti
v Agar Xtm. 0,1,2,...m,... qiymatlarni

m —a

a’-e
m!

P =PLX =m} = (26.2)

ehtimolliklar bilan gabul qilsa, u Puasson gonuni bo‘yicha tagsimlangan
t.m. deyiladi. Bu yerda a biror musbat son.

Puasson qonuni bo‘yicha tagsimlangan X diskret t.m.ning tagsimot
qgonuni quyidagi ko‘rinishga ega:

X=m 0 1 2 m
=P{X =m} e a-e” a’-e” am-e
1! 21 m!

0

. . - —a am —Qa a . .
Teylor yoyilmasiga asosan, Zl?m =€ Z;= e“-e"=1 Bu tagsimotni
m=0 m=0 .

(a) orqali belgilaymiz. Uning tagsimot funksiyasi quyidagicha bo‘ladi:

0,agar m<0
F(x)= a’-e?

2

m<x

,agar 0<m<x

Endi bu tagsimotning sonli xarakteristikalarini hisoblaymiz:

m

- [oe) o0 a
:e“ m- =q-e’ =q-e ‘e =a
Z; Z:(m 1)! ’

m=1

WZm
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—a

DX:imz-a ] i ] - ' =

-0 ! P (m ])|

:a-{ika ¢ +ia e’ ~a=ala+)-a’ =a

k=0 ! k=0 k!

Demak, MX =a;, DX =a.
Geometrik tagsimot

v Agar Xtm. 12, .. m,. .. qgiymatlarni
=P{X=m=q""p (2.6.3)

ehtimolliklar bilan gabul qilsa, u geometrik qonuni bo‘yicha tagsimlangan
t.m. deyiladi. Buyerda p=1-¢<(0,1).

Geometrik gonun bo‘yicha tagsimlangan t.m.larga misol sifatida
quyidagilarni  olish mumkin: sifatsiz mahsulot chiqqunga gadar
tekshirilgan mahsulotlar soni; gerb tomoni tushgunga qadar tashlangan
tangalar soni; nishonga tekkunga gadar otilgan o‘qlar soni va hokazo.

Geometrik qonun bo‘yicha tagsimlangan X diskret t.m. tagsimot
qonuni quyidagi ko‘rinishga ega:

X=m 1 2 m
=P{X =m} p qp q"p

el el 1 p
= —p.— £
;q p p;q P,k

chunki p, ehtimolliklar geometrik progressiyani tashkil etadi:

P-qp- 4’ P-4 ps.... Shuning uchun ham (2.6.3) tagsimot geometrik
tagsimot deyiladi va Ge(p) orqali belgilanadi.
Uning tagsimot funksiyasi quyidagicha bo‘ladi:

0, agar m<1
F(x)= Zq’”’lp, agar1<m<x

m<x
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Endi bu tagsimotning sonli xarakteristikalarini hisoblaymiz:
< m— - m— - m | 1 |
MX=3 m-q"'p=pY mq"’ =p(Zq j =p(—j =
m=1 m=1 m=0 q 1 - q q
1 p 1

1-9° p* p

1 e .
DX =) m’-q" "' p——=(m’ =m(m—1)+m almashtirishni bajaramiz) =
P

m=1

>

0 . 0 . 1 0 . 1 1
Dom-(m=D)g""'p+d m-q" " p-—=pg) m-(m-1)g" 7 +—-—=
m=1 m=1 p m=1 p p
N 2 1 1 2pg 1 1 g
q 29" | +——==prq t—— g =Tt =
(mz;) lz p P -9 p P p p p p
Demak, MX =—; DX =-L.
p
Tekis tagsimot

v' Agar uzluksiz X t.m. zichlik funksiyasi

1
f={p_q g relarl (2.6.4)
0, agar x ¢ [a,b]

ko‘rinishda berilgan bo‘lsa, u [a,b] oraligda tekis tagsimlangan t.m.
deyiladi.

Bu t.m.ning grafigi 14-rasmda berilgan. [a,b] oraliqda tekis tagsimlangan
X tm. ni X ~ R[a,b] ko‘rinishda belgilanadi. X ~ R[a,b] uchun tagsimot
funksiyasini topamiz. (2.4.2) formulaga ko‘ra agar a <x <b bo‘lsa

¢ odt t 1 x-a
F)C = = =
() -!:b—a b—al, b-a’
agar x<a bo‘lsa, F(x)=0 va x>b bo‘lsa,
“ bodt t |
F(x)=| 0dr+ +|0dt =——| =1 po‘ladi
(x) __[O -!b—a _l!. b—al bo‘ladi. Demak,
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0, agar x <abo'lsa,

F(x) b-a agar a <x <b bo'lsa,

1, agar b <xbo'lsa,
F(x) tagsimot funksiyaning grafigi 15-rasmda keltirilgan.

J

b—a

14-rasm.

15-rasm.

X ~ R\ct,b] t.m. uchun M X va DXlarni hisoblaymiz:
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b
X b2- a2 a+b

MX = Jxm0dx + J—"*dx + Jx m0dx
3 3 J 2(b-a)_ 2(b- a) 2

b=t

nz b
a+b\ dx 1 1f a+b\d

DX:‘?(X 2 b-a b-a 3VX 2

1 (b-a)3 (a-b)3 (b-a)2
3(b- a) 8 8 12

. a+b (b-a)2
Demak, M X ——2—,DX =

Ko‘rsatkichli tagsimot

S Agar uzluksiz X t.m. zichlik funksiyasi

Xe Xx, agar x >0,
0, agar x <0

f(x) (2.6.5)

ko‘rinishda berilgan bo‘lsa, X t.m. ko rsatkichli gonun bo‘yicha
tagsimlangan t.m. deyiladi. Bu yerda X biror musbat son. X parametrli
ko‘rsatkichli tagsimot E(X) orqgali belgilanadi. Uning grafigi 16-rasmda
keltirilgan.

16-rasm.
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17-rasm.
Tagsimot funksiyasi quyidagicha ko‘rinishga ega bo‘ladi:

1- e~ >
F (x) = e~%, agar x >0,
0, agar x <0.

Uning grafigi 17-rasmda keltirilgan.

Endi  ko‘rsatkichli  tagsimotning matematik  kutilmasi va
dispersiyasini hisoblaymiz:

+X b I b Xx\
MX = tix-Xe~Xxdx:grﬁn( x-Xe~Xxdx:£iLml-dee'
0

f b b

=lim - Xxee~X .+ S¥ :Li_rxn 1 e~X
b 0
Y 0 ) v X oo

+ < +2<

DX = J X2f (x)dx- (M XJ2=XJ x2ee“Xxd x X" =

= [bo'laklab integrallash formulasini ikki marta qo'llaymiz] =

55



2 b
| lim| =X +2(_£e—/1x _Lze—lxj
b—w l l l ﬂ, i
1

Demak, agar X ~ £(1) bo‘lsa, u holda AMXx :% va DX ==

Normal tagsimot

Normal tagsimot ehtimollar nazariyasida o‘ziga xos o‘rin tutadi.
Normal tagsimotning xususiyati shundan iboratki, u limit tagsimot
hisoblanadi. Ya’ni boshqa tagsimotlar ma’lum shartlar ostida bu
tagsimotga intiladi. Normal tagsimot amaliyotda eng ko‘p qo‘llaniladigan
tagsimotdir.

v X uzluksiz t.m. normal gqonun bo‘yicha tagsimlangan deyiladi, agar
uning zichlik funksiyasi quyidagicha ko‘rinishga ega bo‘lsa

_(x-a)’

2
620

1

o-\N27

J(x)=

,xeR (2.6.6)

a va o>0 parametrlar bo‘yicha normal taqsimot N(a,o) orqali
belgilanadi. X ~ N(a,0) normal t.m.ning tagsimot funksiyasi

_(t-a)’

|
e 29 dr.
— ’_27z_£ (2.6.7)

F(x)=

Agar normal tagsimot parametrlari a=0 va o=1 bo‘lsa, u standart
normal tagsimot deyiladi. Standart normal tagsimotning zichlik funksiyasi
quyidagicha ko‘rinishga ega:

1 X

(”(x) = \/Z ’ 6_7-

Bu funksiya bilan 1.14 paragrafda tanishgan edik(uning grafigi 9-
rasmda keltirilgan). Tagsimot funksiyasi

B
@(x)zEJ.e % di
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ko‘rinishga ega va u Laplas funksiyasi deyiladi(uning grafigi 10-rasmda
keltirilgan).

a va o parametrlarni ma’nosini aniglaymiz. Buning uchun
X ~ N(a,0) t.m.ning matematik kutilmasi va dispersiyasini hisoblaymiz:

1 +00 _(x—cz)2
2
J. x-e 29 dx=

T

MX = I x- f(x)dx = =t almashtirish bajaramlz}

1 +00 \/_ a2
= 20t+a)e \/Eadl
o227 '[0 ( )

Ir’fdz+—je’fdz 0+——-r =a

J;

Birinchi integral nolga teng, chunki integral ostidagi funksiya toq,
integrallash chegarasi esa nolga nisbatan simmetrikdir. Ikkinchi integral
esa Puasson integrali deyiladi,

+o0

J. e di=Ir

—o0

Shunday qilib, a parametr matematik kutilmani bildirar ekan. Dispersiya
hisoblashda 2= =talmashtirish va  bo‘laklab integrallashdan

2o

foydalanamiz:

DX:T(x—a)2 -f(x)dx—

J.2c7t2 “o2dt = =

J_

20° 1\/—
Jr 2

Demak, DX =o* va o o‘rtacha kvadratik tarqoqlikni bildirar ekan.
18-rasmda a va o larning turli qiymatlarida normal tagsimot
grafigining o‘zgarishi tasvirlangan:
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18-rasm.

X ~N(a,a) t.m.ning (a,/J) intervalga tushishi  ehtimolligini
hisoblaymiz. Avvalgi mavzulardan ma’lumki,

fi-a
fi i fi k) ‘- a 7 .
P{a <X <fi} = Jf (x)dx = ----- j= 1 212 dx =t -L - 7e 2dt
a 7 N4 2N 7 4251 Ja
7
fi-a a-a
J 7t J 7 t
= — e 2dt— E e 2dt.
42n ] J

Laplas funksiyasidan foydalanib((1.14.6) formula), quyidagiga ega
bo‘lamiz:

fi-a
P{a< X <fi} =dc¢ -0 (2.6.8)

\ 7 J \ 7 J

Normal tagsimot tagsimot funksiyasini Laplas funksiyasi orqali
quyidagicha ifodalasa bo‘ladi:
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x _(t-a)’ . o
F(x)= [ L oo dt:P{—oo<X<x}:CDO(x6aj—CDO( ® aj:

o217

®o(x_a]+®o(+oo)=®o[x_aj+% (2.6.9)

1 7
Agar Laplas funksiyasi PX)=—=|¢ Adr bo‘lsa, u holda
27 2,

X—d
F(x)= CD(TJ va (2.6.8) formulani quyidagicha yozsa bo‘ladi:

P{a<X<ﬂ}=<D[ﬂ_aj—<D[a_aj- (2.6.10)

o o
Amaliyotda ko‘p hollarda normal t. m.ning a ga nisbatan simmetrik bo‘lgan

intervalga tushishi ehtimolligini hisoblashga to‘gri keladi. Uzunligi 2/
bo‘lgan (a-l,a+]) intervalni olaylik, u holda

Pla—I<X<a+l}=P{{X-d<l}=

R OO

Demak,

P{X-dl<l} =20, (LJ:MD(LJ—I. (2.6.11)

o o

(2.6.11) da /=30 deb olsak, P{X-a|<30}=2®,(3) bo‘ladi. ®,(x)
funksiyaning qiymatlari jadvalidan @, (3)=0.49865 ni topamiz. U holda
P
bo‘lamiz: Agar X ~ N(a,0) bo‘lsa, u holda uning matematik kutilishidan
chetlashishining absolut qiymati o‘rtacha kvadratik tarqoqgligining

uchlanganidan katta bo‘lmaydi. Bu qoida “uch sigma goidasi” deyiladi(19-
rasm).

X —a|£30}z0.9973 bo‘ladi. Bundan quyidagi muhim natijaga ega
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2.7.-misol. Detallarni o'lchash jarayonida 7 —l0mm parametrli
normal taqgsimotga bo'ysuvuvchi tasodifiy xatoliklarga yo'l qo'yildi.
Bog'ligsiz 3 marta detalni o'lchaganda hech bo'lmasa bitta o'lchash
xatoligining absolut quymati 2 mm dan katta bo'lmasligi ehtimolligini

baholang.
(2.6.11) formulaga ko'ra

f21
P{IX - a\<2} 20 OV~10J ~2m) 01926 —0.15852. Bitta tajribada(o’lchashda)

xatolikning 2 mm dan oshishi ehtimolligi
P{X-a >2}—1-P{|X - a <2}« 0.84148. Tajribalarimiz bog’'ligsiz bo'lganligi
uchun uchchala tajribada xatolikning 2 mm dan oshishi ehtimolligi
0.841483« 0.5958 bo'ladi. Qidirilayotgan ehtimollik 1-0.5958=0.4042.

Il bobga doir misollar

1. Birinchi talabaning imtihonni topshira olishi ehtimolligi 0.6,
iIkkinchisiniki esa 0.9. Quyidagi hollar uchun imtihonni topshira olgan
talabalar soni X t.m.ning tagsimot gonunini toping: a) Imtihonni gqayta
topshirish mumkin emas; b) imtihonni bir marta gayta topshirish mumkin.

2. A hodisaning ro'y berishi ehtimolligi 0.7 ga teng. Bog'ligsiz uchta
tajribada A hodisaning ro'y berishlari soni X t.m.ning tagsimot gonunini
toping.

3. Agar
X 1 2 3 4
P 03 0.2 04 01
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bo‘lsa, X t.m.ning tagsimot funksiyasini toping.

4. Ikki ovchi bir nishonga qarata o°‘q uzishmoqda. Birinchi
ovchining nishonga tekkazishi ehtimolligi 0.6, ikkinchisiniki esa 0.8
bo‘lsa, nishonga tekkan o‘qglar soni X t.m.ning tagsimot qununini toping va
tagsimot funksiyasini tuzing.

5. Tagsimot funksiyasi

0, agar x <0,

0.2, agar 0 <x <1,
I(x)=
0.6, agar 1<x <2,

1, agarx >2
bo‘lgan X t.m.ning gabul qilishi mumkin bo‘lgan qiymatlari va ularga mos
ehtimolliklarini toping.

6. Agar P{X >3} =% bo‘lsa, F, (3) ni hisoblang.

7. Quyidagi funksiyalardan qaysilari zichlik funksiya bo‘ladi:
Fi0) ==, () =SS+, ()=

z 1+x
8. Tasodifiy migdorning zichlik funksiyasi

3 X2, || <h,
J(x)=42
0, |x| > h,
bo‘lsa 4 ning qiymatini toping.
9. Tagsimot funksiyasi
0, agar x <0,

2

F(x)= %, agar,O<xS«/§,

1, agar x >«/§,

bo‘lgan X tm.ning zichlik funksiyasini toping va P{x<X <1}
chtimollikni hisoblang.
10. Agar X t m.ning tagsimot funksiyasi
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0, agarx <-1,
F(x) — a(x +X2, agar, -1 <x <2,
1, agarx =:

bo'lsa, o'zgarmas a ning giymatini hisoblang.
11. Tasodifiy miqgdorning zichlik funksiyasi

0, agarx <

7 7
f(x) @acosx agar ~ <x<—
2 2

0 agarx ><,

bo'lsa, o'zgarmas a ning giymatini va t.m.ning tagsimot funksiyasini
hisoblang.
12. Uzluksiz X t.m. zichlik funksiyasining grafigi berilgan:

R4

20-rasm.

zichlik funksiya f (x) ning ifodasini, F(x) taqsimot funksiyasini va

|1 <X <1j hodisaning ehtimolligini hisoblang.

13. X ~R(0,a)va P > J =- bo'lsa, a ning giymatini toping.

14. Uzluksiz X t.m.ning zichlik funksiyasi:
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0, agarx<0vax>r,

J(x)=

1 .
Esmx, agar O<x <,

bo‘lsa, MX va DX ni hisoblang.
15. X va Y bog‘ligsiz diskret t.m.lar bo‘lib, MX=0, MY=-3, DX=2,
DY=9 bo‘lsa, Z=5X-3Y+2 t.m. uchun MZ va DZ ni hisoblang.
16. Uzluksiz X t. m.ning tagsimot qonuni:
0, agar x < A4,
F(x)=40.25x", agar A< x < B,
1, agar x > B,
bo‘lsa, 4 va B qiymatlarini toping, MX va o, ni hisoblang.
17. X~N(3,2) bollsa, P{-3<X<5}, P(X<4}, P{x-3<6}
chtimolliklarni hisoblang.
18. Agar X ~ Bi(1,0.5) bo‘lsa, (MX)* va DX ni taqqoslang.
19. Quyida X t.m.ning tagsimot jadvali berilgan:

X 1-0510 05 |1 1.5
P (01 104 |01 |03 |0.1

a) Y=10X-1;
b) Z=X
¢) V=2' tm.laming matematik kutilmasi va dispersiyaslarini
hisoblang.
20. Agar X ~II(23) va Y=1-Xbo‘lsa F;(2) ni hisoblang.
21. Uzluksiz X tm.ning zichlik funksiyasi quyidagicha ko‘rinishga
ega:

3h, xe[-1,0],
f(x)=<h, x€[0,2],
0, aks holda.

h ni, X tm.ning tagsimot funksiyasi F(x) ni, M[(2-X)(X-3)] va D[2-
3X] n1 hisoblang.
22. X t.m.ning tagsimot funksiyasi

1—l agar x >1
F(x) = L g 21,

0, agar x > 1,
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1
bo‘lsa, P{X >a} = 3 tenglik o‘rinli bo‘ladigan a ning qiymatini toping.

. . X
23. X uzluksiz tm.ning tagsimot funksiyasi (X)=C+baf0tg;

formula orqali aniglanadi. Quyidagilarni toping: a) o‘zgarmas a, b va ¢
larning qiymatlari; b) X t.m.ning zichlik funksiyasi.
24. X t.m.ning tagsimot funksiyasi

1 _ e—2x

0

x>0,

x<0

F(x):{ ’

>

ko‘rinishga ega bo‘lsa, M[(X —4)(5—-X)], P{X <MX} va D(B-2X) larni
hisoblang.

25. Agar f(x) zichlik funksiyasi bo‘lsa, u holda f(-x) funksiya
zichlik funksiya bo‘ladimi?
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III bob. Ko‘p o‘lchovli tasodifiy migdorlar

3.1 Ko‘p o‘Ichovli tasodifiy migdorlar va ularning birgalikdagi
taqsimot funksiyasi

Bir o‘Ichovli t. m.lardan tashgari, mumkin bo‘lgan qiymarlari 2 ta, 3
ta, ..., n ta son bilan aniglanadigan migdorlarni ham o‘rganish zarurati
tug‘iladi. Bunday migdorlar mos ravishda ikki o‘Ichovli, uch o‘Ichovli, ... |
n o‘lchovli deb ataladi.

Faraz qilaylik, (€, 7€ P) ehtimollik fazosida aniglangan X,,X,,..., X,
t.m.lar berilgan bo‘lsin.

vV X=(X.X,...X,) vektorga tasodifiy vektor yoki n-o‘lchovli t.m.
deyiladi.

Ko‘p o‘lchovli tm. har bir elementar hodisa @ ga n ta X, X,,.., X,
t.m.larning qabul qiladigan qiymatlarini mos qo‘yadi.

v FXI,XZ,___,XH(xl,xz,...,xn) =P{X, <x,X,<x,,..,X, <x} n o‘lchovli
funksiya X =(X,,X,,...X,) tasodifiy vektorning tagsimot funksiyasi yoki
X, X,,..., X, tm.laring birgalikdagi tagsimot funksiyasi deyiladi.

Qulaylik  uchun  Fy v (%,%,,..,%,)  tagsimot funksiyani
X, X,,...X, indekslarini tushirib qoldirib, F'(x,x,,....x,) ko‘rinishida
yozamiz.

F(x,x,,..,x,) funksiya X =(X,,X,,..,X)) tasodifiy vektorning
tagsimot funksiyasi bo‘lsin. Ko‘p o‘lchovli F(x,x,,..,x,) taqsimot
funksiyaning asosiy xossalarini keltiramiz:

1. Vx . 0<F(x,x,,.,x,)<1~ yani tagsimot  funksiya
chegaralangan.

2. F(x,x,,..,x,) funksiya har gaysi argumenti bo‘yicha kamayuvchi
emas va chapdan uzluksiz.

3. Agar biror x, — +»o bo‘lsa, u holda

lim F(x,x,,...x,)=F(X,....%_,%,X x )=

122 =12 "o M4l 2
X; —>+00

(3.1.1)

= FXI,...,XH DA (Xpees Xy X5 X,)

4. Agar biror x, > bo‘lsa, u holda lim F(x,x,,....x,)=0.
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3-xossa yordamida keltirib chiqarilgan (3.1.1) tagsimot funksiyaga
marginal(xususiy) tagsimot funksiya deyiladi. X =(X,,X,....., X ) tasodifiy
vektorning barcha marginal tagsimot funksiyalari soni
k=C+C}+..+C' = iC;” ~-C,—C! =2"-2 ga tengdir.

Masalan, X =(X,,X,) (n=2) ikki o‘lchovlik tasodifiy vektorning
marginal tagsimot funksiyalari soni k=2°-2=2 ta bo‘lib, ular
quyidagilardir: F(x,,+%) = F(x)=P(X, <x);
F(+0,x,) = F,(x,) = P(X, <X,) .

Soddalik uchun »=2 bo‘lgan holda, ya'ni (X,Y) ikki o‘lchovlik
tasodifly vector bo‘lgan holni ko‘rish bilan cheklanamiz.

3.2 Ikki o‘lchovli diskret tasodifiy miqdor va uning tagsimot qonuni

(X,Y) ikki o‘Ichovli t.m. tagsimot qonunini

p,=P{X=x.,Y=y}, i=Ln j=1m (3.2.1)

formula yordamida yoki quyidagi jadval ko‘rinishida berish mumkin:

Y Y1 Y ... Ym
X
Xy Pn Pia ... Pim
X P Px» . Pom (322)
Xy P P ... Pum

bu yerda barcha p; ehtimolliklar yig‘indisi birga teng, chunki
(X=x.Y=y}i= Ln, j=1,m birgalikda bo‘lmagan hodisalar to‘la gruppani

tashkil etadi 2.2, 7y =1. (3.2.1) formula ikki o‘lchovli diskret t.m.ning

i=l j=I

tagsimot qonuni, (3.2.2) jadval esa birgalikdagi tagsimot jadvali deyiladi.
(X,Y) ikki o‘lchovli diskret t.m.ning birgalikdagi tagsimot qonuni

berilgan bo‘lsa, har bir komponentaning alohida (marginal) taqsimot

qonunlarini topish mumkin. Har bir i=ln uchun
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(X =x,Y=p}{X=x,Y =y2},...,{X=xl.,Y =y } hodisalar birgalikda
bo‘lmagani sababli: =P{X=xY=p,+p,+..tp, . Demak,

p, =P{X =x}= Zp,j,z Ln, p, =P{¥ =y} = Zpu =1,m.

J=1

3.1-misol. Ichida 2 ta oq, 1 ta qora, 1 ta ko‘k shar bo‘lgan idishdan

tavakkaliga ikkita shar olinadi. Olingan sharlar ichida qora sharlar soni X

t.m. va ko‘k rangdagi sharlar soni Y tm. bo‘lsin. (X,Y) ikki o‘lchovli

t.m.ning birgalikdagi tagsimot qonunini tuzing. X va Y t.m.larning alohida
tagsimot qonunlarini toping.

X tm. gabul gilishi mumkin qiymatlari: O va 1: ¥ t. m.ning qiymatlari

ham 0 va l. Mos chtimolliklarni hisoblaymiz:
_ppr—oy—o =Sl ok 2421
C4_6(y0143 6)
C1 2 2
=P{X=0Y=l}=—==—" =PIX=1Y=01=Z="
{ J 2= Pr {X=1Y=0} o

4
Pxn :P{X:LY:H’:é.
(X,Y) vaktorning tagsimot jadvali quyidagicha ko‘rinishga ega:

Y| O 1 L2 >
X PIX=Qleaticol pIY—lezioo—
5 1 > Bu yerdan #{ } =te=5 { } o=
6 6 1 2 1 2 1
6 6 | Ply=0l=—+Z== pPyr=l1=Z4—==
7 > 1 W=0=cto=7, P=li=c+ kehb chigadi. X
6 | 6 | va Y tmlarning alohida tagsimot qonunlarl quyidagi

ko‘rinishga ega bo‘ladi:
X:0, 1 Y:0, 1

1

27

1o
P75

L
PS5

3.3 Ikki o‘lchovli tasodifiy miqdorning taqsimot funksiyasi va uning
xossalari

Ikki o‘lchovli t.m. tagsimot funksiyasini F{(x,y) orqali belgilaymiz.
v’ Ikki o ‘Icholi (X,Y) t.m.ning taqsimot funksiyasi, x va y sonlarning har
bir jufti uchun {X <x} va {¥ <y} hodisalarning birgalikdagi ehtimolligini
aniqlaydigan F(x,y) funksiyasidir: ya’ni
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F(x,y) - P{X <x,Y <y}- P((X.Y)e (-l0,x)x(-t0,y) - D). (3.3.1)

(3.3.1.) tenglikning geometrik tasviri 21-rasmda keltirilgan.

\%

* (KY)

21-rasm.

(X,Y) ikki o'lchovlik diskret t.m. tagsimot funksiyasi quyidagi
yig'indi orqali aniglanadi:

F(x,y)- 2 2 Pj. (3.3.2)
X <XY) <Y

Ikki o'lchovlik t.m. tagsimot funksiyasining xossalari:
1. F(x,y) tagsimot funksiya chegaralangan: 0<F(x,y) <1.

2. F(x,y) funksiya har gqaysi argumenti bo'yicha kamayuvchi emas:
agar x- >x- bo'lsa, F(x2y) >F(x-,y),
agar y- >y- bo'lsa, F(x,y2 >F(x,y-).
3. F(x,y) funksiyaning biror argumenti -t0 bo'lsa(limit ma’nosida),
u holda F(x,y) funksiya nolgateng, F(x,-10) - F(-t0,y) - F(-t0,-10) - 0.
4. Agar F(x,y) funksiyaning bitta argumenti +w Dbo'lsa(limit
ma’nosida), u holda

F(x, +0) - F-(x) - Fx(x); F(+10,y) - F-(y) - Bv(y). (3.3.3)
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4. Agar ikkala argumenti +t0 bo'lsa(limit ma’nosida), u holda
F(+ro,+ro) - 1 .

5. F(x,y) funksiya har gaysi argumenti bo'yicha chapdan uzluksiz,
ya’ni XAlixg_woF(x,y) - F(Xo,y), yJinOF(X’y) - F(x,y0) .

Isboti. L F(x,y)- P{X <x,Y<y} ehtimollik bo'lgaligi uchun
O<F(x,y)<i.
2. (x,y) argumentlarning birortasini kattalashtirsak, 21-rasmda bo'yalgan

D soha kattalashadi, demak bu sohaga (X,Y) tasodifiy nuqgtaning tushishi
ehtimolligi kamaymaydi.
3. {X <-w},{Y<-0} hodisalar va wularning Kko'paytmasi mumkin

bo'Imagan hodisalardir. Demak, bu hodisalarning ehtimolligi nolga teng.
4. {X <+10} mugarrar hodisa bo'lgani uchun {X <+«»}{Y<y}- {Y <y}

bo'ladi. Demak, F(+10,y) - P{X <+10;Y <y} - P{Y <y} - FY(y). Xuddi
shunday F (x,+10) - P{X <x;Y <+t0} - P{X <x}- FX(X).

4. {X <+w} va {Y <+w0} hodisalar muqarrar hodisalar bo'lganligi uchun
{X <+w0}{Y <+0} ham mugarrar hodisa bo'ladi va bu hodisaning

ehtimolligi 1 gateng. m
F(x,y) tagsimot funksiya yordamida (X)Y) tm, biror

D - {(x,y): x1 <x <x2,y1 <y <y2} sohaga tushishi ehtimolligini topish
mumkin:

P{(X,Y) e D} - P{x-<X <Xz,y- <Y <y-} -
-F(® y-)- F(x-y-)- F(* y-)+F(x-y-).

22-rasmda (3.3.4) tenglikning geometrik isboti keltirilgan.

(3.3.4)

22-rasm.
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3.2-misol. 3.1-misoldagi (X,Y) ikki o‘Ichovlik t. m.ning hamda X va ¥
t.m.larning tagsimot funksiyalarini toping.
Avvalgi bobdagi (2.3.2) formuladan:

0, agar x <0, 0, agary <0,
F(x)=<0.5, agar 0 <x <1, F,(y)=405, agar 0 < y <1,
1, agar x > 1, 1, agary >1.

(X,Y) ikki oflchovlik tm.mning F(x,y) tagsimot funksiyasini (3.3.2)
formulaga ko‘ra topamiz:

Y | y<0 0<y<l y>1
X
x<0 0 0 0
0<x<l | 0 1 l(—lﬁj
6 20 6 6
x>1 0 1 1 2 1 2 21
5(‘6*6} 1[ 8+8+8+Ej

3.4 1kki o‘lchovlik uzluksiz tasodifiy miqdor zichlik funksiyasi va
uning xossalari

v" Ikki o‘Ichovlik t.m. uzluksiz deyiladi, agar uning tagsimot funksiyasi
F(x,y): 1. uzluksiz bo‘lsa;

2. har bir argumenti bo‘yicha differensiyallanuvchi;
3. I (x,y) ikkinchi tartibli aralash hosila mavjud bo‘lsa.

v’ Ikki o ‘Ichovlik (X,Y) t.m.ning zichlik funksiyasi

O (x,y)

f(x,y)—ax—8y=F;(x,y) (3.4.1)

Tenglik orgali aniglanadi.

(X,Y) tmning G sohaga(23-rasm) tushishi ehtimolligi (3.3.4)
formulaga ko‘ra: P{x< X <x+ax,y<Y <y+ay}=
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= F(X+ax,Yy +A_y)- F(X, Y +ALy) - F(X+ax,y) + (X, V)

P{x<X<X +ax,y<Y<y +a.y}

o'rtacha
AX "Ay

F(x+ox,y +ay) - F(x,y +ay) F(x +ax,y) - F(x,y)

A X A X

ax -> 0,8y -» Oda limitga o‘tamiz,
FI(x,y+Ay)-FIl(x,y)

%ég%/»'«,ci» = um_%—-—--—-—----—-—-;—;(- ----------------

ya’ni f (x y)=(Fx(xy)) =f;(xy)

23-rasm.
Demak, (X,Y) ikki o'lchovli tasodifiy vektorning zichlik funksiyasi deb,
P{x <X <x+dx,y <Y <y +dy} «f (x,y)dxdy (3.4.2)

tenglikni ganoatlantiruvchi funksiya ekan.
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f (x,y) zichlik funkiyasi quyidagi xossalarga ega:

1 f(x,y) >o.

2. P{(X,Y)e D} =JJf (x,y)dxdy. (3.4.3)
3. F(x,y) = JJf (u, v)dudyv (3.4.4)
4. ) Jf (x,y)dxdy =1.

5. X va Y tm.larning bir o'lchovlik zichlik funksiyalarini quyidagi
tengliklar yordamida topish mumkin:

Jf(Xy)dy:fx(x);\]f(Xy)dx:fY(y). (3.4.5)

Isboti. 1. Bu xossa F(x,y) funksiyaning har qaysi argumenti
bo'yicha kamaymaydigan funksiya ekanligidan kelib chigadi.
2. f (x,y)dxdy ifoda (X,Y) tasodifiy nugtaning tomonlari dx va dy bo'lgan
to'g'ri to'rtburchakka tushish ehtimolligini bildiragi. D sohani to'g'ri
to'rtburchaklarga ajratamiz(24-rasm) va har biri uchun (3.4.2) formulani
go'llaymiz:

P{(XJ)eD}& 2 1 x,,y,)axay bo'ladi.

i=1
Endi gx”*0,0y~0 da limitga o'tib,
P{(X,Y)<eD} =JJf(x, y)dxdy ni hosil

D

gilamiz.
24-rasm.
3. (3.4.3) formuladan:
F(,y) =P{X <x,Y <y} =P{—x <X <x,—x <Y <y}=1J Jf (u v)dudv.
% =%
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4. F(+wo,+0)=1 va (3.44) formulada x=y=+w deb olsak(limit
ma’nosida),

+00 400

F(+00,+90) = j j F(x,y)dxdy =1.

—00 —C0

5. Avval X va Y t.m.larning tagsimot funksiyalarini topamiz:

—00 —00 —o0 —o0

Fo(x)=F(x,+0) = ]C. T S (u,v)dudv = jﬁ UP S(u, y)dyj du,
(3.4.5)
Fo(y)=F+,9)= | | fuv)dudv= | ( [ rex. v)dxjdv.

—00 —0 —o0 —o0

Birinchi tenglikni x bo‘yicha, ikkinchisini y bo‘yicha differensiyallasak, X
av Y t.m.larnin zichlik funksiyalarini hosil gilamiz:

fe®)=Fe() = [ f(x.)dy

va

S =FE)= [ fx yadx

u

Izoh. Agar X va Y tm.larning alohida zichlik funksiyalari berilgan
bo‘lsa, (umumiy holda) ularning birgalikdagi zichlik funksiyalarini topish
mumkin emas.

3.3-misol. (X,Y) ikki o‘Ichovli t. m.ning birgalidagi zichlik funksiyasi
berilgan

Ce™, agarx>0,y>0

xX,y)=
J ) {O, aks holda.

Quyidagilarni toping: 1) O‘zgarmas son C; 2) I'(x,y); 3) Iy (x) va I, (y);
4) fx(x) va fy(¥);5) P{X>0,Y <1}.
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0y | | fGuy)dxdy =1 tenglikdan

CTTe‘x_ydxcb/ :CTe_xdx-Te_ycb/:C =1.
0 0 0

0

Xy x Y

2) F(xy)= Ije_”_vdudv =Ie_”du : Ie‘vdv =(I-e")l-e”) x20,y20,
00 0 0

ya’ni

(1-e")1-¢e"), x>0,y>0,

F(x,y)=
(%) {O aks holda.

>

+o0

3) Fy (%)= F(x,+00) = J.( j e“evdvj du :jl edu=1-e" x>0, demak
0 0

0

(1-¢e), x>0,
F.(x)=
x () {0, x<0.
Aynan shunday,
(1-e™), y=0,
=]
0, y <0,
: (I-e™)., x>0, [e*, x>0,
x)=F,(x)= ! =
4) fy(x) =1y (x) {o, v<0. Jo. x<0
va shu kabi
e, y=>0,
fY(y)_{o, y<0.

0 1

5) P{IX>0,Y <I}= J‘e_xdxj‘e_ydy =—(e' - I)Ie_xdx =1- 1 ~ (.63.
0

0 0 €
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3.5 Tasodifiy migdorlarning bog‘ligsizligi

v’ X va Y tm.lar bog ligsiz deiladi, agar Vx,ye R uchun {X <x} va
{Y <y} hodisalar bog‘ligsiz bo‘lsa.
Endi t.m.lar bog‘ligsizligining zarur va yetarli shartini keltiramiz.

Teorema. X va Y t.m.lar bog‘ligsiz bo‘lishi uchun
F(x,y)=Fy(x)- Iy (y) 3.5.1)

tenglik bajarilishi zarur va yetarlidir.
Isboti. Zarurligi. Agar X va Y t.m.lar bog‘ligsiz bo‘lsa, {X <x} va

{Y <y} hodisalar ham bog‘ligsiz bo‘ladi. U holda
P{X <x,Y <y}=P{X <x}-P{Y <y}, ya’ni F(x,y)=F(x)-F,(y).
Yetarliligi. (3.5.1) tenglik ofrinli  bo‘lsin, u  holda
P{X <x,Y <y}=P{X <x}-P{Y <y} bo‘ladi. Bu tenglikdan X va Y tm.lar
bog‘ligsizligi kelib chiqadi. m
1-natija. X va Y uzluksiz t.m.lar bog‘ligsiz bo‘lishi uchun

Jxp) = fx (0 [y () (3.5.2)

tenglik bajarilishi zarur va yetarlidir.
Isboti. Zarurligi. Agar X va Y tm.lar bog‘ligsiz bo‘lsa, u holda
(3.5.1) tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikni x bo‘yicha, keyin esa y bo‘yicha

differensiyallab,  Jf(x,»)= —F v (x) yF y(¥)  tengliklarni,  ya’ni

f(x, )= fy(x)- f,(¥) hosil qllamlz.
Yetarliligi. (3.5.2) tenglik o‘rinli bo‘lsin. Bu tenglikni x bo‘yicha va
y bo‘yicha integrallaymiz:

x ¥

[ [ rav)dudy= j fe(w)du- j fr(vydv

—00 —00

Buesa /'(x,y)=1F,(x)-F;(y) tenglikning o‘zidir. Teoremaga ko‘ra X va
Y t.m.lar bog‘ligsizligi kelib chiqadi. m
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2-natija. X va Y diskret t.m.lar bog‘ligsiz bo‘lishi uchun ihtiyoriy
i=12,..n j=12..m larda

PiX=xY=y}=P{X=x}-P{Y=y} (3.5.3)

tengliklarning bajarilishi zarur va yetarlidir.
3.4-misol. a) 3.1-misoldagi X va Y tm.lar bog‘ligmi? b) 3.3-
misoldagi X va ¥ t.m.lar bog‘ligsizmi?
1 I 1 1
=P{X=0Y=0=—_ P{X=0}-PY=0}==——=— ni
a) p, =Pt : } . { 3Py } 55 =7 yani

P{X =0,Y =0} # P{X =0}-P{Y =0} . Demak, X va ¥ t.m.lar bog‘liq.

b) S (x,y) ={ I () ={

e, agarx>0,y>0
0, aksholda,

e”, x>0
0 <0

>

> >

-y

e”, y=20, s
Sr(¥)= 0. <0 F(x,y)=fy(x)- f,(¥) tenglik o‘rinli, demak, X va ¥

>

t.m.lar bog‘ligsiz.

3.6 Shartli taqsimot qonunlari

(X,Y) ikki o‘lchovlik t.m.ni tashkil etuvchi X va Y tm.lar bogliq
bo‘lsa, ularning bog‘ligligini xarakterlovchi shartli tagsimot qonunlari
tushunchalari keltiriladi.

v (X,Y) ikki o‘lchovli diskret t.m. birgalikdagi tagsimot qonuni

p, =P{X=x.Y=y} i=1n j=1,m bo‘lsin. U holda

PlX =x.Y =y}
P{X=x} ~

PY=y, /X=x}= i=12,.n j=12,.m (3.6.1)

ehtimolliklar to‘plami, ya’ni p(y,/x,), p(¥,/x,),..p(¥, / x,) lar Y t.m.ning
X =x, dagi shartli tagsimot qonuni deyiladi. Bu yerda
C — Dy I & P,
py;lx)=) —=—) py=—"=1
; ! ;px,. px,.; " p,
Xuddi shunday,
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PlX =x.Y =y}
PY =y}
ehtimolliklar to‘plami, ya’ni p(x,/y,), p(x,/y,),..p(x,/y,) lar X t m.ning
Y =y, dagi shartli tagsimot qonuni deyiladi.
3.5-misol. (X,Y) ikki o‘lchovlik t.m.ni birgalikdagi tagsimot jadvali
berilgan:

P{X=x/Y=y}= i=12,.n j=12.m (3.6.2)

X\Y| 1 2 3 Quyidagilarni toping: a) X av Y t.m.larning

0.1 | 0.12 | 0.08 | 0.40 | alohida tagsimot gonunlari; b) X t.m.ning

02 | 0.16 | 0.10 | 0.14 | Y=2 dagi shartli tagsimot qonuni.

a) P, = ZPU- va p, = ZPU- tengliklardan:
j=1 i=1

X | 0.1 0.2 Y 1 2 3
P 1060|040 |, P 1028 | 0.10 | 0.54

0.08 4

b) (3.6.2) formulaga asosan: P{X =0.1/Y =2} = 018-9°

0.10 5 : . . : :
P{X=02/Y=2} ~018° 9" X tmning Y=2 dagi shartli tagsimot qonuni
quyidagiga teng:
X | 01 0.2
A, | 4 5
9 9

Endi (X)Y) ikki o‘lchovli tm. uzluksiz bo‘lgan holni ko‘ramiz.
f(x,y) (X,Y) tm.ning birgalikdagi zichlik funksiyasi, fy(x) va f;(¥) lar

esa X va Y t.m.larning alohida zichlik funksiyalari bo‘lsin.
v' Y tm.ning X=x bo‘lgandagi shartli zichlik funksiyasi

fC) SN

F1x)= _
L rix yyay

(3.6.3)

ifodaga orqali aniglanadi.
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T

Shartli zichlik funksiyasi zichlik funksiyasining f (y Ix) >0, Jf (y Ix)dy =1
%

kabi xossalariga egadir.
S Xuddi shunday, X t.m.ning Y=y bo'lgandagi shartli zichlik funksiyasi

(3.6.4)
y Jf (x,y)dx

%(
tenglik orgali aniglanadi.
(3.6.3) va (3.6.4) tengliklarni hisobga olib, f (x,y) zichlik funksiyani

quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:
"X X)=fx(x) e (Xix) =fY(X)e "' (XIX). (3.6.5)

(3.6.5) tenglik zichlik funksiyalarning ko'paytirish qoidasi(teoremasi)
deyiladi.

3.6-misol. (X)Y) ikki o'lchovli uzluksiz t.m.ning birgalikdagi zichlik
aga (x y)eD,

funksiyasi berilgan: ' (x,y) El\n agar (x,y) £D

25-rasm.
bu yerda D ={(x,y): y >,y <2, x <0}(25-rasm). 1) fx(x) vaf(xly) larni

toping. 2) X va Y t.m.larning bog'ligligini ko'rsating.
1) Avval o'zgarmas son C ni topamiz:
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+00 400 0

1= j j 7 (x, y)dxdy = j dijxydyzCixdx[%Z

—00 —00 -2 -X

0 x2
L |=C x| 2% |ax=-2C
bt 2

Bundan C=%. Jfv(x) ni topamiz:

Sy (X)= ff(x,y)dy= I[—%wjay?%x(ﬁl—xz), xe(=2,0).

J(x/y)ni (3.6.4) formulasidan foydalanamiz, buning uchun dastlab £, (»)
n1 hisoblash kerak:

5y (») =_£f(x,y)dx = I(—%xyjdx = yj, ye(0,2),

-y

1
ACS N S
/y)= = =——(x, D.
f(x/y) ARG " (x,y)e
4
2) X va Y t.m.lar bog‘ligsiz bo‘lsa,
Sx/y)= ];SZ;;) = Lx (2()]3 S2 = fx(x) tenglik o‘rinli.

1 2x
fr(x)= —Zx(4—x2)  xe(=2,0)va f(x/y)= —7, (x,¥)€ D funksiyalarlar

bir-biridan farqli bo‘lganligi uchun X va Y t.m.lar bog‘liq.

3.7 Ikki o‘Ichovli tasodifiy miqdorlarning sonli xarakteristikalari

(X,Y) tasodifiy vektorning sonli xarakteristikalari sifatida turli
tartibdagi momentlar ko‘riladi. Amaliyotda eng ko‘p I va Il — tartibli
momentlar bilan ifodalanuvchi matematik kutilma, dispersiya va
korrelatsion momentlardan foydalaniladi.

v' Ikki o‘lchovli diskret (X,Y) t.m.ning matematik kutilmasi (MX MY)
bo‘lib, bu yerda
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MY =m =20 xpy MY =m,=> > yp, (3.7.1)
i=l j=l i=l j=1

va p,=P{X=x,Y=y}.

Agar (X,Y) t.m. uzluksiz bo‘lsa, u holda

+o0 +00 +o0 +00

MY =m, = [ [ x-fe.y)ddy, MY=m = [y f(x.y)dvdy.
(3.7.2)

v’ X'va Y t.m.laming kovariatsiyasi
Ky =cov(X,Y)= M((X —m )Y —m)) =, (3.7.3)

tenglik bilan aniglanadi. Agar (X)Y) tm. diskret bo‘lsa, uning
kovariatsiyasi

n m

KXY = Z(‘xi _mx)(yj - my)pij R (374)
i=1 j=1
agar uzluksiz bo‘lsa,
Ky = [ [ G=m)(y-m)f(x.y)dxdy (375)

—C0 —C0

formulalar orqali hisoblanadi.
Kovariatsiyani quyidagicha hisoblash ham mumkin:

Ky =cov(X,Y)=MXY — MX - MY | (3.7.6)

Bu tenglik (3.7.3) formula va matematik kutilmaning xossalaridan kelib
chigadi:

Ky = M((X =m)(Y =m,)) = M(XY = Xm, —Ym, +mm,) =
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= MXY —-m MX —m MY +mm, = MXY —mm —mm, +mm, =MXY—-MXMY.
Kovariatsiya orgali X va Y t.m.larning dispersiyalarini aniglash mumkin:

DX =cov(X,X)=M(X —MX)* = MX* —(MX)?,

DY =cov(Y,Y)=MY -MY ) =MY* —(MY)*

(X,Y) vektorning kovariatsiya matritsasi
C=M{X.V) -(X.¥)~(m.m,) (m,.m,)} =

DX cov(X Y )
COV(Y X)

- ifoda bilan aiglanadi.
YX

Kovariatsiyaning xossalart:
1. Ky =Ky
2. Agar X LY bo‘lsa, uholda x,, =0;
3. Agar X va Y ixtiyorty t. m.lar bo‘lsa, u holda D(X +Y)=DX +DY £2K,
4. Koy =CK,y =K, oy yoki cov(CX,Y)=Ccov(X.Y)=cov(X,CY);
5 Kyic J = =K,y = KX,Y+C = KX+C,Y+C yoki
cov(X +C,Y)=cov(X,Y)=cov(X,Y +C)=cov(X +C,Y +C);
6. |Ky|<oy -0y
Isboti. 1. (3.7.3) dan kelib chigadi.
2. Agar X LY bo‘lsa, u holda X —m_ va ¥ -m, lar ham bog‘ligsiz bo‘ladi
va matematik kutilmaning xossasiga ko‘ra K, =0.
3. DXEY)=M{(X+Y)-M(X Y)Y =M{(X -MX)£(Y -MY))’ =
= M(X =MX)* £2M (X —MX)Y =MY)+M Y —MY)* = DX + DY #2K .,
4. Koy y = M(CX—=MCXYY —MY)=M[C(X —MXXY —MY)|=CK ,
5 Kooy =M (X +C)=M (X +CO)Y ~MY) =M (X +C —MX —C)(Y MY ) =
=M(X -MX)YY -MY)=K,,

X -m, Y —m
6. 3-xo0ssant — _ __ va
O'x ay

Y m, - Y-m
p| A= _p| XM\ p s+
o, o, o, o

81

>~ t.m.larga qo‘llasak,




— Y—m
=1+112M[X ey yjzz(li&j.

o o, 0,0y

KXY
GXGY

Dispersiya manfiy bo‘lmasligidan 2(1 + j >0 ya'ni |[Ky|<oy -0y .m

3-xossaga ko‘ra, agar K, #0 bo‘lsa, X va Y tm.lar bo‘gliq bo‘ladi.
Bu holda X va Y tm.lar korrelatsiyalangan deyiladi. Lekin &, =0

ekanligidan X va Y t.m.larning bog‘ligsizligi kelib chigmaydi. Demak, X va
Y tm.laming bog‘ligsizligida ularning korrelatsiyalanmaganligi kelib
chiqadi, teskarisi esa har doim ham o‘rinli emas.

v X'va Y t.m.laming korrelatsiya koeffitsienti

Ky,  cov(X,)Y)

14 = =
XY GXGY Mﬁ (377)

formula bilan aniglanadi.
Korrelyatsiya koeffisiyentining xossalart:

1. |ry|<1, ya’ni —=1<ry, <1,
2. Agar X LY bo‘lsa, uholda r,, =0;
3. Agar |ny| =1 bo‘lsa, u holda X va Y t.m.lar chizigli funksional bog‘liq

bo‘ladi, teskarisi ham o‘rinli.
Shunday qilib, bogligsiz t.m.lar uchun r, =0, chizigli bog‘langan

tm.lar uchun |r;|=1, qolgan hollarda —1<ry <1. Agar ry, >0 bo‘lsa,

t.m.lar musbat korrelatsiyalangan va aksincha agar 7, <0 bo‘lsa, ular
manfiy korrelyatsialangan deyiladi.

3.8 Ba’zi muhim ikki o‘lchovlik tagsimotlar

Doiradagi tekis taqsimot. Radiusi =1 bo‘lgan doirada (x,¥) t.m.
tekis tagsimotga ega bo‘lsin(26-rasm).
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Demak, (X,Y) ning birgalikdagi zichlik funksiyasi

f(x \_{C +Y2<1
, X '"[0,agarx2+y2>1.

O'zgarmas C ni

[ 1 l-x
JJf (x,¥Y)dxdy =1,ya’ni J J C dxdy =1
—fa—aa 1 -

shartdan aniglaymiz. Bu Kkarrali integralni geometrik ma'nosidan kelib
chiqggan holda hisoblash osonroq(27-rasm).

27-rasm.
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f (x,y) sirt va OXY tekislik bilan chegaralangan jismning hajmi | ga
tengdir. Bizning holda bu asosi %R2=%-i2=% va balandligi C bo'lgan

silindr hajmidir V=%C=:.Demak, C=— va izlanayotgan zichlik funksiyasi

—1,agarx2+y2£1,
f (x X): <%
0,agar x2+y2<1

Unga mos tagsimot funksiyani hisoblaymiz:

X X Xy y
F(x,y)=J Jf (uv)dudv=| J —dudv
-1-41-2 %
28-rasm.

Tabiiyki, bu integral x2+y2<1 doira bilan uchi M nuqtada bo'lgan

d =fa,b)e r 2:a<x b<y}- kvadrantning — aniqligida kesishishidan hosil
%

bo'lgan soha dO0 yuzasiga tengdir(28-rasm). Tabiiyki, x<-\,-» <y <+» da
F(x,y)=o0, chunki bu holda Do =0, endi x>1va y>1da F(x,y)=1, chunki
bu holda d 0- soha x2+y2<1 doira bilan ustma-ust tushadi.

Endi X va Y larning marginal tagsimot funksuyalari Fx va Fr larni
hisoblaymiz: -1 <x <1da
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B _Xﬁl E
FX(’“)—Iff(“a")dwlv—_f1 | —dudv——-I(VL

272- 72-—1

2
s zjdu=l-j2 1—udu =

—o0 —00
—N1-u

1 L :
= —-[(xdl—xZ )+ arcs1nu|_l} = %+ l-(xxll—x2 + arcsmx).
T T
Demak,
0, agar x < -1,
I 1 :
I, (x)z 5+—-(x\/1—x2 +arcs1nx), agar — 1 <x <1,
T
1, agar x > 1.
Aynan shunga o‘xshash
0, agar y <-1,

1 1 )
Fy()’)= 5+;-(y l—yz+arcs1ny),agar—1<y£1,

1 agar y >1.

>

Nihoyat, X va v larning marginal zichliklarini hisoblaymiz:

't bt 2
(%)= ff(x,y)dy= I —dy=2A1-x7, ~1<x <1,
- —V1-x2
va shu kabi
+o l—y2 2 2
fr)=[lepdr=" [ —de==yl-y%, —1<y<I

Ko‘rinib turibdiki, £(x,y)= f,(x)- £, (v), demak, x va ¥ bog‘liq t.m.lar ekan.
Shuni ta’kidlab o‘tish lozimki, tekis tagsimotga ega bo‘lgan har
ganday (x,Y) juftlik doimo bog‘liq bo‘ladi deb aytish noto‘g‘ridir. Chunki
X va Y larning bog‘liglik xossalari ular qanday sohada tekis tagsimotga
ega ekanligiga bog‘liqdir. Shu boisdan keyingi tagsimotni ko‘rib o‘tamiz.
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Kvadratdagi tekis tagsimot. (x.7) juftlik [01]x[0,1]] kvadratda tekis
tagsimotga ega bo‘lsin. U holda ular birgalikdagi tagsomot funksiyasi
ko‘rinishi quyidagidek bo‘ladi:

0, x,y<0,
F(x,y): x-y,0<x,y<1,
Lxy>1.
Bundan
0,x<0,
FX(x)zF(x,+oo)=F(x,1)= x,0<x<],
I x>1.
0,y <0,
Fy(y)=F(ro,y)=F(Ly)=1y,0 <y <1,
Ly>1.

Demak, barcha x,y e R' lar uchun F(x,y)=F.(x)-F,(y), ya’ni X va ¥ bog‘liq
emas ekan.

Ikki o‘lchovlik normal(Gauss) taqsimoti. (x.7) tasodifiy vektor
ikki o‘lchovli normal tagsimotga ega bo‘lsin. U holda (X,¥) ning
birgalikdagi zichlik funksiyasi

len)e m.exp{—z(lfpz)[(x‘i’l)z ) (3-a) (=) (y—azf]}

Geometrik nugqtayi nazardan f (x, y) grafigi cho‘qqisi (al,az) nuqtada
joylashgan «tog‘» shaklini bildiradi(29-rasm). Agarda biz bu tog‘ni oxy
tekisligiga mnarallel tekislik bilan kesadigan bo‘lsak, u holda kesilish
chiziglari quyidagi ellipslardan iborat bo‘ladi:

(x—a1)2 (r-a) (y=a) (3’_5’2)2
;T2 ' +-——2~=(C-konstanta, bu yerda a, =MX
01 01 02 02

>

a,=MY, o°=DX, o,”=DY, va r=r,,-korrelatsiya koeffitsientidir.
Agar r=0 bo‘lsa, bu chiziglar aylanalardan iborat bo‘lib qoladi. Biz » ning
aynan korrelatsiya koeffisienti bo‘lishiga ishonch hosil gilish magsadida
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X —ax _Y—a0
1= C2 va Zz_ 2

yangi t.m.larni kiritamiz. Tabiiyki, Mzk=0,Dzk=1k =1,
ning zichlik funksiyasi

g(ZAZZ) 2-exp
il .

29-rasm.

Endi korrelatsiya koeffitsientini hisoblaymiz:

. U holda (z,z2

n L L
XY =Cov(Z1Z2j =MZ122= —oeemm- [[Zg (z1 j
24vl r  -l-I
' [ 226 2 ™ [(Z- rZ2+rZ2j- eXP (A-1222 45 g =
2an|—3 2 & J ' 2(1- 2
1 f -— 1 r/ y I (2Zx122 | 4 422+
| S |- 2 . Il (z'-"m > «p A f dk - J
r .
+ o fexpi-~fril i i dz2=r.
L22 e 2 vl P 201 d (z1- rz2
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Oxirgi tenglikni hosil gilishda quyidagi integrallardan foydalandik:

2

1

du 0, u=z-rz,
2

1
\/Z\/? J.ue

-markazlashtirilgan normal t.m.ning matematik kutilmasi;
2

1 .]362(1—2
\/g-\ll—rz 2o

-zichlik funksiya integrali;

U=z -1z,

-standart normal t.m. dispersiyasi.
Demak, r(X,Y)=r ekan. Agar ikki normal tagsimotga ega bo‘lgan x

va Y tm.lar bog‘lig bo‘lmasa, r=0 bo‘lishi » ning xossasidan kelib
chigadi. Endi shu t.m.lar uchun =0 bo‘lsin. U holda

Fe) ot Z-exp{—%{(’“‘?):(y )}} 1) 50,

0, O-z

bu yerda

fX(x)=J2—+ml'eXP{ b 20, } )= J_ 7o, exp{ (y%?)z}

funksiyalar N(a,0,’),N(a,,0,’) normal tm.lar zichlik funksiyalaridir.

Demak, t.m.lar korrelyatsiyalanmaganligidan ularning bog‘ligsizligi ham
kelib chigar ekan. Bu hol ikki o‘lchovlik normal tagsimotni boshga
tagsimotlardan ajratib turadi.
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3.9 Xarakteristik funksiyalar va uning xossalari

Tagsimot funksiya bilan bir gatorda u hagidagi hamma ma’lumotni
o‘z 1ichiga oluvchi xarakteristik funksiyalardan ham foydalaniladi.
Xarakteristik funksiya yordamida bog‘ligsiz t.m.larning yig‘indisining
tagsimotini topish, sonli xarakteristikalarni hisoblash bir muncha
osonlashadi.

v X tmning xarakteristik funksiyasi e™ t.m.ning matematik
kutilmasi bo‘lib, uni ¢, (r) yoki ¢(t) orqali belgilaymiz. Shunday qilib,
ta’rifga ko‘ra:

QO(t) = Me"™ (3.9.1)

Agar X tm. X.X,,.X,.. qiymatlarni p,=P{X=x},k=12,..
chtimolliklar bilan gabul qiluvchi diskret tm. bo‘lsa, u holda uning
xarakteristik funksiyasi

()= " p, (3.92)
k=1

formula orqali, agar zichlik funksiyasi f(x) bo‘lgan uzluksiz t.m. bo‘lsa, u
holda uning xarakteristik funksiyasi

P = | ¢ f(x)dx (3.9.3)

formula orqali aniglanadi.
Xarakteristik funksiyaning xossalari:
1. Barcha ¢ € R uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli:
lp(0)| < p(0)=1.
2. Agar Y=aX +b bo‘lsa, bu yerda a va b o‘zgarmas sonlar, u holda
@y (1) = e”b(DX (at).
3. Agar X va Y tm.lar bog‘ligsiz bo‘lsa, u holda X+Y yig‘indining
xarakteristik funksiyasi X va Y tm.larning xarakteristik funksiyalari
ko‘paytmasiga teng:
Py () =0y (D), (1).
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4. Agar X tm.ning k-tartibli boshlang‘ich momenti «, = MX* mavjud
bo‘lsa, u holda unga mos xarakteristik funksiyaning k-tartibli hosilasi

mavjud bo‘lib, uning =0 dagi qiymati
PP 0)=i"MXH=i"«a,.
Isboti. 1. |p(0)|=|Me™ | < M|e™|= M1=1, chunki
|eM| =|cos X +isintX]| =cos’ tX +sin’eX =1. @(0)=Me’ = M1=1,
2‘ ¢Y (t) — MeilY — Meil(aX+b) — M(eitbeiaXl) — eitheiaLX — eilb¢X (at) ‘
3. Pyiy Q) = Me" ™) :M(ellX ltY) Me™ -Me" = Py (t)- (Dy(t) Bu xossa n
ta bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar yig‘indisi uchun ham o‘rinlidir.
dkMeltX

4. Hisoblashdan ko‘rinadiki, @5 ()= =i*M(X"e"™)  Demak =0

bo‘lsa, @¥(0)=i"M (X" )—1 -
4-xossadan o, =i~ (k)(O)

o, =MX =—ip (0); a, =MX"=—¢ (0);
(3.9.4)
DX =a,-a] =—¢ (0)+(¢ (0))*.

3.7-misol. Agar X ~ Bi(n; p) bo‘lsa, u holda X t.m.ning xarakteristik
funksiyasi, matematik kutilmasi va dispersiyasini toping.
X tm. 0,12,...n qiymatlarni p, =P{X =k}=C''p"q¢"™" k=0,1,...n

ehtimolliklar bilan gabul qiladi. (3.9.2) va Nyuton binomi formulalaridan
fOYdalansakj (0(1) - Zeitkck k n—k ch (elt p)kqn -k _ (eitp+q)n 7 yaanl X
k=0

t.m.ning xarakteristik funksiyasi @(¢)=(e"p+q)" ifoda bilan aniglanishiga
ishonch hosil qilamiz. (3.9.4) formulaga ko‘ra:
MX =—i(n(e" p+q)"" - pe" -i)|,_,=np va shu kabi DX =npq.

3.8-misol. Agar X ~ N(a,0) bo‘lsa, u holda X ning xarakteristik
funksiyasi, matematik kutilmasi va dispersiyasini toping.

+o0 (x—a)2
itx

(3.9.3) formulaga asosan: (1) = 1 J.e e 20 dx=
. 2 ' N27o -
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oo X —2(a+it02 )x+a2 1 o X7 —2x(a+itc2 )+(a+it02 )2 +a’ —(a+it02 )2

1
= J. e 20 dx = J. e 20 dx =
N27o 2, N27o 2
w0 (x=(a+itc?)’  2aitc’+(itc”) 1 2aite? —*6" 10 (x—(a+itc?))*
2 2 2 2
_ e 20 e 20 dx = e 20 J' e 20 x=
2ro 2ro

—0 —0

1 re 262 +o0 _{x—(:l/—;_—itGZ )Jz o (a N ltgz) 1 o 262 e 252
= e 2 e 7 d o=——¢ 2 «/; =e 2
N27no _J; \/50 \/;

[J. ¢ du =+[7 Puasson integralij' Shunday qilib, agar X ~ N(a.o) bo‘lsa,

2o

u holda (o(t)=eiat_7. Endi X tmning matematik kutilmasi va
dispersiyasini hisoblaymiz.

o’

MX =[~ig (0)|=~ie" "2 (ia—tc?)

=—i-l-ia=a,

=0

=0 + (Z.a)2 =

DX =[ ¢/ (0)=(¢'(0))’ | = _[_Gzew”;’ t(ia—16>) eiang

o’ —ifd’ +ifa* =5

III bobga doir misollar

1. (X,Y) ikki oflchovli wuzluksiz tmning birgalikdagi zichlik

funksiyasi  f(x,y)= 01 ko‘rinishida  berilgan  bo‘lsa,

quyidagilarni toping:

1) o‘zgarmas son C; 2) F(x,y); 3) P{X<1, Y<1}, 4) Aix)vaf(y).
2. Agar (X,Y) vektor tagsimoti quyidagicha bo‘lsa:

v |-1 0 1

0 0.1 02 0.1
1 02 (03 0.1
Z = XY ning matematik kutilmasini hisoblang.
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3. (X,Y) ikki o‘lchovlik uzluksiz t.m. uchlari O(0,0), 4(0.4), B(4,0)
nugtalarda bo‘lgan uchburchak ichida tekic tagsimlangan(ya’ni f(x,y)=c).
Quyidagilarni hisoblang: 1) birgalikdagi zichlik funksiyasi f{x,y); 2) Aix)va
fy); 3) A={0<X<1, 1<¥Y<3} hodisaning ehtimolligini.
x+y, 0<x<I 0<y<l,

4. (x.v) tasodifiy vektor zichligi f(x,¥)= {O, aks holda

bo‘lsa, Mx va MYy larni hisoblang.
5. Agar (x,Y) tasodifty vektorning tagsimoti

v 1|0 1 bo‘lsa, u holda M (X +Y)=MX + MY,
Y D(X+Y)=DX+DY +2Cov(x,y)  tengliklar  o‘rinhi
0 1/8 |0 ekanligini ko‘rsating.
1 1/4 1/8
2 1/8 | 3/8

6. Quyida (XY) ikki o‘lchovli uzluksiz t.m.ning birgalikdagi zichlik

o _ F(xy) Cxy, agar (x,y)e D,
funksiyasi  berilgan: >V 0, agar(x.y)gD bu erda D
tekislikdagi quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi soha:

y = —Xx,
Y <2, O‘zgarmas son C ni toping, X va Y tm.lar bog‘liq ekanligini
x<O0.
ko‘rsating.
7. Agar X ~Bi(2;0.2),Y ~Bi(1,0.8) va X _1Y bo‘lsa, u holda
Z =X +Y tm.ning tagsimot funksiyasini toping va F,(1) ni hisoblang.
8. Agar X va Y t.m.laming birgalikdagi tagsimoti
vy | -1 0 1 2

X
-1 1005|103 ]0.15]0.05

1 0.1 [0.05]0.25]0.05
bo‘lsa, u holda z=|r —x| va U =r?-X? larning tagsimotlarini toping.

9. (X.Y) ikki o‘Ichovlik diskret t.m.ning birgalikdagi tagsimot jadvali
berilgan:

X\Y | 1 7 3 4 | X va ¥V tmlar bog'liq yoki

1 007100410111011 bog‘ligsizligini tekshiring va cov(X,Y) ni

2 |008]0.11]006]008| Msoblang

3 0.0910.13]10.10]0.02
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10. X va Y tm.larning birgalikdagi zichlik funksiyasi berilgan:
a(1-xy*), agar |x|<1,|y[<1,

J(x,y)= i |

0, aks holda.

O‘zgarmas son a va korrelatsiya koeffitsientini hisoblang.
11. X va Y tm.larning birgalikdagi zichlik funksiyasi berilgan:
Fxy) C(x+y), agar 0<x<1,0<y<1,
X =
o, aks holda.

1) X va Y tm.lar bogligmi? 2) X va ¥ t.m.larning matematik kutilmasi va
dispersiyasini hisoblang.
12. (x,v) tasodifiy vektorning birgalikdagi tagsimoti
0, x<0,y<0,

F(x,y)= %, 0<x<2,0<y<4,

I, x>2,y>2,
bo‘lsa, X va Y o‘zaro bog‘ligmi?
- . I\ ]2
13. Agar (xv) tasodifiy vektorning birgalikdagi |

tagsimoti berilgan bo‘lsa, Cov(X,Y) ni hisoblang. 1 1]1
313
2 (01
3

14. X ~R(-a,a) bo‘lsa, X va v=x* lar uchun Cov(X,Y) ni
hisoblang. X va Y lar bog‘ligmi?

15. Agar x vaY bog‘ligsiz, bir xil tagsimlangan va Azx*, MY* <o
bo‘lsa, u holda Cov(X+Y,X-Y)=0 ekanini isbotlang.

16. Agar X ~E(1), DY =2 va D(X -Y)=3 bo‘lsa, r, ni hisoblang.

x.-Z o Z
2 2

17. Agar 1 1 1 bo‘lsa, Y=sinX va Z=cosX uchun
333

Cow(Y,Z)=0,ammo Y va Z bogligligini ko‘rsating.
18. Agar (x,v) zichlik funksiyasi f(x,y)=e™*”, x,y>0 bo‘lsa,
shartli zichlik funksiyalar f(x/Y =y) va g(»/X =x) ni hisoblang.
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19. Agar (x,1) tasodifiy vektorning birgalikdagi zichlik funksiyasi

x+2 x,y) €[0,1]x][0,1

f(X,y)={O’ & ik’sy}zolc[la’] o1 bo‘lsa, M(r/X=x) ni x=1 da
hisoblang.

20. Agar (x,Y) ning birgalikdagi tagsimoti bo‘lsa,

v |1 2 3 r,, N1 hisoblang .
X
1 29 [1/9 |0
2 1/9 |0 1/9
3 209 |1/9 |1/9

21. Agar X va Y tmlamning birgalikdagi zichlik funksiyasi
_x2+4y2

f (X,J/)=§€ ¢ bo‘lsa, u holda (X)Y) tasodifiy nugtaning

{|x| <1 |y <2} sohaga tushishi ehtimolligini toping.
22. [a,b] oraligda tekis tagsimlangan X t.m.ning xarakteristik
funksiyasini toping.
23. Agar X tm. a parametrli Puasson tagsimotiga ega bo‘lsa, uning
matematik kutilmasini xarakteristik funksiya yordamida hisoblang.
24, X t.m.ning zichlik funksiyasi berilgan:
—2x, agar x €[-1,0],
f(x)= {O
, agarx¢[-1,0],
25. Agar X va Y t.m.larning birgalikdagi tagsimoti quyidagi jadval
yordamida berilgan bo‘lsa, P(X=1/¥=1), P(X=0/¥=1), MX va MY larni
toping.

@, (1) n1 hisoblang.

X0 1 2
Y

0 |[1/4 [1/8 |1/8

| 1/8 [1/8 |1/4
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IV bob. Tasodifiy miqdorlarning funksiyalari

4.1 Bir argumentning funksiyalari

v’ Agar X tm.ning har bir qiymatiga biror qoida bo‘yicha mos ravishda
Y tmning bitta qiymati mos qo‘yilsa, u holda Y ni X tasodifiy
argumentning funksiyasi deyiladi va ¥ = ¢(X) kabi yoziladi.

X diskret tm. x.x,,..,x, qiymatlarni mos p,,p,,....p, ehtimolliklar
bilan qabul qilsin: p,=P{X =x,},i=12,..,n_ Ravshanki, ¥ =¢(X) tm.
ham diskret tm. bo‘ladi va uning gabul qiladigan qiymatlari y, = ¢(x,),
v, =p(x,),....y, =¢(x,), mos ehtimolliklari esa p,,p,...., p, bo‘ladi. Demak,
p=PY =y} =P{Y =¢(x)},i=1,2,..,n. Shuni ta’kidlash lozimki, X
t.m.ning har xil gqiymatlariga mos Y t.m.ning bir xil qiymatlari mos kelishi
mumkin. Bunday hollarda gaytarilayotgan qiymatlarning ehtimolliklarini
qo‘shish kerak bo‘ladi.

Y=p(X) tmning matematik kutilmasi va dispersiyasi quyidagi
tengliklar orqali aniglanadi:

Myzzw(xi)pi: DY = Z((o('xi)_MY)zpi .
i=1 i=1

4.1-misol. X diskret t. m.ning tagsimot jadvali berilgan:

X | -1 1 2

p [01]02]06

Agar: 1) Y = X?:2) Y =2X+10 bo‘lsa, MY ni hisoblang.

1) Y tm.ning gabul giladigan giymatlari: y, =e(x)=(-1)*=1, y,=1"=1,
y; =2* =4 ya’ni uning qabul giladigan qiymatlai 1 va 4. Y tm. X t.m.ning
-1 va 1 qiymatlarida 1 qiymat gabul gilganligi uchun

p =P =l}=P{X =—1}+ P{X =1}=0.1+0.3=0.4,

Y: 1, 4
p,=PY=4=P{X =2}=06. Demak, {P: 0.4, 0.6 va
MY =1-04+4-06=238.

. . L Y: 8 12, 14
2) Y t.m.ning tagsimot qonuni quyidagi ko‘rinishga ega: { P01 03, 06

MY =8-0.1+12-03+14-0.6=12.8.
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Zichlik funksiyasifx) bo'lgan X uzluksiz t.m. berilgan bo'lsin. Y t.m.
esa X t.m.ning funksiyasi Y=<p(X). Y t.m.ning tagsimotini topamiz.
Y =p(X) funksiya X t.m.ning barcha giymatlarida uzluksiz, (a,b) intervalda
gat’ty o'suvchi va differensiallanuvchi bo'lsin, u holda y =p(x)
funksiyaga teskari x=/(y) funksiya mavjud. Y t.m.ning tagsimot
funksiyasi G(y) =P{Y <y} formula orgali aniglanadi. {Y <y} hodisa
{X</(y)} hodisaga ekvivalent (30-rasm).

X <x=iy(y)

30-rasm.
Yuqoridagilarni e’tiborga olsak,

1'y)
G(y) =P{Y <y}=P{X </ (y)} =FX(/ (y)) = :}if (x)dx. (4.1.1)

(4.1.1) niy bo'yicha differensiallaymiz va Y t.m.ning zichlik funksiyasini

topamiz: g(y) = dy =f (/ (y)) “dy (=0 N (y).
Demak,

g(y)=ft (/. (Y (). (4.1.2)

Agar y =p(x) funksiya (a,b) intervalda gat’iy kamayuvchi bo'lsa, u holda
{Y <y} hodisa {X </(y)} hodisaga ekvivalent. Shuning uchun,
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b w(y)
G = [ fdx== [ f(x)dx.
w(y) b

Bu yerdan,
g =M (y) (4.1.3)

Zichlik funksiya manfiy bo‘lmasligini hisobga olib, (4.1.2) va (4.1.3)
formulalarni umumlashtirish mumkin:

g =1y ). (4.1.4)

Agar y=@(x) funksiya (a,b) intervalda monoton bo‘lmasa, u holda g(»)
ni topish uchun (a,b) intervalni n ta monotonlik bo‘lakchalarga ajratish, har
bir1 bo‘yicha teskari funksiyasi w, ni topish va quyidagi formuladan
foydalanish kerak:

e =Y Fw o). 4.1.5)

Agar X zichlik funksiyasi f{x) bo‘lgan uzluksiz t.m. bo‘lsa, u holda
Y =p(X) tmning sonli xarakteristikalarini hisoblash uchun Y t.m.ning
tagsimotini qo‘llash shart emas:

MY =M (p(X))= [ p(x) f(x)dk,
(4.1.6)

DY = D(p(X)) = [ (p(x)=MY )’ f(x)dx

4.2-misol. X zichlik funksiyasi f{x) bo‘lgan uzluksiz t.m. bo‘lsa, Y=-
5X+2 t. m.ning zichlik funksiyasini toping.
y=-5x+2 funksiya (-o;+0) intervalda monoton kamayuvchi.

1 : 1
Teskari funksiyasi *= 5(2 -»)=y(¥) mavvud, ¥ ()= ~5- U holda

(4.1.4) formulaga ko‘ra, g(y)=f(2_yj"—l =%f(2_?yj,y€(—°0;+°0).

5 5
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4.2-misol yordamida tagsimot va zichlik funksiyalarning
formulalarini tekshiramiz:

G(y)=P{Y<y}=P{—5X+2<y}:P{X>2_?y}:

:I—P{Xsz;sy}:l—(P{X<2_?y}+P{X:2_Ty}J:
o een ()

5 | N
Demak, G(¥)=1-1F} (?yJ u holda g(y)=G(y)=(1—FX (%D =

A () A B

g(y)= %f[z_—yj Y € (—o0;+0)

5

Y=aX+b chizigli almashtirish tagsimot xarakterini o‘zgartirmaydi:
normal t.m.dan normal t.m.; tekis t.m.dan tekis t.m. hosil bo‘ladi.

4.3-misol. X t.m. (—%%) intervalda tekis tagsimlangan. Y =cos X

t.m.ning matematik kutilmasini a) g(y) zichlik funksiyani topib; b) g(»)
zichlik funksiyani topmasdan hisoblang.

a) X tm.ning zichlik funksiyasi f(y)=)% 2 2] bo‘ladi. xe[—%%}

e 55

intervalda y=cosx funksiya monoton emas: xe(—%,Oj intervalda

o‘suvchi, xe [O,%j intervalda esa kamayuvchi. Birinchi intervalda teskari

funksiya, X, =—arccosy =y, () ikkinchi intervalda esa
x, = arccos y =,(y)gateng. U holda (4.1.5) formulaga asosan
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g(y)=f(t//l(y))\t//i(y)|+f(t//2(y))|t//;(y)|=%‘ % -

b B BV B T IV B
Demak,
— agar 0 < y <1,
gy)=qmyl-y
0, agar y <0 yoki y >1.
U holda
+0 1 2
MY{Iyg(y)dy}fy- =dy =
—»o 0 T l—y
2 1 -1 1 2
=2 — (A=) 2d(1-y)=——2J1- |, ==
w!( V) 21y =—— J-7; o
b) (4.1.6) formuladan foydalanamiz:
2 1. 1. |2 1 2
MY = J.cosx-—dx:—smx 2 =—1=-(-1)=—
i T T - 7 T

2

4.2 Tkki argumentning funksiyalari

v/ Agar X va Y tm.lar gabul giladigan qiymatlarining har bir juftligiga
biror qoidaga ko‘ra Z t.m. mos qo‘yilsa, u holda Zt.m. X va Y ikki tasodifiy
argumentning funksiyasi deyiladi va Z =@(X,Y) kabi belgilanadi.

Z=p(X,Y) funksiyaning amaliyotda muhim ahamiyatga ega bo‘lgan
xususiy holi Z=X+Y t.m.ning tagsimotini topamiz.

(X.,Y) 1ikki oflchovli uzluksiz tm. AX,)Y) birgalikdagi zichlik
funksiyaga ega bo‘lsin. (3.4.3) formuladan foydalanib, Z=X+Y t.m.ning
tagsimot funksiyasini topamiz:

Fy(2)=P{Z <z} = PLX +Y <z} = [[ £(x, y)decly | 4.2.1)

buyerda D, ={(x,y):x+y <z}(31-rasm).
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31-rasm.

U holda Fz(z) = dx . Hosil bo‘lgan tenglikni z o‘zgaruvchi

bo‘yicha differensiallab, Z=X+Y tm. uchun zichlik funksiyaga ega
bo‘lamiz:

(4.2.2)

Agar X va Y t.m.lar bog°‘ligsiz bo‘lsa, f (x,y) =f (x)® (y) tenglik o‘rinli
bo‘ladi va (4.2.2) formula

+aa
fZ(z):fX+Y(z):\Jll(x)fZ(z-x)dx (4.2.3)

ko‘rinishda bo‘ladi.

S Bog‘ligsiz t.m.lar  yig°‘indisining tagsimoti shu t.m.lar
tagsimotlarining kompozitsiyasi deyiladi. Z t.m.ning zichlik funksiyasi
fx+Y =fx *fY ko‘rinishda yoziladi, bu yerda * - kompozitsiya belgisi.

Xuddi shunday agar Z=Y +X ko‘rinishda yozib olsak, fz(z) uchun
boshga formulaga ega bo‘lamiz:
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agar X va Y t.m.lar bog‘ligsiz bo‘lsa, u holda
5= KhE=-nrHmdy,
Z=X-Y,Z=X-Y tmlaming tagsimotlarini topish ham xuddi shunga

o‘xshash amalga oshiriladi.

4.4-misol. Agar X va Y tmlar bog‘ligsiz bo‘lib, X~ N(0,1),
Y ~N(0,1) bo‘lsa, Z=X+Y ning tagsimotini toping. (4.2.3) formulaga
asosan:

. BT

I)=—/——¢
ya'ni fy.r(2) NN
t.m.lar (¢ =0, o =1 parametrli) yig‘indisi ham normal tagsimlangan
(a=0,0 =2 parametrli) bo‘lar ekan.

. Demak, bog‘ligsiz, normal tagsimlangan

4.5-misol. X va Y t.m.larning birgalikdagi zichlik funksiyasi berilgan:

x+y,agar 0<x<1,0<y <],

Jny)= {O, aks holda.

Z=X-Y tmning zichlik funksiyasini toping.
Avval Z t. m.ning tagsimot funksiyasi #,(z) ni topamiz.

F,(2)=P{Z <z} =P{X =Y <z} = [[ (x+ y)exdy
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bu yerda Dz={(x,y):x—y <z}, z ixtiyoriy son. 32-rasmda Dzsohani

—1<z<0 bo'lgandagi integrallash sohasi, 33-rasmda esa 0O<z<l
bo'lgandagi integrallash sohasi tasvirlangan.

ly=x-z
1
/ : h
/ 0 I-te X
32-rasm. 33-rasm.
1 <z <0 bo'lganda:
1+z 1 1+z z 2\
F (z) = JJ(x+y)dxdy = Jdx J (x+y)dy = Jdx Xy + 2
D, 0 X—2 0 V 2)
Hf 2 X —z)2" X2 1 x3 X2 (X—2 +
T x+——x “+xz (x—2) dx — X +7 - (X 2): 7
0 2 2 2 3 2 6
y
_(1+2)2 1+ 1+ 2)s 1z(1+z)2 1 23_(1+2)2
2 2 3 2 6 6 2
Agar 0<z<: bo'lsa,
z 1 1 1
Fz(z) :\D(x +y)dxdy =Jdx J (x+y)dy +Jdx J (x +y)dy
D,, 0 X—2 z X—2
2. f yzJl 1 f 2N L
Jdx I xy + g + Jdx Ixy y ‘- s dx +
J J J
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ot
x° N _x3 sz C(x=z2) —z" +2z+1
2 2 3 2 6 : 2
Yugqoridagi hisoblardan
0, agar z < -1,
2
a +2Z) , agar -1<z <0,
F(2)=9 ]
—z"+2z+1
—— , agar 0<z <1,
1 agar z>1.
Zichlik funksiyasi esa,
0, agarz < —-1,z>1,

F(2)=f,(z)=4z+1, agar-1<z<0,

-z, agar(0<z<]1.

IV bobga doir misollar

1. X diskret t.m.ning tagsimot jadvali berilgan:

X -2 -1 0 | 2 3
p | 010 ] 020 | 0.30 | 0.25 0.10 | 0.05

a) Y=2X>-3:b) Y=4X+2; ¢ Y=Sin%X t.m.larning tagsimot

gonunlarini toping.
2. Diskret X t.m.ning tagsimot qonuni

X -2 -1 0 1 2
p 0.2 0.1 0.3 0.1 03
bo‘lsa, Y =X"+1, Z=|X| t.mlarning tagsimot qonunlarini toping.
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3. Agar X ~R[-2,2] bo‘lsa, Y=X+1 tm.ning zichlik funksiyasi va
dispersiyasini toping.

4. Agar X ~N(0,1) bo‘lsa, a) ¥ =3X"; b) ¥ =|X| t.m.larning zichlik
funksiyasini toping.

5. XeR(0,2) va Y=-3X+1 bo‘lsa, Y tm.ning tagsimot funksiyasini
toping.

6. Tagsimoti
X -1 0 1
P | 04 [01]05

bo‘lgan tm.dan tuzilgan V=2 tmning matematik kutilmasi va
dispersiyasini toping.

7. Tagsimoti P(X=-1)=P(X=1)=1/2 bo‘lgan t.m.dan olingan Z,=cosXmr,
Z,=smXmn t.m.laming matematik kutilmalari va dispersiyalarini toping.
8. Tagsimoti
X|-1 o [1 |2 | bo‘lgan tm.dan tuzilgan VY=|X| tm. ning
Plo210o3]03|02| matematik kutilmasi va dispersiyasini toping.

Y. -1 1
9. XeBi(2,1/3), { va XLY bo‘lsa, Z=X+2Y t.m.ning

P: 1/4, 3/4
matematik kutilmasi va dispersiyasini toping.

10. Ikkita tanga va kub tashlash tajribasida “gerb”lar soni X va
kubdagi ochkolar soni ¥V ning birgalikdagi tagsimot jadvalini tuzing va
DX, DV larni hisoblang.

11. X uzluksiz tmmning zichlik funksiyasi berilgan bo‘lsin:

f(X)={

funksiyalarini toping.

12. Agar X ~R[0,4], Y~R[0,]] va X 1Y bo‘lsa, Z=X+Y tm.ning
zichlik funksiyasini toping.

13. Bog‘ligsiz X va Y t. m.larning tagsimot qonunlari berilgan

e, agarx >0, ) C
s a) Y=2X-1; b) Y=X* tmlarning zichlik
0, agarx<O0.

X -1 | 2 Y -1 0 | 2

p 04 | 03 | 03 p 02 1025 ] 03 0.25

bo‘lsa, X+Y va XY t.m.larning tagsimot qonunlarini toping.
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V bob. Ehtimollar nazariyasining limit teoremalari

Ehtimollar nazariyasining limit teoremalari deb nomlanuvchi qator
tasdiq va teoremalarni keltiramiz. Ular yetarlicha katta sondagi tajribalarda
t.m.lar orasidagi bog‘lanishni ifodalaydi. Limit teoremalar shartli ravishda
ikki guruhga bo‘linadi. Birinchi guruh teoremalar katta sonlar
gonunlari(KSQ) deb nomlanadi. Ular o‘rta qiymatning turg‘unligini
ifodalaydi: yetarlicha katta sondagi tajribalarda t.m.larning o‘rta qiymati
tasodifiyligini yo‘qotadi. Ikkinchi guruh teoremalar markaziy limit
teoremalar(MLT) deb nomlanadi. Yetarlicha katta sondagi tajribalarda
tm.lar yig‘indisining tagsimoti normal taqsimotga intilishi shartini
ifodalaydi. KSQ ni keltirishdan avval yordamchi tengliklarni isbotlaymiz.

5.1 Chebishev tengsizligi

Teorema(Chebishev). Agar X tm. DX dispersiyaga ega bo‘lsa, u
holda V& >0 uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli:

DX
P{|X—MX|25}S?. (5.1.1)
(5.1.1) tengsizlik Chebishev tengsizligi deyiladi.
Isboti. P{X—-d>¢} ehtimollik X tmning [a-&a+e] oraliqga
tushmasligi ehtimolligini bildiradi bu yerda a=Mx . U holda

P{x -d=¢e}= aj.ng(x)-l- T dr(x)= [ dr(x)=

a+s |x—a|2£

= [ 1arm=< | (x;a)ZdF(x)j

2
|x—a|2£ |x—a|2£

chunki |x-a|>¢ integrallash sohasini (x-a)’>&* ko‘rinishda yozish

(x—a)’

mumkin. Bu yerdan 2 >1 ekanligi kelib chigadi. Agar integrallash

sohasi kengaytirilsa, musbat funksiyaning integrali faqat kattalashishini
hisobga olsak,
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1 1 1
P{x -dz¢} s—2x£ x— a)ZdF(x)s?_j(x—a)ZdF(x)ngX_ =

Chebishev tengsizligini quyidagi ko‘rinishda ham yozish mumkin:

P{|X—MX|<5}21—[Z)2(. (5.1.2)

Chebishev tengsizligi ihtiyorty t.m.lar uchun o‘rinli. Xususan, X tm.
binomial qonun bo‘yicha tagsimlangan bo‘lsin,

P{X=m}=C"p"q"™", m=0,1,...,n, g=1-pe(0,1). U holda
MX =a=np, DX =npg va(5.1.1)dan

npq

P{|m—np|<g}21—?; (5.1.3)

>

n ta bog‘ligsiz tajribalarda ehtimolligi p =M (%)=a dispersiyasi

D(;j = % bo‘lgan hodisaning " chastotasi uchun,

P{ﬁ—p

n ne

<g}> -4e (5.1.4)

X tmni [g;+) oraliqgga tushushi ehtimolligini baholashni Markov
tengsizligi beradi.

Teorema(Markov). Manfiy bo‘lmagan, matematik kutilmasi MX
chekli bo‘lgan X t.m. uchun V& >0 da

P{ng}s% (5.1.5)

tengsizlik o‘rinli.
Isboti. Quyidagi munosabatlar o‘rinlidir:

P{X>¢e}= TdF(x) < T%dF(x) = éTxdF(x) = % |
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(5.1.5) tengsizlikdan (5.1.1) ni osongina keltirib chigarish mumkin.
(5.1.5) tengsizlikni quyidagi ko‘rinishda ham yozish mumkin:

P{X«}N—%_ (5.1.6)

5.1.-misol. X diskret t.m.ning tagsimot qonuni berilgan:

X1 2 3
{PX 0302 0.5.
ehtimollikni baholaymiz. X t. m.ning sonli xarakteristikalarini hisoblaymiz:
MX =1-03+2-02+3-05=22; DX =1"-03+2%-0.2+3%-0.5-2.2° = 0.76.

Chebishev tengsizligiga ko‘ra: P{|X -2.2|< \/0.4} >1- ﬂ =0.9.

Chebishev tengsizligidan foydalanib, P {|X - MX|< \/0.4}

5.2 Katta sonlar qonuni Chebishev va Bernulli teoremalari

Ehtimollar nazariyasi va uning tadbiglarida ko‘pincha yetarlicha
katta sondagi tm.lar yig‘indisi bilan 1sh ko‘rishga to‘g‘ri keladi
Yig‘indidagi har bir tm.ning tajriba natijasida ganday qiymatni gabul
qilishini oldindan aytib bo‘lmaydi. Shuning uchun katta sondagi t.m.lar
yig‘indisining tagsimot qonunini hisoblash burmuncha qiyinchilik
tug‘diradi. Lekin ma’lum shartlar ostida yetarlicha katta sondagi t.m.lar
yig‘indisi tasodifiylik xarakterini yo‘qotib borar ekan. Amaliyotda juda
ko‘p tasodifty sabablarning birgalikdagi ta’siri tasodifga deyarli bog‘liq
bo‘lmaydigan natijaga olib keladigan shartlarni bilish juda muhimdir. Bu
shartlar “Katta sonlar qonuni” deb ataluvchi teoremalarda keltiriladi. Bular
qatoriga Chebishev va Bernulli teoremalari kiradi.

v X, X,,.X,,.. tmlar o‘zgarmas son A4 ga ehtimollik bo‘yicha

yaqinlashadi deyiladi, agar V>0 uchun

limP{|Xn —A| <5}=1

n—>0

»
munosabat o°‘rinli bo‘lsa. Ehtimollik bo‘yicha yaqinlashish X, — A kabi

n—>0

belgilanadi.
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V X, X X t.m.lar ketma-ketligi mos ravishda
MX|,MX,,..MX,,... matematik kutilmalarga ega bo‘lib, V&>0 son uchun

n—oo da
<g}:1

munosabat bajarilsa, X,,X,,..X, tmlar ketma-ketligi katta sonlar
qoniniga bo ‘ysunadi deyiladi.

Teorema(Chebishev). Agar bog‘ligsiz X, X,,..X,,... tm.lar ketma-
ketligi uchun shunday 3IC>0 bo‘lib DX, <C,i=12,.. tengsizliklar
o‘rinli bo‘lsa, u holda V& >0 uchun

zn:Xi —lzn:]\/LXi
i=1 nig

. 1
hmP{ —
13 n<

IZX ——ZMX

nll i=1

<s}—1 (52.1)

limP{

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
Isboti. DX, <C,i=1,2,... bo‘lgani uchun
1

D(lzn:)(i}izD(iXij ZDX— (DX, +..+DX, )< =(C+..+C) =
noio n i=1

n

1 : T
=—Cn= ¢ . U holda Chebishev tengsizligiga ko‘ra:

o(,2+)
{ <g}>1_—z1—%, (52.2)

£ ne
. o . 1 1

Endi n—>oo da limitga o‘tsak, lim 2 ;ZX,-—;ZW,- <gr=1 -
i=1 i=1

Natija. Agar X,,X,,..X,,... bog‘ligsiz va bir xil tagsimlangan

ZX ——ZW

tmlar va MX,=a,DX,=0 bo‘lsa, u holda Ve>0 uchun quyidagi
munosabat o‘rinli

liX,.—a
i=1

limP{ —
11— n _

<8}=1. (52.3)
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Bernulli teoremasi katta sonlar qonuninig sodda shakli hisoblanadi.
U nisbiy chastotaning turg‘unligini asoslaydi.

Teorema(Bernulli). Agar 4 hodisaning bitta tajribada ro‘y berishi
ehtimolligi p bo‘lib, n ta bog‘ligsiz tajribada bu hodisa », marta ro‘y
bersa, u holda V& >0 uchun

n
A
__p
n

limP{ <g}:1 (5.2.4)

munosabat o‘rinli.
Isboti. X, X,,.. X indikator t.m.larni quyidagicha kiritamiz: agar i-

tajribada 4 hodisa ro‘y bersa, X, =1; agar ro‘y bermasa X; =0. U holda
n, ni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin: 7, = ZX .. X, tmning

i=1
X0 1
Pl-pp
kutilmasi MX, =1-p+0-(1-p)=p ga, dispersiyasi

taqsimot qonuni ixtiyoriy i da: { bo‘ladi. X; t.m.ning matematik
DX,=(0-p)’(1-p)+(1-p)’p= =pd-p)=pg. X, tm.lar bog‘ligsiz va

o 1 1Y 1
ularning dispersiyalari chegaralangan, p(1-p)=p-p*= 1 [ p- Ej < 1

15 I, }1

i nia
<g}:1-

U holda Chebishev teoremasiga asosan: lim 7 {

| n 1< 1 ) ) n
va — ), X,=—%: = MX,=—np=p bo‘lgani uchun llmP{—A -p
n i=1 n n i=1 n =0 n

5.3 Markaziy limit teorema

Markaziy limit teorema t.m.lar yig‘indisi tagsimoti va uning limiti —
normal taqsimot orasidagi bog‘lanishni ifodalaydi. Bir xil tagsimlangan
t.m.lar uchun markaziy limit teoremani keltiramiz.

Teorema. X, X,,. X, bog‘ligsiz, bir xil tagsimlangan, MX, =a

chekli matematik kutilma va DX, =c",i=1,n dispersiyaga ega bo‘Isin,
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ZH:XZ. —M(ZW:XZJ ZH:XZ. —na
_ =l i=1 =

_ =l
. - t.m.ning tagsimot
o~
i=1

gonuni n—>oo da standart normal tagsimotga intiladi

0<o?<ow u holda %r=

F, ()= PiZ, <x}w®<x>=ﬁ [eZa (531)

Demak, (5.3.1) ga ko‘ra yetarlicha katta » larda Z, ~N(0,1),
S, =X, +..+X, vyig‘indi esa quyidagi normal qonun bo‘yicha

tagsimlangan bo‘ladi: S, ~N(na,x/20'). Bu holda DX, tm. asimptotik

i=1
normal tagsimlangan deyiladi.
Agar X tm. uchun MX =0, DX =1 bo‘lsa X t.m. markazlashtirilgan va
normallashtirilgan(yoki standart) t.m. deyiladi. (5.3.1) formula yordamida
yetarlicha katta » larda tm.lar yig‘indisi bilan bog‘liqg hodisalar

ehtimolligini hisoblash mumkin. S,=>,X, tmni standartlashtirsak,
i=1

yetarlicha katta » larda

” o —na ZXl.—na —na LB—na o —na
S I T e N W )

yoki

P{aSSns,B}zCD[%J—@[%MS”) (532)

5.2-misol. X, bog‘ligsiz t.m.lar [0,1] oraligda tekis taqsimlangan
bo‘lsa, v :f)(i t.m.ning tagsimot qonunini toping va P{55<Y <70}

i=1

chtimollikni hisoblang.
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Markaziy limit teorema shartlari bajarilganligi uchun, ¥ t.m.ning
_G=MYy?

zichlik funksiyasi f, (¥)~

bo‘ladi. U holda MY =M (ZX,.

DYzD(lel)

i=1

3
fY(y)~ 5\/@

P{55<8S, <70}~ ®

100
=> DX, =100-
12

i=1

_3(y=50y°

e

50

1

2
ZO'y

e
oro,

kutilmasi va dispersiyasi formulasidan MX, =

100

i=1

70-50

B

i=1

I 25

=3

55-50

bo‘ladi. Tekis tagsimot matematik

=®(4\/§)—®(\/§)z0.04.

5B

3

0+1

1

—=50

100
szMX,. =100-2

53

Oy, = 3

. (5.3.2) formulaga ko‘ra,

V bobga doir misollar

1 _ 2

Loy 2971
2’ 12
, shuning uchun,

1. Bog‘ligsiz bir xil tagsimlangan Xx,,X,,..X,.. tmlar ketma-
ketligining tagsimot qonuni berilgan
Xn a —d
P n n+l
2n+1 2n+1
Bu ketma-ketlik K.S.Q. bo‘ysunadimi?
2. Bog‘ligsiz bir xil tagsimlangan Xx,.X,..X,.. tmlar ketma-
ketligining tagsimot qonuni berilgan
‘X'n —ha O no
P 1/2" -4 1/2"
2n
Bu ketma-ketlik K.S.Q. bo‘ysunadimi?
3. Diskret t.m. tagsimot qonuni X 0.1 0.4 0.6
berilgan:
P 0.2 0.3 0.5
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Chebishev tengsizligidan foydalanib |X — x| <404 ni baholang.

4. x,,X,,.,X,,. bogligsiz tm.lar ketma-ketligi quyidagi tagsimotga
ega bolsin: P{Y, =#2"}=2"0  ply —0}=1-2"" Bu tmlar uchun
K.S.Q. o‘rinlimi?

5. Detalning nostandart bo‘lish ehtimolligi 0.2 ga teng. 400 ta detaldan
iborat partiyada nostandart detal chiqgishning chastotasi va ehtimoli
orasidagi fargning moduli 0.05 dan kichik bo‘lishini ehtimolligini
baholang.

6. Chebishev tengsizligidan foydalanib, quyidagi ehtimollikni baholang:

simmetrik tanga 500 marta tashlanganda gerb tushushlari soni & uchun
200 < k <3000°rinli.
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