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Ãëàâà 1 

 

Ýëåìåíòû òåîðèè ìíîæåñòâ 

 

1.1. Ìíîæåñòâà è äåéñòâèÿ íàä íèìè 

Первичное понятие теории множеств — понятие самого множества. 

Множество — это совокупность некоторых (произвольных) объектов, объе-

диненных по какому-либо признаку. Элементы множества при этом должны 

быть различными. Множество обозначается скобками { }... , внутри которых 

либо просто перечисляются элементы, либо описываются их свойства. На-

пример, { }12 =+∈= xNxA  — множество натуральных чисел, удовлетво-

ряющих условию 12 =+x , очевидно пустое. {=B сложение, умноже-

ние } — множество основных арифметических операций. Если необходимо 

указать, что объект a  является элементом множества A , то пишут  Aa∈  

(a  принадлежит A ), запись Aa∉  говорит о том, что a  не принадлежит A . 

Если каждый элемент множества A  есть элемент множества B , то пишут 

BA⊆  или AB ⊇  и говорят, что множество A  является подмножеством 

множества B . Множества, состоящие из одних и тех же элементов, называ-

ются равными, т. е. BA = , в противном случае BA ≠ . Очевидно, что 

( ) ( )( ) ( ) ( )[ ] =∈→∈∧∈→∈∀=∈⇔∈∀⇔= AxBxBxAxxBxAxxBA

( ) ( )ABBA ⊆∧⊆= . Итак, ( ) ( ).ABBABA ⊂∧⊂⇔=  Если 

≠⊆ MAM   и  ∅, AM ≠ , то множество M  называется собственным под-

множеством множества A . Пустое множество и множество A  называются 

несобственными подмножествами множества А. Если A  есть подмножество 

множества B , причем BA ≠ , то пишут BA⊂  или AB ⊃ . Совокупность 

всех подмножеств множества A  называется его булеаном, или множеством-

степенью, и обозначается через ( )AP  или 
A

2 . С помощью скобок и операций 
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над множествами можно построить новые множества, более сложные, чем 

исходные. 

1. Объединение (или сумма). Эта операция над множествами обозначается 

BA∪  и определяется как ( ) ( ){ }BxAxCxBAC ∈∨∈∈=∪= . Все 

операции над множествами можно иллюстрировать с помощью диаграмм 

Эйлера
∗

—Венна
∗∗

. Если некоторое универсальное множество, содержащее 

как подмножества все другие множества, обозначить U  (или Ω ) и изо-

бразить его в виде всей плоскости, то любое множество UA⊂  можно 

изобразить в виде части плоскости, т. е. в виде некоторой фигуры, лежа-

щей на плоскости. Множество C  — объединение множеств A  и B  (C  

на рис. 1.1 заштриховано), BAC ∪= . 

U

A
B

 

Рис. 1.1  

2. Пересечением (или произведением) двух множеств называется такое мно-

жество C , которое состоит из элементов, принадлежащих одновременно 

обоим множествам, т. е. ( ) ( ){ }BxAxCxBAC ∈∧∈∈=∩= . Пересече-

ние множеств A  и B  заштриховано и изображено на рис. 1.2. 

3. Разностью двух множеств A  и B  называется множество BA \ , состоя-

щее из тех и только тех элементов, которые входят в A  и одновременно 

не входят в B , т. е. ( ) ( ){ } BABxAxCxBAC ∩=∉∧∈∈== \  

(рис. 1.3). Если, в частности, A  — подмножество U , то разность AU \  

обозначается A  и называется дополнением множества A  (рис. 1.4). 

4. Симметрической разностью (или кольцевой суммой) множеств A  и B  

называется множество BAC ⊕= ( ) ( )ABBA \\ ∪=  (рис. 1.5).  

                                                           

 

∗

 Леонард Эйлер (1707–1783) — швейцарский математик. 

∗∗

 Джон Венн (1834–1923) — английский математик и логик. 
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U

A B

 

Рис. 1.2 

 

U

A
B

 

Рис. 1.3 

 

U

A

A

 

Рис. 1.4 
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U

A
B

 

Рис. 1.5 

Очевидно, что  

BAC ⊕= ( ) ( )( ){ ∨∉∧∈∈= BxAxCx / ( ) ( )( )}BxAx ∈∧∉ .
 

Если Aa∈  и Bb∈ , то пару элементов ( )ba  ,  называют упорядоченной 

парой, причем пары ( )
11

 , ba  и ( )
22

 , ba  равны тогда и только тогда, когда 

.  и  
2121
bbaa ==  

5. Множество, элементами которого являются все упорядоченные пары 

( )ba, , Aa∈ , Bb∈ , называется прямым, или декартовым, произведени-

ем множеств A  и B  и обозначается .BA×  Например, { },2,1=A  

{ } ( ) ( ) ( ) ( ){ },3,2,2,2,3,1,2,13,2 =×→= BAB   

а AB× = ( ) ( ) ( ) ( ){ }.2,3,1,3,2,2,1,2  Таким образом, декартово произведение 

не подчиняется коммутативному закону, и ABBA ×=×  справедливо, 

если .BA =  Произведение AA×  называется декартовым квадратом.  

Свойства операций объединения, пересечения и дополнения иногда называ-

ются законами алгебры множеств.  

Эти законы таковы: 

1. Коммутативный закон: ABBAABBA ∩=∩∪=∪   , . 

2. Ассоциативный закон: ( ) ( )  ,CBACBA ∪∪=∪∪  

( ) ( )CBACBA ∩∩=∩∩ . 

3. Дистрибутивный закон: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
⎩

⎨

⎧

∩∪∩=∪∩

∪∩∪=∩∪

.

,

CABACBA

CABACBA

 

4. Законы идемпотентности: AAAAAA =∩=∪   , ,  

в частности ,  , ∅=∅∩=∅∪ AAA  AUAUUA =∩=∪   ,  . 
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5. Законы поглощения: ( ) ( ) ABAAABAA =∪∩=∩∪   , .  

6. Законы де Моргана
∗

 (двойственности):   ,BABA ∩=∪  

BABA ∪=∩ . 

7. Закон двойного дополнения: AA = . 

8. Закон включения: ABBA ⊂⇔⊂ . 

9. Закон равенства: ( ) ( ) ( ) ( )( ).BABAABBABA ∩∨∩⇔⊂∧⊂⇔=  

Конечно, этим кратким перечнем количество законов алгебры множеств не 

исчерпывается. Другие соотношения между множествами могут быть выве-

дены на основе вышеприведенных законов по правилам алгебры логики. 

� Пример 1. Доказать включения ( ) ( ).\\ CBACBA ∪⊂∪  

Легче всего это сделать по диаграмме Эйлера—Венна (рис. 1.6–1.7). 

U

(A B)\C

A B

C

 

Рис. 1.6 

U

A (B\C)

C

A
B

 

Рис. 1.7 

                                                           

∗

 Огастес де Морган (1806–1871) — шотландский математик и логик. 
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� Пример 2. Пусть { } { } ,41  ,62 <<∈=≤<∈= xNxBxNxA  

{ } .04

2

=−∈= xNxC  Из каких элементов состоят множества 

( ) ( ),CBBA ∪∪∩  BC × , CB × ? 

Перепишем множества CBA   и   , , перечислив их элементы: 

{ },6,5,4,3=A  { } { }2  ,3,2 == CB . Тогда { } { } ,3,2  ,3 =∪=∩ CBBA  

( ) ( ) { }3,2 =∪∪∩ CBBA , ( ) ( ){ } ,3,2,2,2=× BC  

( ) ( ){ }.2,3,2,2=×CB  а  

1.2. Îòíîøåíèÿ è ôóíêöèè.  
Ñïåöèàëüíûå áèíàðíûå îòíîøåíèÿ 

Часто элементы разных множеств связаны различными соотношениями, на-

пример соотношениями порядка. 

n -местным отношением, или n -местным предикатом P , на множествах 

n

AAA ,...,,

21

 называется любое подмножество декартова произведения 

n

AAA ××× ...

21

. Обозначение n -местного отношения ( )
n

xxxP ,...,,

21

. При 

1=n  отношение P  называется унарным и является подмножеством множе-

ства 
1

A . Бинарным (или двуместным при 2=n ) отношением называется 

множество упорядоченных пар. Элементы 
n

xxx ,...,,

21

 называются коорди-

натами, или компонентами, отношения P . 

Для любого множества A  отношение ( ){ }Axxx
A

∈= ,id  называется  

тождественным отношением, или диагональю, а AAAU
A

=×==

2

 

( ){ }AyAxyx ∈∈= ,,  — полным отношением, или полным квадратом. 

Пусть P  — некоторое бинарное отношение. Тогда областью опреде- 

ления бинарного отношения P  называется множество 

( ){ }yPyxxD   некоторого  для∈= , , а областью значений — множество 

( ){ }xPyxyR     некоторого  для∈= , . Аналогично вводится еще несколько 

определений. Обратным к P  отношением называется множество 

( ) ( ){ }PyxxyP ∈=

−

,,

1

. Композицией бинарных отношений BAP ×⊆  и 

CBQ ×⊆  называется множество ( ){  ,,, BzCyAxyxQP ∈∃∈∈=�  

( ) ( ) }QyzPzx ∈∈ ,,, что такой,  (рис. 1.8).  
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A B
C

P Q

x z y

P Q

 

Рис. 1.8 

Для любых бинарных отношений выполняются следующие свойства: 

1. ( ) PP =

−

−

1
1

. 

2. ( )
111

−−

−

= PQQP �� . 

3. ( ) ( )RQPRQP ���� =  — ассоциативность композиции. 

� Пример 1. Пусть { }цифра  арабская - xxA = , 

( ){ }5,,, =−∈= yxAyxyxP . Отношение P  можно записать в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }4,9,3,8,2,7,1,6,0,5=P . Тогда для него имеем 

{ }9,8,7,6,5=D , { }4,3,2,1,0=R , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }9,4,8,3,7,2,6,1,5,0
1

=

−

P . 

� Пример 2. Пусть ( ) [ ]{ }xyyxyxP sin,2,2,, ≥ππ−∈= . Найдем для 

этого отношения D , R , 
1−

P , PP � , PP �

1−

, 
1−

PP �  отношения. 

Очевидно, что [ ] [ ]2  22 π,1,π,π −=− RD . По определению 

( ) ( ){ }PyxxyP ∈=

−

,,

1

( ) [ ]{ }yxxyxy sin,π,π,, ≥−∈= 22 . Анало-

гично для композиции ( ){ ,,, CyAxyxQP ∈∈=�  Bz∈∃  такой, 

что ( ) ( ) }QyzPzx ∈∈ ,,,  , где BAP ×⊆ , а CBQ ×⊆ . В нашем слу-

чае BAP ×= , [ ]2π,2π−=A , B ( ){ }yxyx ≤= sin, , 

PQ = CB ×= , [ ]2π,2π−=C .  

Тогда ( ) [ ] [ ]{ zyxyxPP ∃−∈−∈= ,π,π,π,π, 2222�  такой, что 

( ) [ ]{ }xzzxzx sin,2π,2π,, ≥−∈∈ , 

( ) [ ]{ }}zyzyyz sin,π,π,, ≥−∈∈ 22 ( ){ }yxyx ≤= sin, . 
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Далее таким же образом получим 
1−

PP � ( ) [ ]{ ,2π,2π, −∈= xyx  

[ ] zy ∃−∈ ,2π,2π  такой, что ( ) [ ]{ ,2π,2π,, −∈∈ zxzx },sin xz ≥  

( ) [ ]{ ,π,π,, 22−∈∈ yzyz  

}}=≥ xy sin ( ) [ ] [ ]{ } [ ] .π,ππ,π,π,π,
2

222222 −=−∈−∈ yxyx  

( ) { } { }{ zyxyyyxxxyxPP ∃≤∈≤∈=

−

,sin/,sin/,
1

�  такой, что 

( )zx, ( ) [ ]{ 2π,2π,/, −∈∈ xzxz , 

} ( ) ( ) [ ]{ ,π,π,/,,,sin 22−∈∈≥ yzyzyzxx

}} ( ) [ ]{ }2,1,,sin π−∈=≥ yxyxzy .  

Бинарное отношение BAf ×⊆  называется функцией, или отображением, 

из множества A  в множество B , если BRAD
ff
⊆= ,  и из 

( ) ( ) fyxfyx ∈∈

21
,,,  следует, что 

21

yy = . Область определения функ-

ции обозначается 
f

D , область значений — 
f

R . Определяются они так же, 

как для бинарных отношений. Если же вместо AD
f
=  выполняется 

AD
f
⊆ , то f  называется частичной функцией.  

Говорят, что функция f  задана на множестве A  со значениями во множест-

ве B  и осуществляет отображение множества A  во множество B . Функция 

f  из A  в B  обозначается через BAf →:  или BA

f

→ . Тождественное от-

ношение ( ) ( ){ }Axxxx
A

∈= ,id  является функцией AA
A

→:id , для кото-

рой ( ) xx
A

=id  для всех Ax∈ . 

Функция f  называется инъективной (разнозначной), если отношение 
1−

f  

является частичной функцией, т. е. для любых элементов 
f

Dxx ∈
21

,  из 

21

xx ≠  следует ( ) ( )
21

xfxf ≠ . Функция BAf →:  называется функцией 

A  на B , или сюръективной функцией, если BR
f
= . Для сюръективной 

функции для любого By∈  существует Ax∈  такой, что ( ) yxf = . 

Функция f  называется биективной, если она одновременно сюръективна и 

инъективна. В этом случае говорят, что f  осуществляет взаимно однознач-

ное соответствие между множествами A  и B . Биекция AAf ↔:  называ-

ется подстановкой множества A . Простейшим примером подстановки яв-

ляется функция 
A

id . 
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На рис. 1.9 показаны функции BAf
j

→: , 4,1=i . Функция 
1

f  сюръектив-

на, но неинъективна, функция 
2

f  инъективна, но несюръективна, функция 

3

f  биективна и является подстановкой (если BA = ), функция 
4

f  неинъек-

тивна и несюръективна. 

A

f
1

f
3

f
2

f
4

B

 

Рис. 1.9 

Функции обладают несколькими легко доказываемыми свойствами: 

1. Композиция двух функций есть функция, т. е. если BAf →: , 

CBg →: , то CAgf →:� . 

2. Композиция двух биективных функций есть биективная функция, если 

BAf ↔: , CBg ↔: , то CAgf ↔:� . 

3. Отображение BAf →:  имеет обратное отображение ABf →

−

:

1

  

тогда и только тогда, когда f  — биекция, т. е. если BAf ↔: ,  

то ABf ↔

−

:

1

, 
A

ff id

1

=

−

� , 
B

ff id

1

=

−

� . 

В теории множеств важную роль играют два вида специальных бинарных 

отношений: эквивалентности и порядка. Их прообразами служат интуитив-

ные понятия равенства, предшествования и предпочтения. 

Рассмотрим два конечных множества { }
n

aaaA ,...,,

21

= , { }
m

bbbB ,...,,

21

=  и 

бинарное отношение BAP ×⊆ . Введем матрицу ( )
ji

pP
,

=  бинарного от-

ношения P  следующим образом: 

( )

( )
⎩

⎨

⎧

∉

∈

=

.,  ,0

,,  ,1

,

Pba

Pba

p

ji

ji

ji
 Эта матрица содер-



×àñòü I. Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû êóðñà 12 

жит полную информацию о связях между элементами множеств A  и B  и 

позволяет представить эту информацию в графическом виде. 

Матрица любого бинарного отношения обладает следующими свойствами: 

1. Если BAQP ×⊆,  и ( ) ( )
jiji

qQpP
,,

  , == , то 

( )
jiji

qpQPQP
,,

+=+=∪ ; ( )
jiji

qpQPQP
,,

⋅=∗=∩ , причем 

сложение элементов матрицы осуществляется по правилам 0 + 0 = 0, 

1 + 1 = 1, 1 + 0 = 0 + 1 = 1, а умножение почленно обычным образом, т. е. 

по правилам 111,01001 =⋅=⋅=⋅   . 

2. Если CBQBAP ×⊆×⊆   , , то QPQP ⋅=� , и матрицы умножаются 

по обычному правилу умножения матриц, но произведение и сумма эле-

ментов при перемножении матриц находится по правилам п. 1. 

3. 

T

PP =

−1

, где 
1−

P  — матрица обратного отношения 
1−

P . 

4. Если QP ⊆ , то ( ) ( )
jiji

qQpP
,,

, ==    и 
jiji

qp
,,

≤ . 

� Пример 3. Бинарное отношение { }3,2,1  ,
2

=⊆ AAP  изображено  

на рис. 1.10. Его матрица имеет вид 

⎟

⎟

⎟

⎠

⎞

⎜

⎜

⎜

⎝

⎛

=

101

110

110

P . Пусть 

⎟

⎟

⎟

⎠

⎞

⎜

⎜

⎜

⎝

⎛

=

010

100

101

Q , тогда 

⎟

⎟

⎟

⎠

⎞

⎜

⎜

⎜

⎝

⎛

=+=∪

111

110

111

QPQP , 

⎟

⎟

⎟

⎠

⎞

⎜

⎜

⎜

⎝

⎛

=∗=∩

000

100

100

QPQP , 

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

⎞

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

⎛

=

111

110

110

QP � . 

1

2

3

 

Рис. 1.10 
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Пусть P  — бинарное отношение на множестве A , 
2

AP ⊆ . Отноше-

ние P  на множестве A  называется рефлексивным, если 

( ) PxxAx ∈∈∀ ,  , , т. е. P
A
=id , 

⎟
⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

⎛

∗∗∗

∗∗∗

∗∗∗

=

1

............

1

1

P , где звездоч-

кой обозначены нули или единицы. Отношение P  называется ирреф-

лексивным, если ( ) PxxAx ∉∈∀ ,  , . Отношение P  на множестве A  

называется симметричным, если для Px∈∀  и для Py∈∀  из условия 

( ) Pyx ∈,  следует, что ( ) Pxy ∈, . Это значит, что PP

T

= . Отно-

шение P  называется антисимметричным, если из условий ( ) Pyx ∈,  

и ( ) Pxy ∈,  следует, что yx = , т. е. 
A

PP id

1

⊆∩

−

 или 

T

PPPP ∗=∩

−1

. Это свойство приводит к тому, что у матрицы 

1−

∩ PP  все элементы вне главной диагонали будут нулевыми (на 

главной диагонали тоже могут быть нули). Отношение P  называется 

транзитивным, если из ( ) Pyx ∈,  и ( ) Pzy ∈,  следует, что ( ) Pzx ∈, , 

т. е. PPP ⊆� . 

� Пример 4. Рассмотрим все свойства следующего отношения P , если 

⎟

⎟

⎟

⎠

⎞

⎜

⎜

⎜

⎝

⎛

=

101

110

111

P . Здесь на главной диагонали матрицы P  стоят все 

единицы, следовательно, P  рефлексивно, т. е. P
A
⊆id . Матрица P  

несимметрична, тогда несимметрично и отношение P . 

⎟

⎟

⎟

⎠

⎞

⎜

⎜

⎜

⎝

⎛

=

⎟

⎟

⎟

⎠

⎞

⎜

⎜

⎜

⎝

⎛

∗

⎟

⎟

⎟

⎠

⎞

⎜

⎜

⎜

⎝

⎛

=∗=∩
−

101

010

101

111

011

101

101

110

111

1
T

PPPP . Эта мат-

рица нужна для проверки антисимметричности. Так как не все элемен-

ты, стоящие вне главной диагонали, нулевые, то отношение P  не  

антисимметрично. Из этого примера видно, что свойство несимметрич-

ности не совпадает со свойством антисимметричности. 
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Наконец, 

⎟

⎟

⎟

⎠

⎞

⎜

⎜

⎜

⎝

⎛

=

⎟

⎟

⎟

⎠

⎞

⎜

⎜

⎜

⎝

⎛

∗

⎟

⎟

⎟

⎠

⎞

⎜

⎜

⎜

⎝

⎛

=⋅=

111

111

111

101

110

111

101

110

111

PPPP � , т. е. 

PPP ⊄� , следовательно, отношение P  нетранзитивно. 

Рефлексивное, транзитивное и симметричное отношение на множестве A  

называется эквивалентностью на A . Эквивалентность обозначается симво-

лами E  или ∼, например, xEy , yx ~ . 

Классом эквивалентности (смежным классом) элемента Ax∈  называется 

множество ( ) { }
yx

y
xE

~

= . Множество классов эквивалентности элемен-

тов множества A  по эквивалентности E  называется фактор-множеством 

A  по E  и обозначается 
( ){ }

Ax

xE

E

A

∈

= . 

� Пример 5. Докажем, что на множестве NN ×  отношение Q  является 

отношением эквивалентности, если ( ) ( ){ } cbdaQdcba +=+⇔∈,,, . 

Если отношение Q  рефлексивно на A , то ( ) QxxQx ∈∈∀ ,  . В нашем 

случае роль A  играет множество NN × , а роль элемента x  — пара 

( )yx, . Тогда отношение Q  рефлексивно на NN × , если 

( ) ( ) ( ){ } QyxyxQyx ∈∈∀ ,,,,   . По определению cbdaQ +=+: , но 

abba +=+ , следовательно, Q  рефлексивно. 

Аналогично, если ( ) ( ){ } Qdcba ∈,,, , то и ( ) ( ){ } Qbadc ∈,,, , т. к. из 

cbda +=+  следует, что adbc +=+ . Таким образом, Q  симмет-

рично. 

Наконец, если ( ) ( ){ } Qdcba ∈,,, , ( ) ( ){ } Qgfdc ∈,,, , то 

( ) ( ){ } Qgfba ∈,,, , т. к. cbda +=+  и fdgc +=+ . Тогда 

( ) ( ) ( ) ( ) =+++⇒+++=+++ gcdafdcbgcda

fbgafdcb +=+⇒+++= , т. е. Q  транзитивно. 

Разбиением множества A  называется совокупность попарно непересекаю-

щихся подмножеств A  таких, что каждый элемент множества A  принадле-

жит одному и только одному из этих подмножеств. 

Теорема 1.1. Фактор-множество EA  является разбиением множества 

A . Наоборот, если { }
i

AR =  — некоторое разбиение множества A , то 
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можно задать соответствующее ему отношение эквивалентности E  по 

правилу 
i

AyxxEy ∈⇔ ,  для некоторого i . 

Если E  — эквивалентность на конечном множестве A , то ( )
i

xE  — классы 

эквивалентности, а ( ) ( ) ( ){ }
n

xExExEEA ,...,,

21
=  и 

( ) { } nibbbxE

i

m

ii

i
i

,1,,...,,
21

== . Если множество A  пронумеровано в сле-

дующем порядке: 
n

m

nn

mm
n

bbbbbbbbb ,...,,,...,,...,,,,...,,

21

22

2

2

1

11

2

1

1
21

, то матрица от-

ношения эквивалентности E  имеет блочно-диагональный вид: 

{

{

{

� � �

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

⎞

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

⎛

=

100

010

001

21

2

1

�

����

�

�

�

n

mmm

n

m

m

m

E , где блоки  1  состоят из единиц, а остальные 

элементы равны нулю. Если же множество A  пронумеровано произвольным 

образом, то матрица ( )
ji

eE
,

=  приводится к блочно-диагональному виду 

перестановкой строк и столбцов. 

Отношение 
2

AP ⊆  называется предпорядком, если оно рефлексивно и тран-

зитивно. Очевидно, что симметричный предпорядок является отношением 

эквивалентности. 

� Пример 6. Пусть { }4,3,2,1=A . Тогда отношение 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,4,2,3,2,1,4,4,3,3,2,2,1,1=P  — предпорядок. 

Рефлексивное, транзитивное и антисимметричное отношение на множестве 

A  называется частичным порядком на A . Частичный порядок обозначается 

символом ≤ , а обратное ему отношение 
1−

≤  символом ≥ . Отношение < на-

зывается строгим порядком и определяется таким образом: 

yxyxyx ≠≤⇔<   и  . Это отношение не является частичным порядком, 

т. к. не удовлетворяет условию рефлексивности xx < . 

Если во множестве A  есть элементы x  и y , о которых нельзя сказать, что 

yx ≤  или xy ≤ , то такие элементы называются несравнимыми. Частичный 

порядок называется линейным порядком, если любые два элемента x  и y  из 

множества A  сравнимы, т. е. yx ≤  или xy ≤ . 
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Непустое множество A , на котором зафиксирован некоторый частичный 

(линейный) порядок, называется частично (линейно) упорядоченным множе-

ством. Элемент Aa∈  частично упорядоченного множества A  называется 

максимальным (минимальным), если для Ax∈∀  из ( )axxa ≤≤    следует 

xa = . Элемент Aa∈  называется наибольшим (наименьшим), если 

( )xaax ≤≤    для всех Ax∈∀ . Наибольший элемент обозначается Amax , 

наименьший — Amin . Этих элементов у множества может и не быть, на-

пример, линейно упорядоченное множество рациональных чисел ( ]1,0  не 

имеет наименьшего элемента, наибольший элемент равен единице. 

Верхней (нижней) гранью подмножества B  частично упорядоченного мно-

жества A  называется всякий элемент Aa∈  такой, что ( )baab ≤≤    для 

всех Bb∈ . Точной верхней (нижней) гранью подмножества AB ⊆  называ-

ется наименьшая верхняя (наибольшая нижняя) грань для B . Точная верхняя 

и точная нижняя грани множества AB ⊆  обозначаются через Bsup  (супре-

мум) и Binf  (инфимум) соответственно.  

Линейный порядок ≤  на множестве A  называется полным, если каждое не-

пустое подмножество множества A  имеет наименьший элемент. В этом слу-

чае множество A  называется вполне упорядоченным. 

Рассмотрим непустое конечное частично упорядоченное множество A . Го-

ворят, что элемент y  покрывает элемент x , если yx ≤  и не существует та-

кого элемента z , что yzx << . Если yx < , то существуют такие элементы 

n

xxx ,...,,

21

, что yxxxx
n

=<<<= ...

21

, где 
1+i

x  покрывает 
i

x . 

Любое частично упорядоченное множество можно представить в виде схемы, 

в которой каждый элемент изображается точкой на плоскости, и если y  по-

крывает элемент x , то точки x  и y  соединяются отрезком, причем точку, 

соответствующую x , располагают ниже y . Такие схемы называются диа-

граммами Хассе
∗

. 

� Пример 7. Пусть { }7,6,5,4,3,2,1,0=A  — линейно упорядоченное мно-

жество с обычным отношением порядка на множестве натуральных чи-

сел, не превосходящих семи. Его диаграмма Хассе изображена на 

рис. 1.11. Элементы этого отношения упорядочены обычным отноше-

нием частичного порядка ≤ .  

                                                           

∗

 Хельмут Хассе (1898–1979) — немецкий математик. 
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   Рис. 1.11       Рис. 1.12 

 

Рассмотрим еще одно отношение: ( ){ ,1  ,,/, <−∈= yxZyxyxP  

}20,20 ≤≤≤≤ yx   . Элементы этого отношения — пары чисел — будут 

упорядочены отношением включения ( ) ( ) ( ) ( )dbcadcba ≤∧≤⇔⊆ ,, . 

Проверим теперь, будет ли это множество частично упорядоченным. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2,2,2,1,1,1,2,0,1,0,0,0=P . Так как 10 <=− xx  для всех возмож-

ных x , то отношение P  рефлексивно. ( ) P∈2,1  и ( ) P∉1,2 , следовательно, 

P  несимметрично. Однако если 1<− yx  и 1<− xy , то yx = , иначе из 

yx ≠  следует 1≥− yx . Таким образом, отношение P  антисимметрично. 

Пусть теперь ( ) Pyx ∈, , ( ) Pzy ∈,  и 1  и  1 <−<− zyyx . Тогда yx <  и 

zy <  и, следовательно, zx < , т. е. 1<− zx  и ( ) Pzx ∈, . Отношение P  

транзитивно, тогда P  есть частично упорядоченное множество. Его диа-

грамма Хассе изображена на рис. 1.12. 

1.3. Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå 1.  
Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè.  
Îòíîøåíèÿ è ôóíêöèè 

1.3.1. Доказать равенства: 

а) ( ) BABАA ∩=\\ ;  

б) ( ) ( )CBACBA ∪= \\\ ;  

в) ( ) ( ) ( )CBCACBA ∩∩=∩ \\ . 



×àñòü I. Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû êóðñà 18 

1.3.2. Пусть { }62 ≤<∈= xNxA , { }41 <<∈= xNxB , 

{ }04

2

=−∈= xNxC . Из каких элементов состоят множества:  

а) CB∪ ;  

б) CBA ∩∩ ;  

в) CBA ∪∪ ;  

г) CB × ;  

д) BC × ? 

1.3.3. Доказать включения:  

а) ( ) ( ) CBACBA \\ ∪⊃∪ ;  

б) ( ) ( ) CBABCA ∪⊂∪ \\ . 

1.3.4. Пусть UBUA ⊂⊂   , . Найти множество UX ⊂ , удовлетворяющее 

уравнению ( ) ( ) BAXAX =∪∪∪ . 

1.3.5. Доказать: 

а) если CBA ∩⊆ , то BA⊆  и CA⊆ ;  

б) если CBA ⊆∩ , то CBA ∪⊆ ;  

в) если CBA ⊆∪ , то CA⊆  и CB ⊆ ;  

г) если CBA ∪⊆ , то CBA ⊆∩ . 

1.3.6. Решить систему уравнений 

⎩

⎨

⎧

=∪

=∩

,

,

CXA

BXA

 где CAB ⊆⊆ . 

1.3.7. Доказать: 

а) если BA⊆ , то AB ⊆ ;  

б) если BA⊆ , то CBCA ∪⊆∪ ; 

в) если BA⊆ , то CBCA ∩⊆∩ . 

1.3.8. Решить систему уравнений 

⎩

⎨

⎧

=

=

,\

,\

CAX

BXA

 ∅=∩⊆ CAAB   , . 

1.3.9. Доказать, что система уравнений 

⎩

⎨

⎧

∅=∩

∅=∩

XB

XA ,

 имеет решение тогда  

и только тогда, когда AB ⊆ , при этом условии решением системы яв-

ляется любое множество X  такое, что AXB ⊆⊆ . 




