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I BOB
TEKISLIKDAGI ANALITIK GEOMETRIYA

T .

1-§. DEKART VA QUTB KOORDINATALARI

1. To‘g‘ri chiziqdagi koordinatalar. Kesmani berilgan nisbatda
bo‘lish.

x absissaga ega bo‘lgan OX koordinata o‘qining M nuqtasi M(x)
bilan belgilanadi. M (x,) va M,(x,) nuqtalar orasidagi masofa

d=|x, - x| )
formula bilan aniglanadi.

Ixtiyoriy to‘g‘ri chizigda AB (A—kesmaning boshi, B—oxiri)
kesma berilgan bo‘lsin; u holda bu to‘g‘ri chizigning ixtiyoriy
C nugtasi AB kesmani gandaydir A nisbatda bo‘ladi, bu yerda
% = = {AC|:|CB|. Agar AC, CB kesmalar bir tomonga garab yo‘nalgan
bo‘lsa “‘+” ishora, garama-qarshi tomonga yo‘nalgan bo‘lsa “~”
ishora olinadi. Boshgacha qilib aytganda, agar C nugla 4 va B
nuqtalar orasida yotsa, 2 musbat, tashqarida yotsa manfiy bo‘ladi.

Agar A va B nuqtalar OX o‘qgida yotsa, A(x,) va B(x,) nuqta-
larni /7 nisbatda bo‘luvchi C(x) nuqtaning koordinatalari

- x+Ax,
rE 1+ 2 )
formula bilan aniglanadi. Xususiy holda, agar =1 bo‘lsa, kesma
o‘rtasining koordinatalari uchun

- X +Xx
F=lTh

2

(3)

formula kelib chiqadi.

1. To‘g‘ri chizigda A(3), B(=2), C(0), D(2), E(—3,5) nuqta-
larni yasang.

2. AB kesma to‘rtta nuqta bilan beshta teng bo‘lakka bo‘lingan.
Agar A(—3), B(7) bo‘lsa, A4 ga yaqin turgan bo‘linish nugtasining
koordinatasini toping.

4
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Yechish:
C(x) izlangan nuqta; A=+]AC|:|CB| = 1/2. Demak, (2)
formuladan quyidagi ifodani topamiz:

X= = ==1, va’ni C(—1).

3. AB kesma uchlarining koordinatalari berilgan, ya’ni A(1),
B(5), C nugta bu kesmadan tashqarida yotadi, bu nugtadan
A gacha bo‘lgan masofa undan B nugtagacha masofadan 3 marta
ko‘p. € nugtaning koordinatasi topilsin.

Yechish:

% = —|AC] : |CB] ligini oson ko‘rish mumkin.
x+Ax, 1-3-5

1+7 1-3

4. 1) M(3) va N(—5); 2)P(—11/2) va Q(—5/2) nuqtalar orasi-
dagi masofani aniglang.

5. Agar kesma oxirlarining koordinatalari:

1) A(—=6) va B(7); 2) C(—5) va D(1/2) bo‘lsa, uning o‘rtasi
koordinatalarini toping.

6. P(2) nuqgtaga nisbatan N(—3) nuqtaga simmetrik bo‘lgan
M nuqtani toping.

7. AB kesma 2 nugta orgali uchta teng gismga bo‘lingan. Agar

A(—1), B(S) bo‘lsa, bo‘linish nuqtalarining kordinatalari aniqg-
lansin.

8. A(—7), B(—3) nuqtalar berilgan. AB kcsma tashgarisida
C, D nuqtalar yotadi, bunda |AC| = |BD}| = 0,5 |4B|. C va D
nugtalarning koordinatalari aniqglansin.

2. Tekislikdagi to‘g‘ri burchakli koordinatalar. Eng sodda
masalalar.

Agar berilgan tekislikda XOY dekart koordinata sistemasi be-
rilgan bo‘lsa, x, y kordinataga cga bo‘lgan M nuqtani M(x; y)
bilan belgilaymiz.

M (x;; ¥), M)(x,;; y,) nuqtalar orasidagi masofa

d=\/’(x2_xa)2+(y2_%)2 (1)

J

X=

=7, ya'ni C(7).
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Yechish: CARE AN R L W SR R

AB kesmaning o‘rtasi bo‘lgan D nuqtaning koordinatalarini

topammiz; . . ... e oy SR b eal Ll

X +x n+y N
Xn :'_!"2_2‘, Yo ="‘]_2—2“. SRt

Medianalar kesishgan M nugta CI kesmani 211 nisbatda bo‘ladi
(C nuqtadan hisoblanganda). Demak, M nugtaning koordinatalari

Weaitd [ f: xg-ﬁ-sz ‘J7= y3+2yo ,‘:.\I“;
yami O .
+
_ x3+2.3‘1__& y3+2.y1+y2
X =—— I —
3 ¥ 3

formulalar bilan aniglanadi. Shunday qilib:

Fohthth S Yatyyty, RN

3 > Y 3 SRR

15. Uchlari A(=2; —4), B(2; 8), C(10; 2) bo‘lgan uchburchak
yuzasini amqlang

_YE(.‘hISh > } H SHAYITRE B

(5) formulani qo‘llab topamiz:

_ =%-((24@)-(2+4}—~(10+2)-(8'+4)|=%-\24—144\=60kv. b.
16. 1) AQ2; 3) va B(—10; =2); 2) C(V2; —¥7) va D2~2; 0

nugtalar orasidagi masofani aniglang.

17. Uchlari A(4; 3), B(7; 6), C(2; 1) bo‘lgan uchsburchak-
ning to‘g'ri burchakli ekanligini ko‘rsating.

18. Uchlari A(2; —1), B(0; —6), C(—10; —2) bo‘lgan uch-
burchakning teng yonli ekanligini ko‘rsating,

19. Uchiari A(—1; —1), B(0; —6), C(—10; ~2) bo‘lgan uch-
burchak berilgan. A uchidan tushurilgan mediana uzunligini toping.

20. AB kesmaning oxirlari A(—3, 7), B(5, 11) berilgan. Bu
kesma uchta nugta bilan teng to‘rtta bo‘lakka ajratilgan. Bo*linish
nuqtalarining koordinatalari topilsin. '

21. Uchlari A(1; 5), B(2; 7), C(4; 11) bo‘lgan uchburchak
yuzasini toping. _ e

8
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22. Parallelogramning uchta ketma-ket joylashgan uchlarining
koordinatalari berilgan: A{11; 4), B(—1; —1}, C(5; 7). To‘rtinchi
uchining koordinatlari topilsin.

23. Uchburchak ikki uchi: 4(3; 8), 8(10; 2) va medfana!ar—
ning kesishgan nugqtasi M(1; 1) berilgan. Uchburchak uchinchi
uchining koordinatlarini toping.

24. Uchlari A(7; 2), B(1; 9), C(-8; —11) bo‘lgan uchbur-
chak berilgan. Medianalari kesishgan nuqtasini toping.

25. L(0; ©), M(3; 0), N@©; 4) nuqtalar uchsburchak tomon-
lari o‘rtalarining koordinatalari. Uchburchak yuzasm: hisoblang.
3. Qutb koordinatalari. = et NSRRI S D D

Qutb koordinatalarida M nuqtanmg o‘rni umng 0 qutbidan
masofasi |OM| =p (p— nugtaning quth radius-vektoriy va OM
kesmaning qutb o‘qi OX bilan tashkil qilgan burchagi 6
{(6— nuqgianing qutb burchagi) bilan aniglanadi. Qutb o‘gidan
soat strelkasiga garama-qgarshi olingan 8 burchak musbat hisobla-
nadi.

Agar M nugta qutb koordinatalariga ega bo‘lsa
(p>0,0<062n), u holda unga cheksiz ko‘p (p, 9+2th) qutb

e imd iy
VR ’c-r\-.

koordinatlari jufti to‘g‘ri keladi, bunda ke Z.

Agar dekart koordinat sistemasining koordinat boshini qutb-
ga, OX o‘gini qutb o‘qi bo‘yicha yo‘naltirsak, u holda M nugta-
ning to‘g'ri burchakli (x; y) koordanatalari bilan{p, 6) qutb
koordmatalan o rt331da bog‘lanish quyidagi:

m"z;\! ¢ x= pcos@ y =psinb; ,.r; (1)

L p= x—+y , [g@:l it vl g

formulalar bilan ainglanadi.
26. Qutb koordmatlanda berilgan quyldagl

ot s ond b B e e in iwt et

A4 %), B(2; T”), C(a; ‘%” D(=%; —>,

CL oAb

B @), F(-L -3—1’-")' o

nugtalarini chizing.
.'__\-9_'

www.ziyouz.com kutubxonasj ..



27. Agar qutb koordinat boshi bilan, qutb o‘qi musbat abs-

sissa o‘gi bilan ustma-ust tushsa, M(l; —.f3) nuqtaning qutb

koordinatlarini toping.
Yechish:

(2) formulaga asosan p = \/]2 + (—\/5 2=2,tgh = 3. M nugta

57 Sx
to‘rtinchi chorakda joylashgani uchun ¢ =3 Demak, M(2; T)-
28. Agar qutb koordinat boshi bilan, qutb o‘qgi absissa o‘qgi

37
bilan ustma-ust tushsa, A2, —4') nuqtaning to‘g‘ri burchakli

koordinatasini toping.
Yechish:
(1) formuladan foydalanib topamiz:

x=22- cos(—:%ﬂ) =-2
y= Zﬁ-sin(%) =2,

Demak, A(—2; 2).
29. A(23; 2), B0, ~3). C(—4; 4), D(N2; —\2). E(=2; =/6).

I(=7; 0) nugtalarning qutb koordinatalarini toping.

T Sx 7
A(10; —), B(2; —), C(0;, —),
( 2) ( 4) ( 10)

30. T o T
D, ——), E(-1, —), I, -—
( 4) ( 4) ( 4)
nuqtalarning to‘g‘ri burchakli koordinatalarini toping.
31. M(p; 6,) va M,(p,; 0,)nuqtalar orasidagi masofani

toping.
Ko'‘rsatma: OM,M, uchburchakka kosinuslar tcoremasini
go‘llang.

10
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b 3z
32. M(3;Z) va N (4;T) nuqtalar orasidagi masofani toping.

33. Qutb o‘giga nisbatan M(p,0) ga simmetrik bo‘lgan nugta-
ning quib koordinatalarini toping.

34. Qutbga nisbatan M(p,0) ga simmetrik bo‘lgan nuqtaning
qutb koordinatalarini toping.

2

35. (3,%); (S'T); (2,—--7(-)[—) nugtalarga 1) qutbga; 2)

qutb o‘giga simmetrik bo‘lgan nuqtalarning qutb koordintalarini
toping.

36. Qutbdan o‘tib, qutb o‘giga perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri
chizigga nisbatan M(p,0) nuqgtaga simmetrik bo‘lgan nuqtaning
qutb koordinatalarini toping.

4. Chiziq tenglamasi.

xQy tekisligida biror chiziqni nuqtalar to‘plami deb garasak,
unga bu chizigda yotgan ixtiyoriy M(x, y) nuqgta koordinatalarini
bog‘lovchi tenglama to‘g‘ri keladi. Bunday tenglama berilgan chi-
Zqning tenglamasi deb ataladi.

Agar berilgan chizigning tenglamasiga bu chizigda yotgan ix-
tiyoriy nuqtaning koordinatalarini qo‘ysak, uni ayniyatga aylanti-
radi. Chiziqdan tashqaridagi nuqtaning koordinatalari bu chiziq
tenglamasini ganoatlantirmaydi.

37. Kesmaning bir oxiri abssissa o‘qi, ikkinchi oxiri ordinata
0*gi bo‘yicha harakatlanadi. Agar kesma uzunligi C - ga teng bo‘lsa,
hu kesma o‘rtasi orgali chiziladigan chiziq tenglamasini toping.

Yechish:

M(x; y) kesmaning o‘rtasi bo‘lsin. OM kesma (mediana uzun-
ligi) uchburchak gipotenuzasining yarmiga, ya’ni OM kesmaning

uzunligi c¢/2 ga teng. Boshga tomondan, |OM|=yx®+ )’

(koordinata boshi bilan M augta orasidagi masofa). Shunday

11

www.ziyouz.com kutubxonasi



2

c c
qilib,sz'*‘y2 =§= yoki x*+ y? =?. Bu izlangan egri chiziq

tenglamasidir. Geometrik jihatdan bu markazi koordinata boshida
radiusi ¢/2 bo‘lgan aylanadir.

38. Har bir nuqtasidan F(0; 1/4) nuqtagacha, bu nuqgtadan
y=—1/4 10‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofalari teng bo‘lgan chi-
ziq tenglamasini tuzing.

Yechish:

Izlangan chiziqda ixtiyoriy M(x, y) nuqtani olamiz. M va F
nuqtalar orasidagi masofa:

|MF|= J(x=0)* +(y~1/4)

formula yordamida toplladx. M nugtadan y = —1/4 to‘g‘ri chi-
ziggacha bo‘lgan masofani oddiy geometrik fikrlashdan topamiz
(1-chizma):

IMN| = |[MK; -+ I[KNj = y+1/4,
IMF| = |MN] tenglik izlangan chizigning ixtivoriy M nugtasi
uchun ofrinli bo'lgani uchun bu chiziq tenglamasini ushbu
JE (=174 =y+1/4
ko‘rinishda yozish mumkin yoki

1 |
A+ —yt—=
e ATt S Aty

ya’ni, y=x?. y=x? bilan aniqlanadigan chiziq parabola dcb ataladi.

39. F(a. 0), F(—a; 0) nugtalargacha bo‘lgan masofalar
ko‘paytmasi o*zgarmas son a?/ga teng bo‘lgan nugqtalar to‘plami
tenglamasini tuzing.

Yechish:

IzZlangan cgri chizigda ixtivoriy M(x; y) nugtani olamiz. Bu
nuqtadan F; va F, nuqtalargacha bo‘lgan masofalar

={(x-a)+y*, r=y(x+a)’+)y* gateng.

Masalaning shartidan r-r2=a2 ligi kelib chigadi. Shunday
qilib, izlangan egri chiziq tenglamasi:
12
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Jx—a) + -\/(x+a)2 +y* =d%,
[(x-a)’ + ¥ |[(x+a)’ + y')=a’,
(2 =2ax+d* + Y)Y +2ax+a* + y*) =a’,
(X +y* +a® —2ax)(x* +y* +a’ -2ax)=d",
(F+y +ad?) —4a’x’ =d’,
(x* + y*)? =2a° (x* - 7).
‘Topilgan egri chiziq lemniskata dcb ataladi.
40. Lemniskata tenglamasini qutb koordinatalarida yozing va

uni chizing.
Yechish:

x* + YV = 2d%(x* - y*) tenglikda (yugoridagi masalaga garang)
Y

x=pcosb, y=psin@ formulalari bo‘yicha qutb koordinata-
lariga o‘tamiz. U holda

(p? cos? 0+ p?sin? 0) =24’ (p” cos® 0 —p?sin’ B)

yoki p? =24’ c0s20

Bu — lemniskataning qutb koordinatalaridagi formulasidir.

Egri chizigni chizamiz. Tenglamanip ga nisbatan yechamiz,
natijada p:i\/zcosze, o‘ng tomonida “+” turgani uchun va
tenglamadan 9 ni — @ bilan almashtirsak, tenglama o‘zgarmagani
uchun lemniskata OX va OY o‘glariga nisbatan simmetrik
bo‘ladi. I-chorak uchun lemniskata shaklini tekshiramiz,

V4
ya'ni P20, 0S9<3- P va @Oning bu giymatlari uchun

p=a-~2-Jeos20. 6 fagat 0 y
b

d:m4 gacha o‘zgarishini ko‘rish \ /
mumkin. Shunday qilib, cgri chiz- bF
v dilib, cg Tt -

igning bu gismi qutb o‘qi va nur K 4 1%
n : . N 4
“"—'4 orasida bo‘ladi. Agar 6=0
ho'lsa, p=a 2 bo‘ladi. ¢ noldan 1-chizma
13
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s
4 gacha o‘sganda P ning giymati 0 gacha kamayadi. Sim-

metrikligini hisobga olib, lemniskatani yasash mumkin
(2-chizma).

41. A(1,1) va B(3,3) nugtalardan teng uzoqlikda turgan nuq-
talar to‘plamining tenglamasini {uzing.

Yechish:
M nuqgta izlangan egri chiziq nuqtasi bo‘lsin, u holda

{,’WA!;‘LWB! bo‘ladi. 1kki nuqta orasidagi masofa formulasidan
foydalanib yozamiz:
IMA = =12+ (=D, |MB|=y(x-37 +(y=3)? .
Egri chiziq tenglamasini
V=17 (=1 = f(x =37 +(y-3)’

ko‘rinishda yozish mumkin. Oxirgi tenglikning ikki tomonini
kvadratga oshirib topamiz:

X' =2x 414y =2x+1=x"=6x+9+ )" ~6y+9

O‘xshash hadlarni ixchamlab, x+y—4=0 tcnglamaga cga
bo‘lamiz.Izlangan nuqtalar to‘plami to‘g‘ri chiziq boflib, A8
kesmaning o‘rtasiga o‘tkazilgan perpendikular bo‘ladi.

42. M nuqta qutb atrofida tekis ayvlanadigan nur bo‘yicha tekis
harakatlanadi. Agar harakat boshida aylanadigan nur qutb o‘qi
bilan, M nuqta qutb bilan ustma-ust tushsa, M nuqta chizadigan
cgri chiziq tenglamasini tuzing. Nurni 0 =1 (bir radian) ga bur-
ganda M nuqta qutbdan A masofaga siljivdi.

Yechish:

Boshlang‘ich holatda p va ¢ lar nolga teng. So‘ngra vaqtga

. . p . . .
proporsional holda o‘sadi. Ular 0=COH-51 to‘g‘ri proporsional
) a

bog‘lanishda. =] da p=«, demak, %= —1- , ya’ni p=a-0.
p=ua-0. egri chiziq Arximed spirali decb ataladi.
43. Bir xil diametrli ikkita aylananing biri sirpanmasdan ikkin-
14
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chisining tashgi tomoni bo‘yicha dumalaydi. Ularning diametri
A ga teng. Dumalayotgan aylananing aniq bitta nuqtasi chizgan
chizigtining tenglamasini qutb koordinatalarida yozing.

Yechish:

C,—dumalayotgan aylana markazining boshlang‘ich holati;
A -izlangan chizigni chizuvchi nuqtaning boshlang‘ich vaziyati
(boshlang‘ich onda aylanalar urinadilar; 4 nugta B nuqtaga nis-
batan diametral joylashgan) (3-chizma). C,—qo‘zg‘almas ayla-
naning markazi; C,—yangi holatdagi dumalayotgan aylananing
markazi. M—izlangan chizigni chizuvchi A nuqtaning yangi ho-
lati (C, aylana C, vaziyatga ko‘chganda P nuqta Q vaziyatni oladi.
B nugta D vaziyatni egallaydi, ko‘chirish sirpanmasdan bajariladi:

o (V) A A
BQ=DQ, QC,D=QC, D.)

Rasmda qutb va qutb o‘qi OX ko‘rsatilgan. Izlangan egri chi-
signing ixtiyoriy M (p,0) nugqtasining koordinatalari ganoatlanti-
radigan tenglamani tuzishimiz kerak. MC,Q=0C,Q ligini
ko‘rsatish mumkin. OC,C,M to‘rtburchakning kichik asosi |C, C| = a
bo‘lgan teng yonli trapetsiya: C,C, va C;C, —C,,C, nugtadan
(OM ga tushirilgan perpendikularlar.

Demak,

p=|oc,|+|cic;

Shunday qilib, izlangan chizigning qutb koordinatalaridagi

+|C_;M| =%cose+a+—;-coso = a(l+cos0)

94

2-chizma 3~chizma
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tenglamasi p = a(l1+cos0); bu cgri chiziq kardioida deb ataladi.
0 ni —@ ga almashtirganda kardioida tenglamasi o‘zgarmagani
uchun u qutb o‘qiga nisbatan simmetrikdir. Agar @ ning qiymati
0 dang gacha o‘zgarsa, u holda p ning qgiymati 2a dan 0 gacha
kamayadi.

44. A(2; 0) va B(0; 1) nuqtalar tecng uzoqlikda turgan to‘g‘ri
chizig tenglamasini toping.

45, x = y tenglama ganday chizigni aniglaydi?

46. x = — y tenglama qanday chizigni aniglaydi?

47. A(2; 0) va B(0; 2) nuqgtalardan masofalar kvadratlarining
yigéindisi A va B nuqtalar orasidagi masofa kvadratiga teng bo‘lgan
nuqtalar to‘plamining tenglamasini tuzing.

48. A(1; 0) va B(0; 1) nuqtalar orasidagi masofalar yig‘indisi
2 ga teng bo‘lgan nuqtalar to‘plamining tenglamasini tuzing.

49. Markazi qutbda bo‘lgan aylana tenglamasini qutb koordi-
nata sistcmasida tuzing.

50. Qutbdan o‘tadigan va qutb o‘qi bilan ¢ burchak tashkil
gilgan varim to‘g‘ri chiziq tenglamasini qutb koordinat sistcma-
sida yozing.

51. Agar qutb aylanada votib, qutb o‘gi aylana markazidan
o‘tsa, diametri A ga teng bo‘lgan aylana tenglamasini qutb koor-
dinatalarida yozing.

5. Chizigning parameirik tenglamasi.

Ba’zida nuqtalar to‘plamining tenglamasini tuzishda x, y koor-
dinatalarni gqandaydir yordamchi parametr ¢ orqgali ifodalash qulay
keladi (u paramefr dcb ataladi), ya’ni x=¢(), y=y(t) teng-
lamalar sistemasi qaraladi. lzlangan chiziqni bunday tasvirlash
parametrik ko ‘rinish deyilib, tenglamalar sistemasi berilgan chizig-
ning parametrik tenglamalari deyiladi. Tenglamalar sistemasidan pa-
rametr ¢ ni yugotib, x, y ni bog‘lovchi, va’ni oddiy f(x, y) = 0
ko‘rinishdagi tenglamaga keltiriladi.

52. Aylananing parametrik tenglamasini tuzing.

Yechish:

Markazi koordinatalar boshida yotgan, radiusi A ga teng ay-
lanani garaymiz (4-chizma). Unda ixtiyoriy M(x, y) nuqtani
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olamiz. OM radiusi bilan abssissa o‘qi orasidagi burchak ¢ ni par-
ametr deb qaraymiz. OMN uchburchakdan x= acos t, y=asin .
Shunday qilib, x= acos f, y= a sin t aylananing parametrik
tenglamasi hisoblanadi. Bu tenglamalardan parametr ¢ ni yo‘qotib,
aylananing oddiy tenglamasiga kelamiz. Paramctr ¢ ni yo‘gotish
uchun tenglamalarning ikki tomonini kvadratga oshirib, ularning
yig‘indisini olsak:

X +y =d’cos’ 1+’ sin’ 1 = ¢ (cost { +sin’ =, ya’ni
¥+ y? =d* tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglama markazi koordi-
natalar boshida, radiusi 4 ga teng bo‘lgan aylanadir.

53. Aylananing tayinlangan nuqtasining qo‘zgalmas to‘gri chiziq
bo‘ylab sirpanmasdan dumalashidan hosil bo‘lgan chizigning
parametrik tenglamasini tuzing.

Yechish:

Radiusi A ga teng bo‘lgan aylana gorizontal o‘g bo‘ylab o‘ngga
sirpanmasdan dumalasin (5-chizma). Bu to‘g‘ri chizigni OX o‘qi
deb, koordinatalar boshini bu o‘qdagi biror O nugtada olamiz.
Aylananing tayinlangan nugtasi deb shunday nuqgtani olamizki,
avlananing mos holatida O nugta bilan ustma-ust tushsin. Tayin-
langan nuqgtadan o‘tadigan aylana radiusining burash burchagini
¢ parametr sifatida olamiz.

Ma’lum vaqtda aylana A nuqtada o‘qqa urinadi. Aylananing
fiksirlangan M(x; y) nuqgtasi CM radiusni ¢ burchakka burashga

mos keladigan holatni oladi (¢ = AC M ). Sirpanmasdan dumala-
(¥
gani uchun |()A]=MA=at bo‘ladi. Bundan foydalanib M nuq-

taning koordinatalarini t orgali ifodalaymiz:

H -
~

\

G J ( +L

z N Z M, e}
~_ | _~ —
\ ] a,-

4-chizma 5-chizma
17
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= |ON|=|04|-|N4| = MA-|NA| = at — asint = a(t - sins),
=|NM’=|API=‘AC|—|PC|=a—acosr=a(lwcost).

Shunday qilib, izlangan chizigning parametrik tenglamasi
quyidagi x=a-(t—sinf), y=a-(1—cost) ko‘rinishda bo‘ladi. Bu
chiziq sikloida deb ataladi (5 chizma)

54, Qanday ch121q x= I y IS parametrlk tenglamalar bllan
amqlanad1 A TR e et VRaa T s T g Ty

. Yechish: ' ’ :

Parametr £ ni yo‘qotib y = x tenglamaga kelamiz. Parametrik
tenglamalardan x>0, y=0 ligi kelib chigadi. Demak, berilgan
parametrik tenglamalar birinchi chorak bissektrisasini aniglaydi.

55. Qanday chiziq x =cost, y=cos’¢t parametrik teng-
lamalar bilan anigfanadi. . .

Yochish: e P

* Tkkinchi tenglamadagi cos f o‘rniga x ni qoyib, y=x? ga ega
bo‘lamiz. Parametrik tenglamalardan ‘xl <1, 0< y<1 ga ega bo‘lamiz.
Shunday qilib, parametrik tenglamalar y =x* parabolaning 40B
yoyini aniglaydi, bu verda A(—1; 1); B(1; 1).

56. Qanday chiziq x =sin¢, y =cosec f tenglamalar bilan be-
riladi.

Wi’ Yechish: PG BMOLA W B 2Debe s M
y=1/sin¢ bo‘lgani uchun x, y rquorlar o'‘rtasidagi teskari
proporsional bog‘lanishni ifodalaydigan y=1/x tenglamaga ega
bo‘lamiz. |x|<1,|y|>1 larni hisobga olib, 6-
rasmda taswrlangan chlzlq ko* muslnga ega
bo‘lamiz. St i

57. Qanday ChlZlq X=2 v= 4: teno—
lamalar bilan beriladi.

58. Egri chizigq x = gcos ¢, y = bsin ¢
parametrik tenglamalar bilan beriladi. Un-
ing to‘g‘ri burchakli koordinatalar siste-
masidagi tenglamasini yozing.

TR Ko 'rsatma: Birinchi tenglamani A ga,
. . ikkinchisini B ga bo‘lib, t ni yo‘qotamiz.

e

asits. v 89, Beri chiziq x = asec f, y = btg ¢

6-chizma
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parametrik tenglamalar bilan berilgan. Uning tenglamasini to'g‘ri
hurchakli koordinatalar sistemasida yozing.

60. Qanday chizig x = cos* f , y = sin? ¢ tenglama bilan
aniglanadi?

61l. x = gcos® ¢, y = a sin’® ¢ tenglamalar bilan beriladigan
chiziq astroida deb ataladi. ¥ ni yo‘qotib, astroida tenglamasini
to'g‘ri burchakli koordinatalarda yozing.

62. Markazi O nugtada, radiusi A ga teng bo‘lgan doiraga soat
mili bo‘vicha ip of‘ralgan; ipning oxiri 4{a; 0) nugtada bo‘lsin.
Ipni (soat miliga qarshi yo‘nalishda) doiradan bo‘shatamiz va har
doim oxirigaipni tarang tortib turamiz. Agar parametr f sifatida
DA radius bilan tortilgan ip bilan aylanaga urinish nuktasiga
o‘tkazilgan OB radius orasidagi burchakni olsak, ipning oxiri
chizgan egri chizigning parametrik tenglamasini yozing.

RO IR

R ' 2-§. TO‘G'RI CHIZIQ

1. To g‘ri chizigning umumiy tenglamasi. BRSNS DI SO

x, y larga nisbatan har ganday birinchi darajah tenghma
va'ni Ax+By+C=0 (1) (A, B, C — ofzgarmas koeffisientlar,
A+ B*x0) tenglama tekislikda gandaydir to‘g'ri chizigni aniglay-
di. Bu tenglama fo g7 chizigning umumiy tfenglamasi deb ataladi.

Xususiy hollar:

1. C=0; A=0; B#0. Ax+Ey=0 tenglama bilan aniglanadi-
gan to‘g‘ri chizig koordinatalar boshidan o‘tadi.

2. A=0; B=0; C+(0. By+C=0 tenglama bilan aniglanadigan
(y =—C/B) to‘g‘ri chiziq OX o‘giga parallel.

3.B=0; A»0; C=0. Ax+C=0 tenglama bilan aniglanadi-
gan (x = —C/A) to‘g'ri chiziq OY o'qiga parallel.

4.8 = C = 0; A # 0; Ax = ¢ yoki x =0 tenglama bilan
aniglanadigan to‘g‘ri chiziq OY o‘qi bilan ustma-ust tushadi.

5A=C=0: B=0 By=0 yoki y=0 tenglama bilan anigla-
nadigan to‘g‘ri chizig OX ofqi bilan ustma-ust tushadi.

2. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsientli tenglamasi.. . . .

Agar umumiy tenglamada B =0 bo‘lsa, uni y ga nisbatan
vechib y=kx+b (2) tenglamani hosil gilamiz {(bu verda k=—A4/8,
b=—C/B). Uni fo'e'ri chizigning burchak koeffisientli tenglamasi
deb atashadi, bu yerda k = tgu, o —to'g'ri chizig bilan OX o'qgining
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. musbat vo‘nalishi orasidagi burchak. Tenglamaning ozod hadi B
to‘g’ri chizigning OY ofqi bilan kesishgan nuqtasi.
3. To‘g'ri chizigning kesmalarga nisbatan tenglamasi.
Agar to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasida C = 0 bo‘lsa,
tenglamani —C ga bo‘lib,
: e X y et
e a+b 1 TN (3
tenglikga ega bo‘lamiz (bu yerda a=— C/A4, b=—C/B). Uni ro'g%i
chizigning kesmalarga nisbatan tenglamasi deb atashadi; bunda A
— to‘g’ri chizigni OX of‘qi, B — esa OY o‘qi bilan kesishish
nuqgtasi. Shuning uchun, a va # to‘g'ri chizigning o‘qlardagi kes-
malari deyiladi.
4. To‘gri chiziqning mormal tenglamasi.
Agar togrl chizig umumiy tenglamasining ikki tomonini

Seiib o IE TR :..-'f o

p=1/%- A% +B? songa ko‘paytirsak (u—normallashtiruvchi
ko‘pavtuvchi, ildiz oldidagi !shoram shunday tanlaymizki

pC < 0bo'lsin), oy W

ey we ERY

o xcosg+ ysinp— p 0 i (4) i
ga ega bo‘lamiz. Bu tenglikka fo'g % chizigning normal feng!amasx
deyiladi. Bu verda P koordinatalar boshidan to‘g‘ri chizigqa tu-
shirilgan perpendikularning vzunligi, ¢ — perpendikular bilan
OX o‘qining musbat yo‘nalishi orasidagi burchak.

63. Ordinata o‘qidan =—3 kesma ajratuvchi va abssissa o°gining
musbat yo‘nalishi bilan « =7n/6 burchak tashkﬂ etuvchl chlzlq
tenglamasini tuzing.

Yechish:

Burchak koeffitsientini topamiz:

=tg(n/6)=1/43

Burchak koeffitsientli tenglamadan foydalanib, Y = (U \/_ 3)x-3
g4 ega bo‘lamiz. Soddalashtlrishlardan S0 ng x— \/_ Jf 3\/_ 0 ga
ega bo‘lamiz. S IREA

64. Koordinata o qlarldan a= 2/5 b=—1/10 kesmalar ajratuv-
chi to‘g’ri chiziq tenglamasini tuzing.

T oatbranspdr. ,?r*;rus’ffa‘fv
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Yechish: (3) tenglamadan
AN
2/5 (-1/10)
lenglamani (5/2)x — 10y=1 yoki
5x — 20y — 2 = 0 ko‘rinishga kel-
tirish mumkin.

65. To‘g'ri chizigning 12x—5y— ;
65=0 umumiy tenglamasi berilgan. . .~ =%

1) burchak koeffitsientli; e '

2) kesmalarga nisbatan;

3) normal tenglamalarini yozing.

Yechish: THE R S AR

1) Tenglamani y ga nisbatan yechlb burchak koef’fitswnth y
= (12/5)x — 13 tenglamani hosil gilamiz, bu yerda k=12/
5, b=—13.

2) Umumiy tenglamaning ozod hadini o‘ng tomonga o‘tkazib,
ikki tomonni 65 ga bo‘lamiz va (12/65)x—(5/65)y = 1 ni hosil

X

Y — =1ko‘rinishda voz-
65/12 ( 65/5)

ni topamiz. Bu

gilamiz. Oxirgi tenglamani
ish mumkin, bu yerda

a =653/12, b = — 65/5 = —13. -

3) Normallashtiruvchi koeflitsient u 1/:12% +(-5)* =1/13
ni topamiz. Tenglamaning ikki tomonini p ga ko‘paytirib, (12/
13) x—(5/13)y—5=0 normal tenglamani hosil gilamiz, bu yerda

cosp=12/13,sinp =-5/13,p=35

66. 1) x—2y+5=0; 2y 2x+3y=0; Hox—2=0; ) Zy+7=0
to‘g‘ri chiziglarni ChlZlI‘lg R M S
" Yechish: ' ) I

1) Tcnglamada = 0 dcsak y = 5/2 ni topamlz Demak, to‘g
chizig ordinata o‘qini B (0; 5/2) nuqtada kesadi; y = 0 deb x = —5
ni topamiz, ya'ni to‘g‘ri chiziq abssissa o‘qini 4(—3; 0) nuqtada kesadi.
To‘g'ri chizigni 4 va B nuqtalardan o‘tkazish kerak (7-chizma).

2) 2x+3y=0 to‘g‘ri chizigq koordinatalar boshidan o‘tadi,
chunki uning tenglamasida ozod had gatnashmaydi. Tenglamada
x=3 desak, 6 + 3y =0, yoki y = —2 bo‘ladi. Demak, M(3; —2)
nugtani hosil gilamiz. Koordinatalar boshi va M nuqtadap to‘g'ri
chizig o‘tkazish goladi.

LY ST T A 18
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3) Tenglamani x ga nisbatan ycchib, x = 2/5 ni hosil gilamiz.
Bu to‘g‘ri chiziq ordinata o‘qiga parallel va abssissa o‘gidan 2/5 ga
teng kesma ajratadi.

4) Yugoridagiga o‘xshash y=—7/2 ni hosil gilamiz, to‘g‘ri
chiziq absissa o‘qiga parallel.

67. To‘g'ri chiziq tenglamasi (x+2-\/§)/4+(y—2\/§)/2=0
bo‘lsin. Bu to‘g‘ri chizigning 1) umumiy; 2) burchak koeffitsientli;
3) kesmalarga nisbatan; 4) normal teglamalarni yozing.

68. 2x + 2y — 5 = 0 tenglama abssissa o‘gining musbat yo‘nalishi
bilan gqanday burchak hosil giladi.

69, 4x + 3y — 36 = 0 to‘g‘ri chiziq bilan koordinata o‘qlaridan
hosil bo‘lgan uchburchak vuzasini hisoblang.

70. 20x + 21y = 0 ni kesmalarga nisbatan yozish mumkinmi?

7. D4x =5y +15=0; 2x—y=0;, 3)7x —10=0;
4) 2y + 3 = 0 to‘g‘ri chiziglarni chizing.

72. Ordinata o‘qi bilan b =1 va abssissa 0‘gining musbat yo‘nalishi
bilan & = 27n/3 burchak hosil giluvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini
tuzing,

73. To‘g‘ri chiziq koordinatalaridan teng musbat kesmalar
ajratadi. Agar to‘g‘ri chiziq va koordinata o‘glari bilan hosil bo‘lgan
uchburchak yuzasi 8 kv. birlikka teng bo‘lsa, to‘g‘ri chizig teng-
lamasini tuzing.

74. Koordinatalar boshidan va A(—2; —3) nuqtadan o‘tuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasi tuzilsin.

75. A(2; 5) nugtadan o‘tuvchi va ordinata o‘gidan b = 7 kesma
ajratuychi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

76. M(—3; —4) nuqgtadan o‘tib, koordinata o‘qlariga parallel
to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

77. Agar to‘g‘ri chizigning koordinata o‘qlari orasidagi kes-
masining uzunligi 5/ ﬁ ga teng bo‘lsa, koordinata o‘qlaridan bir
xil kesmalar ajratuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi tuzilsin.

5. To‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchak. Ikki nugqtadan o‘tuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasi.

y=kx-+b , y=kx+b, to‘g'ri chiziglar orasidagi burchak
kz _kl

g =
S T

(1)

formula bilan aniglanadi.
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k = k, — ikki chizigning paralellik sharti. k =—1/ k, — ikki
to'g'ri chizigning perpendikulyarlik sharti. k burchak koeffisientli va
M(x,, y,) nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi quyidagi
y=y,=k (x—x) (2) ko‘rinishda yoziladi.

M (x,; ») va M,(x,; »,) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigq
tenyiamasi

Y—h _X7%

3
Vo= XX 3)
va to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsienti
Y= h
k=——
@

formuladan topiladi.
Agar x, =x, bo‘lsa, M, M, nuqtalardan o‘tuvchi to‘gri chiz-
iq tenglamasi x=x,, y, =y, bo‘lsa y=y, bo‘ladi.

6. To‘g‘ri chiziglarning kesishuvi. Nuqtadan to‘g‘ri chiziqgacha
masofa. To‘g‘ri chiziglar dastasi.

Agar A/A=B/B, bolsa, Ax+By+C=0 va Ax + By+C(C=0
to‘g‘ri chiziglarning kesishgan nuqtasi ularning tenglamalari birga
echib topiladi.

M(x,, y,) nuqtadan Ax+ By + C = 0 to'g‘ri chiziggacha masofa
guyidagicha topiladi:

de [Ax0 +Byoj-_CJ
Jaeg (0

Ax+By+C=0va Ax + By + C= 0 to'g'ri chiziglar orasidagi

burchak bissektrisasining tenglamasi
Ax+By+C, + Ax+By+C, -0

Ja4+B 4+ B (2)

bo‘ladi. Agar Ax+ By + C, =0 va Ax + By + C,=0 to'g'ri
chiziglar kesishsa, u holda Ax+By+ C +L(Ax + B,y +C)=0 (3)
tenglama (A—sonli ko‘paytuvchi) to‘g‘ri chiziglarning kesishgan
nugtasidan o‘tadigan to‘g‘ri chizigni aniglaydi. (3) da A ga har xil
giymatlar berib, markaz deb ataluvchi kesishgan nuqgtadan o‘tuvchi
to‘g‘ri chiziglar dastasiga tegishli har xil to‘g‘ri chiziglarni hosil
gilamiz.
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78. y=—3x+7 va y =2x + 1 to‘g‘ri chiziglar orasidagi o‘tkir
burchakni aniglang.
Yechish: k=—3, k,=2 deb 5-banddagi (1) dan topamiz:

k,

1
1+kk,

79. 4x —6y +7=0 va 20x —30y — 11 =0 to‘g‘ri chiziglarning
parallelligini ko‘rsating.

Yechish: Har bir tenglamani burchak koeffitsientli ko‘rinishga
keltiramiz:

y=@Q/3)x+7/6 va y=(2/3)x—11/30. Bu to‘g‘ri chiziglarning bur-
chak koeffisientlari k, =k, =2/3ga teng, ya’ni to‘g‘ri chiziglar
parallel.

80. 3x—5y+7=0 va 10x+6y—3=0 to‘g‘ri chiziglarning per-
pendikularligini ko‘rsating.

Yechish: Tenglamalarni burchak koeffitsientli ko‘rinishga kelti-
ramiz:
y=@G/5x+7/5 va y=(—5/3)x+1/2, bu yerda k,=3/5, k,=—5/3,
= - 1/k, bo‘lgani uchun to‘g‘ri chiziglar perpendikular.
81. M(—1; 3) va N(2; 5) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasini tuzing.

Yechish: 5-chi banddagi (3) formuladan x,=2, y,=35, x,=—1,
y, =3 deb olamiz:

tg(l’zl , ya'ni (ng.

y=3 x+1 oy=3 x+l
== yoki —T/—=

5.3 2+1 2 3

Shunday qilib, izlangan tenglama 2x — 3y + 11 =0 bo‘ladi.

Tenglamaning to‘g‘ri topilganini tekshirib ko‘rish mumkin.
Buning uchun M va N nuqtalarning koordinatalari bu tenglamani
ganoatlantirishini ko‘rsatish kerak. Hagigatan ham:

2(—1)—33+11=0, 2-2—-3-5+11=0.

82. A(—2; 4) va B(—2; —1) nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasini tuzing.

Yechish: x,= x,= —2 bo‘lgani uchun to‘g‘ri chiziq tenglamasi
x = —2 bo‘ladi. (Ordinata o‘qiga parallel).

83. 3x—2y+1=0 va 2x+5y—12=0 to‘g‘ri chiziglarning kesish-
ishini ko‘rsating va kesishgan nugqtani toping.
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Yechish: 3/2 #(—2)/5 bo‘lgani uchun to‘g‘ri chiziglar ke-
sishishadi.
3x-2y+1=0
2x+5y-12=0

sistemasini yechib quyidagilarni topamiz: x =1, y =2, ya’'ni
to*g‘ri chiziglar (1; 2) nuqgtada kesishishadi.

84. To'g'ri chiziq tenglamasidan foydalanmasdan M(x,; y,) nug-
tadan Ax + By + C=0 to‘g‘ri chiziggacha masofani toping.

Yechish: Masala M(x,; y,) nuqtadan berilgan to‘g‘ri chiziqqa
tushirilgan perpendikular asosi, N gacha bo‘lgan masofani topish-
ga keltiriladi. MN to‘gri chiziq tenglamasini tuzamiz. Berilgan to‘g'ri
chiziq burchak koeffitsienti —A4/B bo‘lgani uchun MN to‘g‘ri
chizigning burchak koeffitsienti B/4 bo‘ladi (perpendikularlik
shartidan) va MN to‘g’ri chiziq, tenglamasi y —y,= (8/4)(x —x,)
bo‘ladi. U bunday (x —x,)/A= (y —y,)/B ko‘rinishda yoziladi.

Ax + By + C=0, (x—x))/A=(Q@—y)/B

tenglamalar sistemasini yozib, N nuqtaning koordinatalarini
fopamiz.

Yordamchi noma’lum t ni kiritamiz: (x —x))/A=( —y)/B=t.
U holda x =x,+ Af, y =y, + Br bo‘ladi. Bu ifodani berilgan to‘g‘ri
chiziq tenglamasiga qo‘yib topamiz: A(x, + A9 + B(y, + By + C=0.
Bundan = —(Ax,+ By, + O)/(A,+ B,). t ni x=x,+ At, y=y,+ Bt
larga go‘yib, N ning koordinatalarini topamiz:
Axon:Byo;Lc. yzyo_BAxotByO:C

A +B A +B
Endi M va N nugtalar orasidagi masofani topamiz:

d=(x=x) +(y- ) =
=J(A Ax()+B)"o+C)Z+[ Axo+Byo+(—) _IAxo'*'B}o""(l

A+ B A+ B JA2+ B
85. M(1; 2) nugtadan 20x —21y —58 =0 to‘g‘ri chizigqacha

masofani aniglang.
Yechish:

=x,—4

g [20-1-21-2-58 [20-42-58] _ |80|
V400 + 44 29 29 29'
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86. ¢ to'g'ri chizig berilgan: 4x—3y—7=0. A(5/2; 1), B(3; 2)

C(1; —1), D(0; —2), E(4; 3), F(5; 2) nuqtalardan qaysi bir
£ to*g‘ri chizigda votadi.

Yechish: Agar nugta to‘g'ri chizigda yotsa, u holda uning koor-
dinatalari to‘g‘ri chizig tenglamasini qanoatlantiradi. e
Ae€f, chunki = 4(5/2)-3-1-7=0; ... ;
Be!, chunki 4-3~3.2-7z0; ¥
Ced, chunki  4:1-3(-1)—-7=0;, = -
Det, chunki 4-0-3(-2)-7=0,
. Eg¢f, chunki 4:4-3.3-7=0; 7
o5, Fed, chunki  4.5-3.2-7z0. ., . 0 T

87. M(—2; —5) nuqtadan o‘tib, 3x +4(5/2)-3. 1 7 04y+2—*-(
to‘g'ri chiziqqa parallel to‘gri chizig tenglamasi tuzilsin.

Yechish: To‘g'ri chizig tenglamasini y ga nisbatan yechamiz:
y=—(3/4)x — 1/2. Demak, izlangan to‘g‘ri chizig berilgan to‘g‘r
chizigqa parallel ba‘lgani uchun uning burchak koeffitsienti —3/4 ga
teng. 5-chi banddagi (2) tenglamadan foydalanib topamiz:

y— (=5 =(—3/8x—(—2)], yva’ni 3x + 4y + 26 = 0.

.. 88. A(2; 2), B(—2; —8) va C(—6; —2) nugqtalar uchburchak-
ning uchlari bo‘lsin. Uchburchak medianalari tenglamasini tuzing.

Yechish: BC, AC va AB tomonlar o‘rtalarining koordinata-
larini topamiz:

IR

X =(-2-6)/2=—4, y =(~8-2)/2 =5, 4 (~4~5);
X =(2-6)/2=-2, y"=(2~2)f2=0; B.(-2;0);
=Q2-2/2=0, y =(2-8)/2==3; C,(0;-3). .

Medlanalarm ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig tengla-
ma31dar1 foydalanib topamiz. A4, mediananing tenglamasi
=2/ -5-2)=(x—2)/(—4—2), yoki
e (¥ = 27T = {x ~2)/6 ya'ni 7x ~ 6y — 2= 0. B(—2; —8) va B (=2 0)
nugtalarning abssissalari bir xil, BB, mediana ordinata o‘qiga parallel
bo‘lgani uchun uning tenglamasi x +2 =0 bo‘ladi. S5, mediana
tenglamasi
(y+2)/(—3+2)=(x+6)/(0+ 6) yoki x + 6y + 18.
i-i.. 89. Uchburchakning uchlari berilgan: A(0; 1), B(6; 5) va

2
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C(12; —1). C uchidan tushirilgan uchburchak balandligini teng-
lamasi topilsin.

Yechish: 5-chi banddagi (4) formuladan foydalanib, 4B tomon-
ning burchak koeffitsientini topamiz; k=5 — 1)/(6 — 0) = 4/6 = 2/3.
Perpendikularlik shartiga ko‘ra, C uchidan tushirilgan burchak koef-
fitsienti —3/2. Bu balandlikning tenglamasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

yt+1=(-=3/2)(x—12), yoki 3x +2y — 34 =0.

90. Uchburchak tomonlari berilgan: x + 3y — 7 =0 (4B),
4x —y —2 =0 (BO), 6x + 8y —35=0 (4C). Uchburchakning
B uchidan tushurilgan balandlik uzunligini toping.

Yechish:

B nugta koordinatalarini aniglaymiz: x + 3y =7 = 0 va
4x —y — 2 = 0 tenglamalar sistemasini yechib x =1, y = 2,
ya’ni B(1;2) nugtani aniqlaymiz. BB, balandlik uzunligini B
nuqgtadan AC to‘g‘ri ch121qqacha bo lgan masofam hlsoblab
topamiz; S SR R e B T
S By |6 148-2- 35| 13 s

u 1}‘1” w'; S \/6 + 82 ’ SR et

91. 3x+y-— 3xf_0-0va6x+2y+5x/_ 0 of‘zaro parallel
to‘g’ri chiziglar orasidagi masofani aniqlang.

Yechish:

Masala bir to°g*ri chizigning ixtiyorly nuqtasidan ikkinchi to‘g'ri
chizigqacha bo‘lgan masofani topishga keltiriladi. Birinchi to*g"ri
chizigda x =0 deb olsak, y =310 bo‘ladi. Shunday qilib

M0, 3\/5 ) — birinchi to‘g‘ri chiziqqa tegishli nuqta bo‘ladi.
M nugtadan ikkinchi to‘g‘ri chiziggacha bo‘igan masofani topamiz:

|6 0+2- 3J10+5J10\ 11510

- J36+4 T 2./10 .

92 x + y—5+0va7x-y—19 =10 to’gri chiziglar oraSIdagl
burchaklar bissektrisalarining tenglamalarini yozing {(8-chizma).

Yechish:

- Oldin bu masalani vmumiy ko‘rinishda yechamiz. Ikki to‘g‘ri
chiziq orasidagi bissektrisa bu to‘g‘ri chiziglardan teng uzoqlikda
yotuvchi nugtalar geometrik o‘rnidir. Agar beriigan to‘g‘ri chizig-
lar tenglamalari Ax + By + C,=0va 4x + By + C,=0
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bo‘lsa (4,/4, # B,/B,, ya™ni to‘g‘ti chiziglar parallel emaslar), u
‘holda birorta bissekirisaga tegishli ixtiyoriy M(x,; y;) nugta uchun
nugtadan to‘gri chiziggacha bof lgan masofa formulamdan foy-
dalanib quyidagi tenglikni olamiz: " “jffdsis oy 82T

l4x,+ By, +C|| [4xU+Bsz+C [

Ges, B o JEEB S

M(xn, ¥,) nugta ixtiyoriy bo lcram uchun uni M(x; y) bilan
belgilash mumkin. Absolut giymat ostidagi ifodaning ishorasi har
xil ishoraga ega bo‘lishi mumkinligini hisobga olgan holda bissek-
trisalarning tenglamalaridan biri uchun:

L A Bl}’+C _AR+By+C, T e
Ca \/ \&2 +BZ : .
ikkinchisi uchun: ogmuiod o fnssne o
Ax+B]y+C Ax+BEy+C
\/ +B] \/AZ+B2 .
bo‘ladi. Shunday qilib, 1kkala blssektnsa
e uchun quyidagi tenglamani yoza olamiz:
. AxeBy+C Ax+By+C,
. fAlz +B]’_>, fAzz +.B?_2
#2 Endi aniq masalani yechamiz. A,
B, C, A, B, C, larni berilgan to‘g'ri

[ ) chmq tenclamasndagl ularning giymat-
lari bilan almashtirib, topamiz:

=0.

e B x+y—5i_ 7x-y-19 -0, ya ni
‘\f-l-] \/49+1 IRAE PSP R
SHx+y-DN+{Tx—-y-19=0.
B1ssekmsalardan birtning tenglamasi 3(x +y — 5) + (7x —y —
— 19) = 0, ya’ni 3x +y — 11 = 0 ikkinchisiniki S(x +ty—35 -~
—(/x=—y—19)=0, va’ni x — 3y +3=10.. - .-'.;,---fu
93. A(1; 1), B(10; 13, C(13; 6) lar uchburchak uchlarining
koordinatalari. 4 burchak blsscktr]sasmmg tenglamasini tuzing.
Yechish:

Bissektrisa tcnglamasmr tnzishda ( yuqoridagi misolning yechi-

8 ch:zma
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lishida) boshqacha usulni ishlatamiz. D nuqta bissektrisaning BC
{omon bilan kesishgan nugtasi bo‘lsin. Uchburchak ichki burchak

hissektrisasi xossasiga asosan |BD)|: |DC] = |AB | :|AC| bo‘ladi. Lekm
|4B]= JA0-1)* + (13 ~1)? =15, |
|AC| =13 -1)* + (61 =13. Demak, A=|BD|:|DC|=15/13.

BC kesmani D nuqta qanday nisbatda bo‘lishi ma’lum bo‘lgam
uchun I} nugtaning koordinatalari quyidagi

104050313 13+(15/13)6
T+15/13 7 1+15/13

formulalar orqah topiladi yoki x =325/28, y = 259/28 ya ni
D(325/28, 259/28). Masala ikki A va D nuqgtalardan o‘tuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzishga keltiriladi:

RN §Y -1 _ x—1 _ P P ‘g‘ . N

3307281 325/28-1" vani Tx — 9y +2=0, s

94, ABC uchburchak balandliklarining tenglamalari berilgan:

x+ty—2=0 9% —3y—4=0va A2; 2). Uchburchak tomon-
larining tenglamasi tuzilsin.

Yechish: Nuqta balandliklarining birortasida yotmasligiga ishonish
mumkin; uning koordinatalari balandlik tenglamalarini ganoatlantirmay-
di. & — 3y —4 =0 BB, balandlikning x -ty—2=0 CC, balandlikning
tenglamalari bo‘lsin. AC tomonning tenglamasini tuzishda uning A
nugtadan o'tishini va BB, balandlikka perpendikulyadigini hisobga olamiz.
BB, balandlikning burchak koeffitsienti 3 ga teng bo‘lgani uchun AC
tomonning burchak koefiisienti —1/3 bo‘ladi, ya’ni k, = —~1/3. Be-
rifgan nugtadan oftuvchi va burchak koeflitsienti & = —1/3 bo‘lgan
to'g'ri chizig tenglamasidan foydalanib, AC tomon tenglamasini hosil
gilamiz: y —2= (=~ 1/3)(x —2) yoki x +3y ~8=10

" Yugqoridagi kabi A =-1 k;3 =1va 4B tomon tenglamasi
y—2=x—2, ya'ni y =x bo‘ladi. 4B va BB, AC va CC to'g'ri
chiziglar tenglamasini birga echib, uchburchak uchlarining koor-
dinatalarini topamiz: 8(2/3; 2/3) va C(—1; 3). BC tomon tenglama-
sini tuzish goladi. y=2/3 _ x-213 , yamni 7x+35p—8=0.

T 3=-2/3 —1-2/3 .
smerteoabedinlede S IR IS
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Bundan | L

95. M(5; 1) nugtadan o‘tib, 2x+y—4=0 to‘g‘ri chiziq bilan

/4 burchak tashkil e.tuvchj to‘g ri chiziglar tenglamasini tuzing
(9-chizma}. ool

Yechish: Rt

lzlangan to‘g‘ti chiziglardan birining burchak koeffitsienti &
bo‘lsin. Berilgan to‘g‘ti chiziq burchak koeffisienti —2 ga teng. Bu

to‘gri chiziglar orasidagi burchak w/4 ga teng bo‘lgani uchun:

k42
1-2k

| "tg(ﬂ/4)=llk 2 , ya'ni 1=

k42 k+2 L
=1 va —1 WL AL
1-2% 1-2%

Bu tenglamalarni yechib, k= —1/3 va k= 3 larni topamiz.
Shunday qilib, izlangan to‘g‘ri chiziq tenglamalaridan biri
y—1=(—1/3x —5), va’ni x + 3y — 8 =0 ikkinchisiniki
y—1=3(x—35), ya’ni 3x —y—14=0.

96. 2x +3y+5+1 (x+8y+6)=0 dastaga kmb M(l
nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigni toping. o

 Yechish:

* M nuqtaning koordinatalari izlangan to‘g‘ri chizig tenglama-
sini ganoatlantiradi, shuning uchun A4 ni quyidagicha topamiz:

2 1+3-1+5+A(1+8-1+6)= 0, yoki 10 + 154 =0, ya'ni

A=—2/3 A ning giymatini dasta tenglamasiga qo‘yib, izlangan
to'g'rl chiziq tenglamasini hosil qilamiz: 2x + 3y +5— (2/3){x + 8y +
+ 6) =0, ya'ni .
el e ey T AT p+3=0,

97 3x—~4y+7=0 va 5x+2y+3=0 to‘g'ti chiziglarning kesishgan
nugtasidan ¢‘tib, ordinata o‘qiga parallel to*g‘ri c¢hizigni toping.

Yechish: . .

To‘g'ri chizig quyidagi dastaga tegishli: Hoab e Doy
3x—4y+7+A(Sx+2p+3)=0, ya’ni (3+5)x+H(—4+20)p+(7+31)=0.
Izlangan to‘gri chiziq ordinata o‘qiga parallel bo‘lgani uchun
y oldidagi koeffitsient nolga teng bo‘ladi: —4-+24=0, ya’ni 4=2 ni
dasta tenglamasiga qo‘yib topamiz: x+4=0

98. Uchburchak tomonlarining tenglamalari berilgan:

KL

www.ziyouz.com kutubxonasi



x+2y+5=0 (AB), 3xt+ty+1=0 (BC),
x+y+7=0 (AC). AC tomonga tushurilgan
halandlik tenglamasxm tuzmg

Yechish: 1 gl S

Balandlik dastaga teglshh bo‘lgam '
uchun x+2y+5+1(3x+y+1)=0, ya’ni
(1+30)x+(2+)y+(5+2)=0 Dastaning
burchak koeffitsienti —(1+34)/(2+12); AC
ning burchak koeffitsienti —1 ga teng
bo‘lgani uchun izlangan balandlikning
burchak koeffisienti 1 ga teng va 4 ni
topish uchun —(1+32)/(2+1)=1 ga ega bo‘lamiz. Bundan
I+34+2+2=0, ya’ni 4 = —3/4 ning topxlgan giymatini dasta
tenglamasiga qo‘yib topamiz:

[1 ~%] i (2 B %]y * (5 - i] = 0, | Yé'ﬂi Sx;-Sy—l 7=0- | r

99. ABC usburchakning uchlari berilgan: A(0; 2) B(’? 3)

9-chizma

; ; i‘. g

C(1, 6). BAC o burchakni aniglang.

100. Uchburchak tomonlarining tenglamasi berilgan: x+y—6=0,
3x—=3y+14=0 va 5x—3y—14=0. Uning balandliklari tenglamasini
toping.

101, 3x+4y—20=0 va 8x+6y—5=0 to‘g‘ri chiziglar orasidagi
burchaklar bissektrisalarining tenglamasini tuzing.

162, Uchburchak uchlarining koordinatalari berilgan: A4(0; 0),
B(—1; —3), C(—5; —1). Uchburchak uchlaridan o‘tib va uning
tomonlariga parallel bo‘lgan to‘g'ri chizig tenglamasini tuzing.

103. M(2; 7) nugtadan o‘tib va AB (A(—1; 7), B(8;—2))
to‘g‘ri chizig‘i bilan 45" 1i burchak hosﬂ qﬂuvchl to‘g ri chiziglar
tenglamasini tuzing. -

104, M(Z; —1) nugtadan koordinat o‘glaridan ¢ =8, b=6
kesmalar ajratuvchi to‘g’ri chiziggacha masofani aniglang.

105. Uchlari A(3/2; 1), B(1; 5/3), C(3; 3) nuqtalarda bo‘lgan
uchburchakning C uchidan tushurilgan balandlikning uzunligini
hisoblang.

106. M ning qanday givmatida 7x—2y—5=0, x+7y—8=0 va
mx+my—8=0 to‘g‘ri chiziglar bir nugtada kesishadi.

31

www.ziyouz.com kutubxonasi



107. Uchburchak tomonlari o‘rtalarining koordinatalari be-
rilgan: 4 (—1;-1), B,(1; 9}, C,(9; 1). Uchburchakning tomoniari
o‘rtasiga o‘tkazilgan perpendikular tenglamasini tuzing.

108. A(2; ’j) va B(3;2«f§) nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chi-

zigning ordinata o‘qi bilan tashkil qiigan o‘tkir burchagini toping.

109. 4(1; 2) va C(3; 6) nuqtalar kvadratning garama-garshi
uchlarining koordinatalari. Kvadratning golgan uchlari koordina-
talari topilsin.

110. Absissa o‘gida 8x-+15y+10=0 to* g r1 chlzlqdan bir bll'llk
masofada turgan nugtani toping. .- s, @ TieeFee o d

111. Uchburchak uchlarining koordmatalarl berllgan A(l 1),
B(4;, 5} va C(13; —4). B uchidan o‘tkazilgan medjana va C
uchidan tushirilgan balandhk tcnglamasml tuzing. Uchburchak
yuzasini hisoblang. - <on™  F v pwnds ww Wom s Tares tun g

112, 2x+3p+6+A(x— 5y—6) =0 dast'wa teglshll va dastanmg
15081y to'g‘ri chiziglariga perpendikular to‘g‘ri chiziglarni toping
‘bu yerda 2x+3y+6 =0, x—3 y—6 0 a3031y to‘g ri chizlqlar hisobla-
1adi). R

113. x+6y+5_0 3x—2y+l 0 to‘grl chIZIqlammg kesishgan
wgqtasidan va M(—4/5; 1) nuqtadan o‘tuvchi to‘g'ri chizig teng-
‘amasimi tuzing.

s 1140 x+2p+3=0, 2x+3p+4=0 to‘g‘ri chiziglarning kesishgan
nugqtasidan o‘tadigan va 5x+8y=0 to‘g‘ri chizigga parallel to‘gri
thiziq tenglamasini tuzing.

115, 3x—y—1=0, x+3y+1=0 to‘g‘ri chiziglarning kesishgan
muqtasidan o‘tuvchi va abssissa o qlga parallel to g‘ri chiziq teng—
hmasini toping.

116. 5x+3y+10=0, x+y—15= 0 tog ol chlzquammg kes1shgan
wugtasidan va koordinat boshidan o‘tuvchi to‘g'ri chizig tengla-
nasgini tuzing.

117. x+2y+1=0, 2x+y+2=0 to‘g‘ri chiziglarning kesishgan
rugtasidan o‘tuvchi, abssissa 0°qi bilan 135° burchak tashkil etuv-
¢hi to‘g'ri chiziq tenglamasi tuzilsin.

"7 118. M(a; b) nugtadan otib, x+y+c=0 to‘g‘rti chiziq bilan
45" burchak tashkil etuvchi to’gri chiziglar tenglamasi tuzilsin.

119, Uchburchakning tomonlari berilgan: x = 0(AB),
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x+y—2=0(BC), y =0 {AC). B uchidan tushirilgan mediana va
A vchidan o*tuvchi balandlik tenglamasini tuzing.

120. Tomonlar x+p3+1=0, xJ3+p+1=0vax—y—10=0
bo‘lgan uchburchak teng yonli ekanligini isbotlang. Uning bur-
chagini toping.

121. Parallelogrammning uchlari ketma-ket berilgan: A(C; 0),
B(1; 3), C(7; 1). Uning diagonallari orasidagi burchakni toping va
parallelogrammning to‘g‘ti turtburchak ekanligini isbotlang.

122. Uchburchak tomonlarining tenglamasi berilgan:
x—y+2=0AB ), x =2(BC), x +y — 2 = 0(AC). B nuqgtadan
va AC tomoni 1:3 nisbatda bo* luvch1 nuqtad'm 0 tuvchl to‘g‘ri
chizig tenglamasini tuzing. dyde

123. Uchlari A(; 1), B(2; 1743), ), C‘(3 1) bo‘lgan uchburchak
teng tomonli ekanligini isbotlang va uning yuzasini hisoblang.

124, Tomonlari koeffitsientlari butun son bo‘lgan tenglama-
lar bilan berilgan uchburchak teng tomonli bo‘lishi mumkin emas-
ligini isbotlang.

125. Uchburchakning uchi A(3; 9) va mediana tenglamalari
y—6=0 va 3x —4y +9 =0 bo‘lsin. Qclgan uchlarmmg koord1~
natalarini toping. R

126. Agar uchburchakning katetlari koordinata o qlanda joy-
lashgan va yuzasi 12 kv. birlikka teng bo‘lsa, M(2; 3) nuqgtadan
o‘tuvchi to‘g‘ri burchakli uchburchak gipotenuzasining tengla—
masini yozing.

127. Agar kvadratning tomoni oxirlari koordinata o‘glarida
yotgan to‘g‘ri chizig kesmasidan iborat bo‘lsa, uning qolgan
uchta tomonining tenglamasini tuzing.

R AR TS TR

3-§. IKKINCHI TARTIBL1 EGRI CHIZIQLAR

1. Aylana. "ol e o] i R sl
Aylana deb teklshkdagl shunday nuqtalarmng to‘plamiga ayti-
ladiki, bu nugtalarning har biridan shu tekislikning markaz deb
ataluvchi nugtasigacha bo‘lgan masofa o‘zgarmas miqgdordir, Agar
bu o‘zgarmas miqdor r —aylananing radiusi, ({a; 5)—uning
markazi bo‘lsa, aylananing tenglamasi o
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woms st g g —pr=rr ()
ko‘rinishda bo‘ladi. Aylana markazi koordinata boshi bilan ustma-
ust tushsa, aylana tenglamasi x?+y?=r? bo‘ladi. Agar (1) tengla-
mada qavslamni ochsak: .
Xy +rix+my+n=0 . - )
bu yerda £=—-2a, m=-2b, n= @+ b -7
B Agar 2 +m’—4dn>0 bo‘lsa, (2) tenglama aylanani ifoda-
laydi. Agar #? + m” ~4n = 0 bo‘lsa, tenglama (—£/2;— m/2) nug-
tani aniglaydi, agar ¢ + m? — 4n < 0 bo‘lsa, u geometrik ma’noga
ega emas. Bu holda tenglama mavhum aylanani aniqlaydi. Aylana
tenglamasida x?, y* oldidagi koeffitsientlar teng bo‘lib, xy li had
gatnashmaydi. Agar x; + ] =’ bo‘lsa, M{(x,; y,) nuqta aylanada
yotadi x +y[2 > bo‘lsa, M nuqgta aylanadan tashqarida,
x, + }’1 <r? bo‘lsa, M nugta aylana ichida yotadi. P

128, 2x2 + 2y* — 8x + 5y —4 =0 aylananing radiusi va marka—
zining koorclmatalanm toping. _

YEC;HS;! T LT M S coed £ ’r'a e [

Tenglamani 2 ga qlsqal'tlrlb va hadlarini gumhlab
x:—4x + )2+ (5/2)y =2 tenglamani yozamiz. x2 —4x va y?+ (5/2)y
ni to‘la kvadratga to‘ldirib, birinchisiga 4 ni, ikkinchisiga (5/4)° ni,
o‘ng tomoniga y? va (5/4) ni qo‘shamiz:

5 25 25
Pz (P Aoy + ) =244+ 22
o & xR o+ ) T
l . - e l
- '“‘“”“*'(x_2f4<y+5xmzz%§u

Shunday qilib, aylana markazining koordinatalari a = 2,

= —5/4, radtusi r=11/4.

129. Tomonlari 9x—2y—41=0, 7x+4y+7=0, x—3y+1=0 teng-
lamalar bilan berilgan uchburchakka tashqi chizilgan aylana teng-
lamasini tuzing,. : _ . e

Yechish:

Uchburchak uchlarining koordmatalanm topamiz:

O9x-—-2y-41=0, [9x-2y~-41=0, [Tx+4y+7=0, |
Tx+dy+7=0; x=3p+1=0, RS

x-3y+1=0;
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Natijada A(3; — 7), B(5; 2), C(—1; 0) nugtalarga ega bo‘lamiz.
Izlangan aylana tenglamasi (x —a)* + (v — b)) =r? bo'lsin. a, b,.r
noma’lumlarni topish uchun 4, B, C nugtalarning koordinata-
larini izlangan aylana tenglamasiga qo‘yamiz, natijada
B—ap+(—7-6=r’ C—aP+Q2—56t=r* (—1—al+&#=r?
ga ega bo‘lamiz. r? ni yo‘qotib quyidagi tenglamalar sistemasiga
kelamiz

C 3 '“a)z +(-7 _5)2 =(5-a)’ +(2-BY, SR .
A | BeaP+(=T-b) = (=1~a) + 8. R

8a-145=57.

Bundan a=3,1; b=—23. r? ni (—1— a)* + b2 = r? tengla-
madan topamiz, ya’ni r?= 22,1. Shunday gilib, izlangan tenglama
(x —3,1)*+ (¥ +2,3)2= 22,1 bo‘ladi. y

130. Agar aylananing markazi x + y — 3 =0 to‘g‘ri chizigda
yotsa, A(5; 0) va B(1; 4) nuqtalardan o‘tuvchi aylana tenglamas-
ini tuzing. :

< Yechish: nomeoetygen gy T e B o G TS ;wi

AB kesuvchmmg o rtasn bo‘lgan M nuqtam topamiz:
x,=(5+1)/2=3, y,=4+0)/2=2, ya’ni M(3; 2).

Aylananing markazi A8 ning o‘rtasiga o‘tkazilgan perpendiku-
larda yotadi. AB to‘g'ri chizigning tenglamasi (y—0)/(4—0)=(x—5)/
(1-5) ya’ni x+y—5=0 bo‘ladi. Bu to‘g‘ri chizigning burchak
koeffitsienti —1 bo‘lgani uchun perpendikularning burchak koeff-
isienti 1 ga teng, perpendikularning teng]amasi

sddo 0 y—2=x-3, ya'ni x—y—1=0. oy

C aylananing markazi AB to‘gdl chmq bilan kof rsatﬂgan
perpendikular kesishgan nugtadir, uni x+y—5=0, x—y~1=0
tenglamalarni birga yechib topiladi. Demak, x=2, y=1, ya'ni C(2;1).
Aylananing radiusi CA kesmaning uzunligiga tengdir, ya’ni f

r=J(5-22 +(1-0) =10.
Dcmak 1zlangan tenglama
(x—2y+(y—1)=10.
131, x2+37=49 aylananing A(l; 2) nuqtada teng o‘rtasidan
bo‘linadigan vatarning tenglamasi tuzilsin.
35
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shoL T e

- Yechish: T i B T N
_ Aylanamng A(l 2) nuatadan o‘tgan diametr tenglamasini

- tuzamiz. Uning tenglamasi y=2x. Izlangan vatar diametriga

perpendikular va A nugtadan o‘tadi, ya’ni uning tenglamasi:
y—2=(—1/2D{x—1) yoki x+2y—5=0.

132. x—y—3=0 to‘g‘ri chizigqa nisbatan x?+3y*=2x+4y—4
aylanaga simmetrik bo‘lgan ayiana tenglamasini toping. 07t

Yechish:

Berilgan aylana tenglamasini (x—1)*+(y—2)>=1 kanonik holga
keltiramiz; aylananing markazi C(1; 2) va radiusi 1 ga teng. Sim-
metrik aylananing markazi C\(x;; y) ni topamiz, buning uchun C
nugtadan x—y—3=0 to‘g‘ri ChlZqua perpendikular to‘g‘ri chizig
o‘tkazamiz. Uning tenglamasi y—2=k(x—1), bu yerda £ =—1/1=—1
bundan y—2=—x+1 yoki x+py—3=0. x—y—3=0 va
x+y—3=0 tenglamalami birga vechib x =3, y =0 topamiz,
ya’ni C(l; 2) nugtaning berilgan to‘g‘ri chiziqqa proeksiyasi
P(3; 0). Simmetrik nuqtaning koordinatalarini kesmaning o‘rtasini
topish formulalaridan izlaymiz: 3=(1 +x,)/2, 0=(2 +y)2; shun-
day qilib, x, =35, y,=—2. Demak, C (5; —2) simmetrik aylanan-
ing markazi, u aylana (x —3)*+ (y +2)*=1 tenglamaga ega bo‘ladi.

133. x*+y’=4(y+1) aylananing koerdinata boshidan o‘tuvchi
vatarlar o rtalarl to plarmm topmg

Yechish: i aiiits s BAGHE radis

Vatarlar to plammmg tenglamasi y =kx ko‘rinishga ega. Vatar-
larning aylana bilan kesishgan nuqtalarining koordinatalarini %
orgali ifodalaymiz, buning uchun y=kx va x*+)y»—4y —4=0
tenglamalarni birga yechamiz. x*(k2+ 1} —4kx —4 =0 kvadrat teng-
lamani hosil gilamiz. Bu yerda x, + x, = 4&/(1 + k%). Abssissalar
yvig‘indisining yarmi vatar o‘rtasining abssissasini beradi, ya’ni
x=2k/(1+k%), vatar o‘rtasining ordinatasi p=2&?/(1+4?) ga teng.
Oxirgi ikkita tenglik izlangan nuqtalar to‘plamining parametrik
tenglamalaridir. Bu tengliklardan % ni yo‘gotib (buning uchun
x=2k/(1+4?) munosabatda .k=y/x deyish etarli), x?+y*—2y=0 ni
hosil gilamiz. Shunday qilib, izlangan to‘plam aylanadir.

134. 1) x2+y2—8x+6y=0; 2)x2+y + 10x —4y +29 =0,
3 xXX+HyY—4x+idy+54=0 aylanalammg radiusi va markam
koordinatalarini toping.

LEOVIRa s wreoaell e

RELT MREIAENRG AR Al
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135, x* +3*+4x —6y=0 aylananing Oy o‘qi bilan kesishgan
migtasidan o‘tuvchi radiuslar orasidagi burchakni toping.

136. A(1; 2), B(O; —1) va (C(—3; 0) nuqtalardan o‘tuvchi
aylana tenglamasini tuzing.

137. Markazi 2x —y—2=0 to‘g'ri chiziqda yotgan A(7; 7) va
B(—2; 4) nuqtalardan o‘tuvchi aylana tenglamasini tuzing.

138, X2 +y?=16 va (x —5)2 +y*= 9 aylanalar umumiy vatarin-
ing tenglamasini tuzing.

139, (x =3P+ (v +2)*=125 aylananmg x --y + 2=0 to‘g‘ri
chizig bilan kesishgan nuqtalaridan bu aylanaga o‘tkazilgan urin-
ma tenglamasini tuzing.

140, x?+y*=4 aylana berilgan. A(—2; 0) nuqtadan |BM|=|A4B|
masofaga davom ettirilgan AB vatar o‘tkazilgan. M nugtalar

to‘plamini toping. o
R

2. Ellips. ehrf e e e

Ellips deb tcklsllkdagl shunday nuqtalarmng to plamlga ayti-
ladiki, bu nugtalarning har biridan shu tekislikning fokusiar deb
ataluvchi ikki nuqtasigacha bo‘lgan masofalar yig‘indisi o‘zgarmas
migdordir. U 2a bilan belgilanadi, bu o‘zgarmas miqdor fokuslar
orasidagi masofadan katta bo‘ladi.

Agar koordinata o‘glari ellipsga nisbatan 10-chizmada
ko‘rsatilganidek joylashib, ellipsning fokuslari esa OX o‘gida
koordinat boshidan bir xil masofada (F, (c M, F ( c; 0)) yotsa

ellipsning oddiy (kanonik) tenglamasi - - « ==
b x2 2 . :;'_: ; L

ko‘rinishda be'ladi. g —ellipsning katta, b — kichik yarim o°qi,

a, b, ¢ (¢ — fokuslar orasidagi maso-

faning yarmi) lar o‘rtasida a*= b+ ¢? e VR

munosabat bor. e ¥

Ellipsning shakli (sigilish o‘lchovi) - /" 7'“
e . 2 f
uning ekssentrisiteti ¢ =c/a (¢<a bo‘lgani ._] / !

£ 7
uchun ¢<1) bilan xarakterlanadi. Ellips- \ j “‘

ning biror M nugtasidan fokuslargacha_ _
bo‘lgan masofalar nugianing fokal radi-" 3
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us-vektorlari deb ataladi. Ular r,, r, bilan belgilanadi (ellipsning
ta’rifiga ko‘ra, uning ixtiyoriy nugtasi uchun r+r,=2a bo‘ladi).
Xususiy holda a=b (¢c=0, ¢ =0, fokuslar markaz bilan
ustma-ust tushsa) bo‘lsa, ellips aylanaga aylanib goladi:
xX+y?=a!. M(x; y) nuqta va x/al+y?/b=] cllipsning
o‘zaro joylanishi quyidagi shartlar bilan aniqlanadi:
agarx!/a*+yl/b*=1 bo‘lsa, M nugta cllipsda yotadi;
agarx’/a’ +y? /" <1 bo‘lsa, M nuqta cllipsdan tashqari-
da; x7/a* + y} /6* <1 bolsa, M nuqta cllips ichida yotadi.
Fokal radius-vektorlar ellips nuqtalarining absissasi orqali 7,
= a—ex (0'ng fokal radius-vektor), r,=a + ex (chap fokal radius
vektor) ifodalanadi.

141. M(5/2; 6/4)vaN(=2; 15/5) nuqtalardan o‘tuvchi el-
li psning kanonik tenglamasini tuzing.

Yechish: x*/a*+y*/b*=1 izlangan cllips tenglamasi bo‘lsin. Bu
tenglamani M, N nuqgtalarning koordinatalari ganoatlantirish kerak.
Demak,

25 3 4 3

I, -+

—+—=5= =1.
da’> 8 T 4t 5P

Bundan a* =10, b= 1 topamiz. Demak, ellips tenglamasi
x*/10 + y*=1 bo‘ladi.

142. x2/25 +y*/9 =1 ellips fokal radius-vcktorlar ayirmasiga
teng bo‘lgan nuqtani toping.

143. x*/a? +y3/b* =1 ellipsning fokusidan katta yarim o‘qqa
tushirilgan perpendikularning ellips bilan kesishgan nugtasigacha
uzunligini toping.

144. Chap fokusdan va x?/25 +y¥/16=1 ellipsning quyi
uchidan o‘tgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

145. Koordinata o‘glariga joylashtirilgan ellips M(1; 1) nuqtadan
o‘tadi va ckssentrisiteti £=3/5 gateng. Ellips tenglamasini tuzing.

146. M(7; 1), N(=5; —4), P4; 5) nugtalar x*/50+y?/32=1
ellipsga nisbatan ganday joylashgan.

147. Agar ellipsning fokal kesmasi uchidan o burchak ostida
ko‘rinsa, uning ckssentrisitetini toping.
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148. x +5=0 to‘g'ri chiziqda x?/20 + y/4 =1 ellipsning chap
lokusidan va yuqori uchidan barobar uzoglikda turgan nuqtani
toping.

149. Agar £,(0; 0) va F(I; 1) cllipsning fokuslari katta o‘qi 2 ga
ieng boflsa, cllips ta’rifidan foydalanib, uning tenglamasini tuzing.

150. A(0; 1) nuqtadan masofasi y —4 =0 to‘g‘ri chiziqqacha
ho‘lgan masofadan 2 marta kichik bo‘lgan nuqtalar geometrik
o‘rnining tenglamasini tuzing.

151. Uzunligi A ga teng bo‘lgan AB kesmaning oxirlari to‘g'ri
burchakning tomonlari bo‘yicha sirpanadi. Bu kesmani 1:2 nisbat-
da bo‘luvchi M nugta chizadigan egri chiziq tenglamasini tuzing.

3. Giperbola.

Giperbola dcb tekislikdagi shunday nuqtalarning to'plamiga ayti-
ladiki, bu nuqtalarning har biridan shu tckislikning fokuslar deb
ataluvchi ikki nuqtasigacha bo‘lgan masofalar ayirmalarining absolut
giymatlari o‘zgarmas miqgdordir. Bu o‘zgarmas miqdorni 2a bilan
belgilanadi, u fokuslar orasidagi masofadan kichik. Agar giper-
bolaning fokuslarini F,(¢; 0), F(— ¢; 0) nuqtalarga joylashtirsak,
u holdagiperbolaning x*/a? — y*/b?= 1 (1) kanonik tenglamaga
cga bo‘lamiz, bu yerda 6 = ¢? — &% Giperbolaikki tarmoqgdan
iborat va koordinata o‘qlariga simmetrik joylashgan.

Afa; 0), A(— a, 0) lar giperbolaning uchlari deb ataladi.
|AAJ=a giperbolaning haqigiy, |AAJ=b mavhum o‘gi deyiladi
(1i-chizma).

Agar M(x; y) nuqtadan biror to‘g‘ri chizigqacha bo‘lgan maso-
fasi nolgaintilsa(x-»+o voki x—» —«), u to‘g‘ri chiziq giperbola-
ning asimptotasi deyiladi. Giperbola ikkita asimptotagacga, ular
y=x(b/uajx. Giperbolaning
asimptotalarini yasash uchun to-
monlari x=a, x=—a, y=b, y=
— b bo‘lgan to‘g‘ri turtburchak
chizamiz. Bu to‘g‘ri turtburchakn-
ing qarama-qarshi uchlaridan
o‘tkazilgan to‘g‘ri chiziq giper-
bolaning asimptotalari bo‘ladi.

11-chizma
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11-chozmadagiperbola va uning asimptotalari o‘zaro joylan-
ishi ko‘rsatilgan. ¢=c/a > 1 nisbat giperbolaning ekssentrisiteti
deyiladi. #,¢ =x—a (0'ng fokal radius-vektor), r, ¢/ =x +a (chap
fokal radius-vektori) giperbola ofng tarmog‘ining fokal radius-
vektorlari deyiladi. Xuddi shunday chap tarmog‘ining fokal radi-
us-vektorlari r,=-¢x+a, r (- fx—a) bo‘ladi. Agar 4 =b bo‘lsa,
giperbolaning tenglamasi x* —y? = bo‘ladi. Bunday giperbola
teng fomonlii deb ataladi. Uning asimptotalari to‘g‘ri burchak hosil
giladi. Agar koordinat o‘qglarini asimptotalar deb garasak (teng
tomonli giperbolada), uning tenglamasi xy=m (m=+a%/2; m>0
bo‘lsa, giperbola 1 va Ill chorakda, <0 bo‘lsa, Il va IV
chorakda yotadi. xy =m tenglamani y =m/x ko‘rinishda yozish
mumkin bo‘lgani uchun teng tomonli giperbola x, y migdorlar
orasidagi teskari proporsional bog‘lanishni ifodalaydi.

Y (ﬁ_Ei:]

tenglama ham gi perbolani ifodalaydi, lekin haqigiy o‘q QY bofladi.
xXar— /6 =1 va xifa® — v}/ = —1 giperbolalar bir xil yarim
o‘qqga va bir xil asimptotaga ega, lekin haqigiy va mavhum o‘glari
almashinjb keladi. Bunday giperbolalar go‘shma deb ataladi.
152. x/16 — y3/9 =1 giperbolaning o'ng tarmog‘ida shunday
nuqtalarni topingki, undan o‘ng fokusgacha masofa chap fokus—
gacha bo‘lgan masofadan 2 marta kichik bo‘lsin. i awid a;
Yechish:
Giperbolaning o‘ng tarmog‘i uchun fokal radius-vektorlar

r,/=x—ag va 1,/ =xta formulalar bilan aniqlanadi. Demak,
¢ xta=2 ¢ {x—a) tenglamaga ega bo‘lamiz, bundan x=3a/¢; bu
yerda g=4, f=cl/a=~Na’+b /a=5/4, ya’ni x=9,6. Giperbola
tenglamasidan ordinatani topamiz: _
. - - P
o Y=ty =16 =+ 48 ~I6=iévl19.
_ 4 4¥L 5
Shunday gilib, masalaning shartini ikki nuqta ganoatlantiradi:

M,(9,6;0,6v119). va M, (9,6, —0,64119 ).
e 1530 A(L, 0) va B(2, 0) nugtalar berilgan. M nugta shunday
. 40
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harakatlanadiki, AMB uchburchakda B burchak A burchakdan 2
marta kattaligicha qoladl M nugqta ch:zadlgan egrl ChlZlq tengla-
masini toping. Crlen VARG R phi gty ok
Yechish:
M nuqtaning koordinatalarini x, y bilan belgilab i‘gB va Ig A
larni A, B va M nugtalarning koordmatalan bilan ifodalaymiz:

gB=-2 =2 1ol

x—-2 2-x

WAL .-';:__"-._;_ :
Shart bo! ylcha
ng —rgZA ya’ni th 2tg A/(l tg’ A) tenglamaga ega

bo‘lamiz. Bu tenglamaga rgB i tgA larni qo‘yib R T ANy
[ . y _ 2y(x+1) B

2-x 1-y° f(1+x) -
ga ega bo‘lamiz, y (#0) ga gisqartirib va soddalashtirib x?— y1/3—
egabo‘lamiz. Izlangan egri chiziq gi perboladlr

154. Giperbolaning ekssentrisiteti i2 ga teng. M («/_ \/_ 2)
nugtadan o‘tadigan giperbolaning tenglamasini tuzing.

Yechish:

Ekssentrisitetning aniglanishiga ko‘ra ¢/a = \/_ yoki ¢2= 2a?,
Lekin ¢?2=g2+5? bo‘lgani uchun a2+ 62=2a?, yoki a?=1b2,
ya’ni giperbolateng tomonli.Tkkinchi tenglikni M nuqtaning giper-
bolada yotishidan keltirib chiqaramiz, ya'ni
(\/i)‘zfa'2 +(~/§)2 /b =1 yoki 3/a?+2/b?=1. a?=b* bo‘lgani
uchun 3/a?—2/a’=1, ya’ni ¢*=1.Shunday qlhb 1zlangan glper—
bola tenglamasi xz—yz'—l bo‘ladi. " B e

155. Agar giperbolaning asimptotalari y = +(2\/_ 2/ 3)x bo‘lsa
M(9; 8) nuqtadan o‘tgan giperbolatenglamasini tuzing.

156. Fokus va uchlari tenglamast x2/8+y3/5=1 bo‘lgan ellips-
ning mos fokus va uchlaridayotgan giperbola tenglamasini tuzing.

157. M(0;~—1) nugtadan va 3x?—4y?=12 ning o‘ng uchidan
to‘g‘ri chiziq o‘tkazilgan. To‘g*ri chizigning gi perbola bilan kesish-
gan ikkinchi nugtasi topilsin.

158. x*— p2=38 giperbolaberigan. M(4; 6) nugtadan o‘tuvchi
va giperbola bilan bir xil fokusga ega bo'lgan ellips tenc,lamamm
y021ng LAY b ,k‘*‘? %’f L S e R 03 xsv"'l‘..;,«__\_('i CRCY gy IR LA 2
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159. 9x¥+25y2=1 ellips berilgan. Ellips bilan bir xil fokusga
ega bo‘lgan teng tomonli giperbola tenglamasini tuzing.

160. Giperbolaning asimptotalari orasidagi burchak 60°. Giper-
bolaning ekssentrisiteti topilsin,

161. x?/64—y?/36=1 giperbolaning chap tarmag‘idashunday
nuqtani topingki, nning o‘ng fokal radius-vektori 18 ga teng bolsin.

162. Ekssentrisiteti 2 va fokuslari x2/25 +y2/9 =1 bo‘lgan
ellipsning fokuslari bilan ustma-ust tushadigan giperbolatengla-
masini tuzing.

163. x¥/16 —y/9=1 giperbolaning x2+)*=91 aylanabilan ke-
sishgan nuqtalardagi fokal radius-vektorlari kesishgan nugtalari-
dagi fokal radius-vektorlari topilsin.

164. Giperbolaning asimptotalaridan biriga o‘tkazilgan per-
pendikuiyar nzunligini mavhum o‘gqa tengligini isbotlang.

165. x?—y*=1 giperbolaning ixtiyoriy nuqgtasidan uning asimpto-
talarigacha bo‘lgan masofalar ko‘paytmasi o‘zgarmas songa tengligini
isbotlang.

... 166. x*+ 4x +y2=0 aylanadan va M(2; 0} nuqtadan barobar
uzoglikda turgan nugtalar to‘plamining tenglamasini tuzing.
4. Parabola.

" Fokus deb ataluvchi nuqta va direkirisa deb ataluvchi to‘g‘ri
chizigdan barobar uzoqglikda turgan nuqtalar to‘plami parabola
deb ataladi. Agar parabolaning direktrisasi x = —r/2, fokusi
F(r/2; 0) nugta bo‘lsa, uning tenglamasi e o

yi=2px ()
¥ Ji M _ Bu parabola abssissa o‘qiga nisbatan

el RS simmetrik joylashgan (12-chizma)
i (p>0) x*=2py - (D)
tenglama ordinata o‘giga nisbatan simmetrik
N F & bo‘lgan parabola bo‘ladi. p> 0 da (1) va
(2) parabola mos o‘glarining musbat to-
moniga, p <0 bo‘lsa, manfly tomoniga
garagan bo‘ladi. y?=2px parabolaning fokal
radius-vektorining - uzunligi r=x +p/2

siee - (#>0) formula bilan aniglanadi.

167. Agar parabolaning Ox o‘qiga per-
pendikular bo‘igan vatarning uzunligi 16 ga, bu vatarning para-

., 12-chizma

FAT
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hola uchidan masofasi 6 ga teng bo‘lsa, uchi koordinata boshida
yotgan Ox o‘giga parallel bo‘lgan parabola tenglamasini tuzing.

Yechish:

Vatarning uzunligi va uning parabola uchidan masofasi ma’lum
ho‘lgani uchun bu vatar oxirlarining koordinatalari ma’lum bo‘ladi.
PParabola tenglamasi y?=2px; bunda x=6, y=8 deb §2=2p-6
topamiz, bundan 2p=32/3. Shunday qilib, izlangan parabola
tenglamasi y?= 32x/3 bo‘ladi. A L S S

168. Oy o‘qiga nisbatan simmetrik va I, III koordlmt burchak
bissektrisasida uzunligi er 2 ba‘lgan vatar ajratuvchi, uchi koor-
dinata boshida yotgan parabola tenglamasini tuzing.

Yechish:

Izlangan parabola tenglamasi x?=2py, bissektrisasining tengla-
masi y=x. Shunday qilib, parabola bilan bissektrisaning kesishgan
nuqtalarini hosil gilamiz: O(0; 0) va M(2p; 2p). Vatarning uzunligi
ikki nuqta orasidagi masofa kabi topiladi: 82 = 1/ﬁlp +4p* | bun-
dan 2p=38. Demak, izlangan tenglama x= 8y bo‘ladi. -

169. Agar parabolaning fokusi 4x —3y —4=0 to‘g‘ri chizig
bilan Ox o‘gining kesishgan nugqtasida yotsa, parabolaning teng-
lamasini tuzing.

170, ¥?=8x parabolada direktrisadan 4 ga teng masofada turuv-
chi nugtani topmg s :

171. Ox o'qgiga nisbatan sunmetnk y _ x to ‘g‘ri chizigdan
uzunligi 442 ga teng vatar ajratuvchi, uchi koordinata boshida
yotuvchi parabola tenglamasini tuzing.

172. y*=2x parabola koordinat boshidan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig-
dan uzunligi 3/4 ga teng vatar ajratadi. Bu to‘g‘ri chiziq tengla-
masini tuzing.

173. Agar simmetriva o‘giga perpendikular, fokus va parabola
uchi orasidagi masofani teng o‘rtasidan bo‘luvchi vatarmng I.IZLlI]_l]gl
birga teng bo‘lsa, parabola tenglamasini tuzing., """ v

174. y?=32x parabolada 4x+3y+10=0 to‘g’ i chlzlqdan 2
birlik masofada turuvchi nugtani toping.

175. Uchi koordinat boshida yotuvchi, M{4; 2) nuqtadan
o‘tuvchi va Ox o‘qiga simmetrik o‘tgan parabola tenglamasini tu-
zing; bu nuqtaning fokal radius-vektori bilan Ox orasidagi o
burchakni aniglang.

1ORGLOMH TR
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4 §. KOORDINATALARNI ALMASHTIRISH VA IKKINCHI
-iF, . TARTIBLI EGRI CHIZIQ TENGLAMALARINI
: SODDALASHTIRISH TR

e

1 Koordinatalarni almashtirish. - = ©

xOy koordinat sistemasidan yangi x'0,y (koordmat o‘glarining
yo‘nalishi c‘zgarmaydi, ya’'ni koordinat boshi deb O (a, b) nuqta
olinadi; 13-chizma) sistemaga o‘tishda gandaydir M nugtaning
csk1 va yangl koordinat sistemalari bilan bog‘lanishi
x=x'+a, y=y'tbh Lo (D)
x'=x—a, y'=y—b 0%
formulalar bilan aniglanadi. oo

..';.r,'..:'\- Wi P
T e My -._,.—.t’. LR

( D formula orqah eski koordmatalar yangl]arl OI'C_[EllI (2)
formuladan vangi koordinatlar eskilari orgali aniglanadi. Koordi-
nat o‘glarini A burchakka burashda (koordinat boshi o‘zgarmaydi)
A soat miliga teskari yo‘nalishda hisoblanadi (14-chizma) Eski x,

y vangi x*, y° koordinatalar bilan g BNG WEVITRETL ERY
x=x'cosa—y'sina,y=x'sina+y'coso: 3)
x'=xcose—ysing, y'=-xsinc + ycosa (4)

formulalar bilan aniglanadi.

176. Koordinat o‘glari parallel ko‘chirilgan, yangi koordinat
boshi O,(3;—4) nuqtada joylashgan. Nugtaning eski koordinatalari
M(7; 8) ma’lum. Bu nuqtaning vangi koordinatalarini toping.

Yechish,

Bu verda a=3, b=—4, x=7, y=38 teng. (2) formuladan

=7—3=4, y=8-(— 4)—12 lamnj topamiz. e
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177. xOy tekisligida M(4; 3) nugta berilgan. Koordinat siste-
masi shunday buralganki, yangi o‘q M nuqiadan o‘tsin. Agar A
nugtaning yangi koordinatalari x'= 5 y ‘=35 bot lsa A ning eski
koordinatalarini tOpIng. ..o \w e inie e gt v e

Yechish: _ e R R R

IOM =~/4* +3* =5 bo‘lgani uchun sina=3/5, cose=4/5 teng,
u holda (3) formulalar x=(4/5)x"— (3/5)y", y=(3/5)x"+ (4/5)y’
ko‘rinishni oladi. x*=y'=35 deb olib, x =1, y=7 ni topamiz.

178. Koordinat sistemasi o = n/6 burchakka burilgan M (\/— 3;3)
nugtaning yangi koordinatalarini toping. _ o

Yechish: SR

(4) formuladan foydalanib, topamiz: o .

x"=~3cos(7/6)+3sin(z /6) =3/2+3/2=3, #1m grien

y ~—J§sm(;r/6)+3cos(rr/6)——wf_/2+3f/2 J" NN

179. M(9/2; 11/2) nugta berilgan. Yangi koordinata o qlan
sifatida

2x—1=0 (0" o), 2y —5=0 (0" o'q) chiziglar olin-
gan. M nugtaning yangi sistemasidagi koordinatalari topilsin.

180. M (4«,@ : 2\/5) nugta berilgan. Yangi abssissa o‘gi sifatida
y=2x, ordinata o‘qi sifatida y=—0,5x to‘g‘ri chiziglar olingan.
Yangi o‘glar eskilari bilan o‘tkir burchak tashkil etadi. M nug-
taning vangi sistemadagi koordinatalarini toping.

2. Parabola: y=Ax?*+ Bx + C va giperbola: y=(kx+1)/{(px+q).

y=Ax*+ Bx + C kofrinishdagi tenglama koordinat o‘glarini
parallel ko‘chirganda, ya'ni x=x"+a, y=y'+b (g, B—yangi
koordinat boshi, x', y'— yangi koordinatalar} formulalar yor-
damida parabolaning kanonik tenglamasiga keladi. )

y=Ax?+ Bx + C bilan aniqlanadigan parabola Oy o‘qiga pa-
rallel bo‘lgan simmetriva o°qiga ega bo’ladi. (x=Ap?+ By+C esa Ox
o‘giga parallel bo‘lgan simmetriya o‘giga ega). y=(kx +1)/(px +¢)
kasr chizigli funksiva, agar kg— pl=0Q, p=0 bo‘lsa, teng tomonli
giperbolani aniqlaydi. Koordinat o‘glarini paralle! ko‘chirganda
bu tenglama teng tomonli giperbolaning xy =m kanonik tengla-
masiga keladi, bu giperbolaning asimptotalari koordinat o‘qlarida
bo‘ladi. m > 0 bo‘lganda giperbola tarmoglari 1 va II1 chorakda,

m<Q bo‘lganda I1 va 1V chorakda yotadi.
435
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. 181, y=9x2—6x+2 parabola tenglamasini kanonik holga kel-
tiring. L R GE R  y

Yechish:

x, y o‘rniga mos ravishda x'+a4, y'+& ni qo'yamiz: y+b=
=9(x+a)y — 6(x+ g)+2 yoki y'=9x" 2+ 6x"Ba—1) + (9 —6a +2 —b).
a, b larni shunday tanlaymizki, x° oldidagi koeffitsient va ozod
xad nolga aylalgzm 1=0, : EaR a8 5‘1:"1(‘5%':t‘e.”"fh-;-p’I |

0g? —60+7— b=, ya'ni a=1/3, b=1.

Demak, x'?=(1/9)y" parabolaning kanonik tenglamasi, Pa-
rabola uchi

Q,(1/3; 1) da va p=1/18. Hiivnmes oo

Bunday masalani boshgacha usul bilan ham vechish mum-
kin. Berilgan y=4x2+ Bx+ C (yoki x=A4y*+ By + () tenglama
(x —a)y =2p(y — b (b)) =2p(x — &)1 ko‘rinishga keltiriladi. U
holda O,{a, b) nuqgta parabolaning uchi, p parametrning 1shoras1
parabolanmg gaysi tomonga vo‘nalganini ko‘rsatadi.

=0x?— 6x—2 ni quyidagicha o‘zgartiramiz:

nh‘ 1

Siaiie o7 =0’ —§x+-) 1+2; ¢ 2o, G
AEURTUSI T 2 BRI EE BN

it o ihie "‘l 9(;‘,_”)2 (x___) _(y ]) T datinn

Bundan vana parabola uch1 o /3 1) nuqtada bo hb para-
metr p=1/18 ga tengligini topamiz, parabola Oy o‘qgining musbat
tomoniga garab yo‘nalgan.

182. y=(4x+5)/(2x—1) giperbola tenglamasini x'y'= £ kurinishga
keltiring. Giperbola asimptotalarining tenglamasini boshlang® 1ch
koordinat sistemasiga nisbatan yozmg '

Yechish:

Koordinat o‘glarini parallel ko‘chirish yordamlda bcrllgan
tenglama et

- et s_ EE Y ‘__.'n_

" +5)(2x+ 2a —1) = 4x° +4a+5

T EIRE oY i ;
WY+ Qh—- '+ Qa—1)y'=da +b—24B+5
ko‘rinishga keladi. 26—4=0, 2a—1=0 dan ¢ =0,5, #=2 larni
t_opamiz. U holda vangi koordinat sistemasida gi p_erbola tenglamasi

yoki

4.
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= 3,5 ko nmshga kelad1 Glperbolamng 331mptotalan sifatida
,\r:mgl koordinatalar olingani uchun, x'= 0,5, y'= 2 lar asimptota
bo'ladi. Bunday masalaning boshgacha yechilishi: y=(kx+1)/{(px +g)
tenglama (x —a)(y — &) = m ko‘rinishgakeltiriladi, giperbolaning
markazi O,(a, b) nuqtada yotadi; uning asimptotalari sifatida x =g
va x =4 lar olinadi, M ning ishorasi giperbolaning gaysi cho-
1aklarda yotlshml ko rsatadi. y= (4x+5)/(2x 1) ni

Z(x——)y 4(x—-5+-) 0.

L ey ertthfo Sl
yoki s Goioiams : Caitid
(2x I)y (4x+ 5) 0 2(x 0,5)y—-2)y=7 e

ko‘rinishga keltiramiz.

Shunday qilib, giperbola tenglamasi (x — 0,5)(y — 2} = 3,5
ko‘rinishga keltirildi. Giperbola markazi O,(0,5; 2) nugtada,
giperbola tarmogqlari 1 va III chorakda x—0,5=0, y—2=10
asimptotalar orasida yotadi.

183. 1) y=4x —2x% 2) y=—x1+2x+2; 3) x=—4y*+y,
4) x=y?+ 4y +5 parabolalar tenglamasini kanonik ko‘rinishga
keltiring.

184. 1) y=2x/(4x—1) 2) y=(2x+3)/(3x—2)
3 y=(10x +2)/(5x +4) glperbola tenglamalarini x'y'=m
ko‘rinishga keltiring. : =

3. Ikkinchi tartibli egri chiziqning besh hadli tenglamasi.
oo dx 2+ Cy?+ 2Dx + 2Ey + F=0 tenglama fkkinchi rartibli egri
chiziqning besh xadli tenglamasi deyiladi (xy had gatnashmaydi).
Bu tenglamatekislikdaellips, giperbolayoki parabolani aniglaydi

(A, C koeffitsientlar ko‘paytmasining ishorasiga garab koordi-
nat o‘glariga parallel bo‘lgan simmetriya o‘glariga ega bo‘ladi).

1. AC>0 bo‘lsa ellips, 4= C bo‘lsaellips aylanagaaylanadi.

2. AC<0 bo‘lsa giperbola, agar tenglamaning chap tomoni
ikkita chizigli ko‘paytuvchiga ajralsa, giperbola ikkita kesishuvchi
to‘gri chizigga aylanadi: &med i Logag

Ax?+ Cyi+ 2Dx +2Ey+F (ax+by+c)(alx +b2y+cl)

3. AC=0 (A=0, C=0 yoki A=0, C=0) bo‘lsa tenglama
parabolani aniglaydi, bu holda, agar chap tomon yoki x, yoki
¥ ui o‘z ichiga olmasa; (agar tenglama Ax?+ 2Dx + F=0 yoki
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&

Cyi+ 28y + F=0 ko'rinishga ega bo‘lsa) parabola ikkita parallel
to‘g‘ri chiziqga ajralishi mumkin (faqiqiy har xil, haqgigiy ust-
ma-ust tushadigan yoki mavhum). Egri chizigning turi va uning
tekislikdagi joylanishi uni A(x —x)* + Cly —y, Y’ =f (AC>0 yoki
AC<0 ) ko‘rinishga keltirib osongina topiladi; hosil bo‘lgan
tenglama ko‘rinishiga garab ellips va giperbolalarning ajralishi
voki birlashishini ham aniglash murkin, Birlashmagan egri chizig
holida, koordinat boshini O (x,, y,) ko‘chirib, ellips yoki giper-
bola tenglamasini kanonik holga keltirish mumkin. AC=0 bo‘lgan
hol oldingi paragrafda to‘la garalgan, chunki bu holda parabola
tenglamasini y =a,x> + b x+c yoki x=a,y* + b,y +c, ko‘rinishda
yozish mumkin,

185. 4x+ 9y3~ 8x—36y+4=0 tenglama qanday egn ch121qm
ifodalaydi. A Clehas ity it

Yechish:

Benlgan tenglamam quyidagicha o‘zgartiramiz:

L VA (x-2x)+9(p2—4y)=—4,;
4(x2—2x+1 +9(y*—4y+4—4)=—4;
4(x—1)*+9(y—2y=—4+4+36;
4(x—1)+9(y—2)*=36.

Yangi koordinata boshi deb ©(1; 2) nuqtani olib, o‘glarni
parallel ko‘chiramiz. Koordinatalarni aimashtirish formulalaridan
foydalanamiz: x =x'+1, y =yp'+ 2. Yangi o‘qlarga nisbatan
4x'2+9y'2=136, yoki x'%/9 +y"2/4 =1 tenglamaga ega bo‘lamiz.
Shunday qilib, berilgan tenglamaellips ekan.

186. x2—9y?+ 2x +36 —44 =0 tenglama ganday egri chizigni
ifodalaydi.

Yechish: -

Berilgan tenglamani o‘zgartiramiz; V1R

(X 2x+1—-1)—9("~4y+4— 4)‘44
(x+1)—9(y—2)*=44+1-36, *
(x+1)*=9(y—2)=9

Yangi koordinat boshi deb, O,(—1; 2) ni olib o‘qlarni paraliel
ko‘chiramiz. Koordinatalarni almashtirish formulalari x=x"—1,
y=y"+2 bo‘ladi. Koordinatalarni almashtirishlardan so‘ng

x'2—9y"2=9 yoki x'3/9—y'2=1 ga ega bo‘lamiz. Bu egri chiziq
giperboladir. Bu glperbolamng ammptotalan y'= +(1f’3)x to'g'ri
chiziglardir. R T,

© ot L,
Lo
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Quyidagi misollarda keltirilgan tenglamalar ganday cgn chi-
zigni aniglaydi? Ularni chizing. B G L e
187. 36x2+3y*—36—24y—23=0. ' '
188. 16x2+25y2— 32x+ 50y —359=0.
1

1 2
2 2
XS = - X+ -~1=0.

190. x?+4y?—4x—8y +8=0. 1y’

24

191, x2+4y2+8y+5=0. A
192. x2—y?—6x+10=0. | S e
193, 2x2—4x+2y—3=0. - V.., 4
194. x*—6x+8=0. : '

195, x4+ 2x+5=0. h SIRYA

4. Tkkinchi tartibli egri chmqmng ummmy tenglamasmu kanomk
holga keltirish.

Agar ikkinchi tartibli egri chizig

: Ac2+2Bxy + Cy?+2Dx + 2Ey + F=0 _
tenglama bilan berilgan bo‘lsa, koordinata o‘qlarini burab
x=x'cose —y'sina, y=x'sina+y'cose formuladan foydala-
nib, koordinatalar ko'paytmasi gatnashgan haddan ozod bo‘lamiz.
Qolgan almashtirishlar bundan oldingi paragrafda bajarilgan. Egri
chizigning ikkita chiziqqa ajralishi beriigan tenglamaga garab quyi-
dagicha bajarilishi mumkin. Tenglamani y ga nisbatan kvadrat
tenglama deb qaraymiz (v? oldidagi koeffitsient noldan fargli);
agar bu verda kvadrat ildiz ostida gandaydir ax + & ikki had-
ning to‘la kvadrati tursa, ildizdan chiqib, u uchun ikkita qiy-
mat: y =kx+b, y,=kx+b, topiladi. Bu egri chiziq ikkita togrsi
chizigga ajraladi. Berilgan tenglama x ga nisbatan ham yechilishi
mumkin. Agar egri chizigning tenglamasida A=C=0 (8=0) bo‘lsa,
B/D=2E/F bo‘lgan hadgina ikkita to‘g‘ri chizigni aniglaydi.

196. 9x2+ 24xy + 16 2 — 25=0 tenglama ikkita to‘g‘ri chiziq
to‘plamini aniglashini ko‘rsating.

Yechish:

" Tenglamani (3x +4y)*—25=0 ko' nmshda yozib olamiz; chap
tomonm ko‘paytuvchilarga ajratamiz: (3x +4y— 5)(3x+4y+5)=0.
Shunday qilib, berilgan tenglama 3x +4y—5=0, 3x+4y+5=0
ko‘rinishdagi to‘g‘ri chiziglarni aniglaydi.

:.1\3 '3.'.-’.::-\--.- I ‘r ""'I;;"Z""J # gq 5

g

car T e s e e
\“\qu‘ L e\ e a4 ,9**'

»
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197. 3x2+ 8xy —3y?— 14x -2y +8=0 tenglama ikkita to‘g‘ri
chiziq tenglamasini aniqlashini ko‘rsating.

Yechish: .

Berilgan tenglamani 3y?2—2(@4x — 1)y —(3x?—14x +8)=0
ko‘rinishda yozib olamiz, uni y ga nisbatan yechamiz:

4x—14((4x = 1) +(9x% —4x +24)
y =
3
4x-1£(5x—-
y= 1£(5x-95) .
3

Bundan csa y=3x—2 va y=(—x+4)/3 to‘g‘ri chiziq tenglama-
lariga ega bo‘lamiz, ularni 3x—y—2=0, x+3y—4=0 ko‘rinishda yozish
mumkin.

198. xy+2x—4y—8=>0 tenglama bilan ganday chiziq aniglanadi.

Yechish:

Tenglamani x(y +2) —4(y +2)=0 yoki (x —4)(y +2) =0 ko‘rinishda
yozib olamiz. Shunday gilib, tenglama x—4=0, y+2=0 to‘g‘ri chiziq-
larni aniglaydi, chiziglarning biri Ox, ikkinchisi Oy o‘qiga parallel.

199, Sx?+4xy +8y?+ 8x + 14y +5=0 tenglamani kanonik
ko‘rinishga keltiring.

Yechish:

Birinchi banddagi (3) formuladan foydalanib, tenglamani
o‘zgartiramiz:

yoki

5(x'cosa ~y'sina)* 4 4(x'cosa — y'sinc)(x'sina + y'cosa) +

+8(x'sina + y'cosa)’ +8(x'cosa ~ y'sina) + 14(x'sin + y'cos ) +5=0
voki

(5cos” a+4sina cos a +8sin” @)x+(5sin® @ - 4sina cosa +

+ 8¢os” @)y "+ 6sincos @ +4(cos’ o —sin” )x' y'+ (8cos o + 14sina)x '+

+ (l4cosax—-8sina)y'+5=0,

4(cos’ o —sin’ a) + 6sinxcosa = 0 shartidan (ya’ni x'y* oldi-

dagi koeffitsicntni nolga tenglaymiz) o ni topamiz,
2tg’a—3tgor— 2 = 0ga ega bo‘lamiz, bundan 1g o, =2, 1g @, =—1/2.
{g « ning bu givmati ikkita o‘zaro perpendikular yo‘nalishga to‘g‘ri
keladi. 1g o =-1/2 o‘miga fg a =2 olishimiz mumkin (x*, y°
lar o‘rnini almashtiramiz, 15-chizma).
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iga=2 dan sino=%2- 5, cosa==x1/ 5; sina, cosa lar-
ming musbal giymatini olamiz. U y

holda tenglama ushbu ko‘rinishni e | [a;-'
oladi: ) {
9x’2+4y'2+—9x'——2—y'—0 1
NN A /
yoki ) -
ST
‘)(r'z-rix’)+4(y'2+—l—y')~—5 T-’; K
NG 245 ' !

T .. . 15-chizma
Qavs ichidagi ifodalarni to‘la !

kvadratga to‘ldiramiz:

2, 1, 3 1
O(x' 4 —=)? Ay ——) =5
( J§) ¥ 4\5) 520

yoki 9 I 9
9x'+ =) +4(y'-—=) ==,
( Jg) (¥ 4J§) >

Koordinata boshi uchun ()'(-2/\/5,1/4\/5) nugtani olib
x'==x"—2/\/§, y’=y"+1/(4\[5_) koordinat almashtirish formula-
n2 n2

larini go‘llab, 9x"3+4y"2=9/4 yoki i_+ 4 =1 ga cga
1/4 9/16

bo‘lamiz (bu ellips tenglamasi).

200. 6xy -+ 8" 12x—26y+11 =0 tenglamani kanonik holga
keltiring.

Yechish:

1. Birinchi banddagi (3) formuladan foydalanib tenglamani

o‘zgartiramiz:
6(x'cosa—y'sino)(x'sino+ y'cosa) + 8(x'sina+ y'cos o) -
—12(x'cosa—y'sina)—26(x"'sino+ y'cosa)+11=0,
(6sinacoso+8sin® o)x "+ (8cos’ a—6Gsinacos )y +
+[165sin o cos o+ 6(cos® o —sin’ a)]x' y'— (12 cos ct + 26 sin o)x'—

—(26cosa—12sina)y'+11=0.
x'y' had oldidagi koeflitsientni nolga tenglab topamiz.
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16sinacosc +6(cos” o —sin® ) =0 yoki 3tgm—8tgar—~3=0

Bundan iga, =3, tga, =-1/3; 1ga =3 desak, u holda
sina*::t?:/x/l_o, cosazilfm; sing, cose ning musbat giy-
matlarini topamiz. U holda tenglama quyidagi '

;_f-g - y?-9fiox'+ N10y+11=0

yoki e . .
e . 9(xr2_mxr)_(y|2_my|):_11 I:e(L
ko‘rinishga keladi. S
2. Qavs ichidagi ifodalarni to‘la kvadratgacha to‘ldiramiz:

ot 9( ' ‘Jl—an { | \/‘ET
S =X ]y

yoki

T B B

Yangi koordinat boshi uchun O'(-n-ﬁ__ﬂuf 2,10/ 2) ni olib,
x'=x"+10/2, y'——»y"+\/E/2ni qo‘llab, 9x”-y"” =9 yoki
x"—y"/9=1 ni hosil gilamiz (bu giperbola tenglamasidir).

201, x?—2xy+yi—10x—6y +25=0 ni kanonik holga keitiring.

¢« Yechish:
1). Ofqglarni burash formulasidan foydalanib tenglamani

o‘zgartiramiz:

(x"cosoL~ y’sinay —2(x’ cosa ~ y'sinc{x ‘sinc+ ¥ cosor) +

+(x'sino. + y'cosa)’ —10(x ' cose — y’sinc) — 6(x’ sincr + v‘cosa)+ 25=0,
yoki .. o
(cos’ @ ~2sinarcosa +sin’ a)x™ + (sin® & + 2sin a'cos o+ cos a)y

+2(sin’* @ —cos” @)x' y'- (1 0cos @ + 6sinx)x"+ (10sinax ~ 6cos @) y'+25=0

x'y' oldidagi koeffitsientni nolga tenglab topamiz P
2sin’c—cos’a = 0,bundan tg?a=1, ya'ni
igo;=1,1go,=-1. fga =1ni olsak, «, _n/4

e yoki smcr—l;‘\/_ cosa—l/\/2_

:, U holda tenglama 2y 8v2x'4 2y2y'+ 25 =0,
yoki 2(y”7+2p)-8V2x'+25=0. s innuin .f'_:s;si*
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2. Qavs ichidagi ifodani to‘la kvadratga to‘ldiramiz:

2(y+12%] =§ f_2x—24 yoki [y+%_2—] —4\/_[ "—j—i]

3 w3
K 'h

Yangi koordmat boshml O'(3 fﬁ, —\/_ /2) ga ko' chiramiz.

K =x"-3/42, y'=y"2/2 ifodalardan foydalanib, ¥ =4/2x"
ni topamiz (bu parabola tenglamasi).
Quyidagi tenglamalar ikkita to‘g'ri chiziqga ajraluvchi egri chiz-
iqni aniglashini ko‘rsating va bu to‘g‘ri chlzlqlar tenglmnas1n1 toping.
202. 25x2+10xy +y2—1=0 R
203, x2+2xy+y?+2x+2y+1=0 . '- ‘
204. 8x?— 18xy + 9}72 +2x—1=0 P b wnden e feregy
Quyidagi egri chizig tenglamalarini kanonik holga keltiring:
205, 14x2+24xy +21y?—4x +18y—139=0 Al gt
206, 4xy +3y?+16x+ 12y —36 =0 '
207. 9x2—24xy + 162 ~20x + 110y =5 =0 toireie oo

kg h VR Tl = ol eeed o e ey - P

5-§ IKKINCHI VA UCHINCHI TARTIBLI vt
ANIQLOVCHILAR. IKKI VA UCH NOMA’LUMILX
 CHIZIQLI TENGLAM.ALAR SISTEMASI

<..§ .....

1. Ikkmchx tarhhll amqlovchllar va chiziqli tenglamalar sis-
temasi.

\ o
sl b

a, b| E ' o . S ST et
[a b ) — jadvalga mos ikkinchi tartibli aniqlovchi
: . - o

' ST S L A

tenglik bilan amqlanadl Ikkl noma’lumli ikkita chizigli tenglama—
lar s1stemam : s

.,_;!‘_ oL

"1 0 bo‘lsa, u yagona yechimga ega
a, o,

uning determinanti D=

TR e,

33

www.ziyouz.com kutubxonasi



bo'lib, yechim Kramer formulalaridan topiladi:

(1)

Agar D=0 bo‘lsa, sistema yoki birgalikda emas, (D, # 0, D, = 0)
yoki aniglanmagan (D, = D, =0). Oxirgi holda sistema bitta teng-
lamaga keltiriladi. Sistemaning birgalikda bo‘lmaslik shartini
a,/a, = b /b, # ¢,/ c,, aniqmaslik shartinia,/a, =b,/b, =,/ c, kabi
yozish mumkin. Chiziqli sistemaning ozod hadi nolga teng bo‘lsa,
u bir jinsli dcb ataladi.

Uch noma’lumli ikkita bir jinsli

ax+by=c,
a,x+b,y=c,.
tenglamalar sistemasini qaraymiz.

Agar a,/a,=b(b,=c//c, bo'lsa, sistema bitta tenglamaga
keltiriladi, undan bitta noma’lum golgan ikkita noma’lum orqali
ifodalanadi (ulaming giymatlari ixtiyoriy aniqlanadi).

Agar a,/a,=b/b,=c¢/c, bajarilmasa, sistemaning yechimlari
b ¢

a a b

xX= -, y=

A, z=

-f
, G a, ¢ a, b @
formulalardan topiladi (¢ — ixtiyoriy qiymatni gabul qilishi mum-

kin). Bu yechimlarni
x ¥y _z

b ¢ a ¢ |4 b
b, ¢, a, b,
proporsiyalar ko‘rinishida yozish mumkin.

Agar mahrajlardan biri nolga aylansa, mos suratni ham nolga
tenglashtirish kerak.

(a+b)x—(a—-b)y=4ab,
208- (a-b)x+(a+b)y=2(a" - b?)

a G

tenglamalar sistemasini
yeching.
54
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Yechish:
(1) formuladan D, D, Dr larni topamiz:

b — —b 2 2
D=t AT by s (a—b) = 2a +87),
a-b a+b
4ab —(a-b)

=4a°b+4ab® +2a" ~2a’b-2ab* +2b° =

=

Aa"-b") a+b
w2’ +a*b+ab* +b')=2(a’ +b*Ya+b),
a+b 4ab
a-b 2(a’-b)
=2d’ -adPb+ab® -b)=2a’ +b*)a-b)
x=D,/D=a+b, y=D /D=a-b

3x+4y+5z=0,

209

=24 +2a°b-2ab* =2b" —4a*h +4ub® =

.=

bir jinsli chizigli tenglamalar sistema-

x+2y-3z=0
sini yeching.
Yechish:
(2) formuladan foydalanib, topamiz
4 5 3 5 3 4
x= ==22-1, y=- =144, z= =2
2 - 1 -3 1 2
t ga ixtiyoriy giymat berish mumkin.
Tenglamalar sistemasini yeching:
S5x-3y=1, 2x+y=1/5,
210. 1y 411y =6. M1 Y4y 42y =173,
ax-by=a’ +b?, 3x+2y=1/6,
212. 213.
bx+ay=a’ +b". 9x+6y=1/2/.
214. 1%~ 2y+z=0, 215. xcosa—ysma=c.os2oc,
3x-5y+22=0. xsino + ycosa = sin 20
216 a’x-2(a* +b)y+b’z=0,
2x+2y-3z=0.
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ning aniqlovchisi noldan farghi bo‘lsa, 1 yagona x =0, y=0, z=0
yechimga ega bo‘ladi. Agar bir jinsli sistemaning aniglovchisi nolga
teng bo‘isa, sistema ikkita tenglamaga yoki bitta tenglamaga keladi.
Agar sistemaning minorlaridan kamida biri noldan fargh bo‘lsa,
birinchi hol, hamma minerlar nol bo‘lsa, ikkinchi hol ro‘y be-
radi. Bu ikki holda ham (birinchi bandga qarang) sisterna cheksiz
ko‘p vechimlarga ega bo‘ladi. . ;.
5 3 2

217. _7'1 i 2 uchin‘cﬁyﬁ;i-'{;ﬂibh aniglovchini hisoblang:_:
Yechish:
Aniglovchini birinchi yo‘l elementlari bo‘yicha yoyamiz

_51 33;5‘24 -1 4 -1 2]=

7 3 6 36 7 6 7 3

=5-0~3-(-34)+2-(-17)=068.
. 218. Yugoridagi aniglovchini yol (ustun) elementlarining
chmqh kombinatsiyasi hagidagi teoremadan foydalanib hisoblang.

Yechish:
11 yo‘l elementlarini 5 ga ko‘paytirib, ¥ yo‘l elementlariga, 7
ga ko‘paytirib III yo‘l elementlariga qo‘shamiz:

L 5 32 0 13 22
_1 2 4= -1 2 4
7 36|10 17 34

I ustun elementlari bo‘yicha yoyib hisoblaymiz:

0 13 22

-3- +2-

iriama il

2 4 13 22 3 22
=1 2 4]=0 +1] +0]l =13-34-17-22=68.
17 3 7 34 ]2 4
¢ 17 34 SR . PR
" x+2y+z =8, ...'? ‘w\ q ;;. J:."‘:_‘ i -.;‘-'-,-“=- .’. ,I,_-;'
i 219, 43x+2y+z=10, tenglamﬁlaﬂ;mstemas:m yeéhlng.;: .
4x+3y-2z=4 Ny
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Yechish: - o e e DB e
(1) formuladan topamiz: __ o
321 B
e 21 2 1 10 1 10 2|
. -2 +1-
143 2 B =2 4 - 4 3 14,
A T 2 1] B 1] .3 2 14
1- -2 +1-
SRR < IS B S « TEE) B O I I
o8 L N S
M0 o o [P0
N L D N O
YT T Y 147
1 2 8
3200 2100 31 o2
1. -2 +8- e
e 4 3 4] 5 A4 4 4 4 3 _42;‘3‘ S
wi 14 14 14
4x+y+z=0, .
o 220, 4 X 3y+z=0, . it jinsli tenglamalar sistemasini yeching.
| ;by+2z=0 oo
N
Yechish: ' RN
4 1 1
"¥Bu yerda P=|1 3 1. Buni hisoblash uchun I yo‘l ele-
11 2

mentlariga III yvol elementlarini —4 ga, 11 yo‘] elementlariga 111
yo'l elementlarini —1 ga ko‘pavtirib go‘shamiz:
0 -3 -7
D={0 2 -l=1.
1 1 2
39
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'D#:O bo‘lgani uchun sistema x=y=z=0 yechnnga ega

AL

3x+2y z=0,
N 221. x+2y+9z=0, sistemani yeching.
: X+p+2z=0 . i
Yechish: -

I O ) sl
D=l1 2 ¢ 33.1 2.0 - I‘=~15+14+1=0. :
1 1 2 '

Demak, sistema noldan fargli yechimga ega. Birinchi ikkita
sistemani yechamlz (chunk1 uchinchisi dastlabki ikkitasining nati-
1asl): g i e I.-'-‘_‘_f_: e

SRR [3x42y-2=0, > :
S Ax+2p+9z=0. 1
1 banddagi (2) formuladan topamiz: L

=% M0 N T Y, SIEE t=d-t
= = £, = - f == I, Z= f=q-L
x 2 yl 9 12 '
P2 -l
H EEELAE RN ¥
222, 13 7 2| ni M1 yol elementlari bo'yicha yoyib
2 3 7
hisoblang.
ST O R P
. 223,12 3 4 nj yo (gstu:p)lar Chlz:lqll komhmafmya hagi-
- 49 16] o o L _

ﬂdgl teoremani go‘llab hlsolila.ng.u

2 3 4 £t "'.'_-. B RETI S R S S
224. | 2 a+3 b+4 . 4 hisoblang. e
2 c+3 d+4 EECEESCIEAR LS
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Tenglamalar sistemasini yeching.

S5x—y-z=0, x+3y=6z=12,

225, {x+2y+3z=14, 226, 33x+2py+5z=-10, g
dx+3y+22=16, w5 iy 2x+5y-3z=6.

~Sx+y+z=0, x+y+z=0,

227. {x—=6y+z=0, ,;, 28. (3x+6y+52=0, .
S lEy-Tz=00 W x+4y+3z=0. 1
ay ant o

ax+by+ez=a-b, ax+by+{a+b)z =0,
"}:229. bx+cy+az=b-c, ‘-'.i_':--_- 'T_‘._.:-zgo, bx+ayv+(a+b)z=0,
CJ’C+ay+bZ =c—a, - X+ y+22 =0. '-.r,;.':—:'f':"'_'.".r'f*.

9 agar g+ b+ e# 0 bolsh

Py
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Cotteen T Ly :_._,,?...:._____,:{_‘.’-7*

11 BOB -~ i
VEKTORLAR ALGEBRASINING ELEMENTLARI

1-§. FAZODA TO‘G'RI BURCHAKLI KOORDINATALAR

Agar fazoda Oxyz to‘g'ri burchakli dekart koordinat sistemasi
berilgan bo‘lsa, u xolda koordinatalari x (abssissa), y (ordinata)
va z (aplikata) bo‘lgan M nuqta M(x; y; z) bilan belgilanadi. A(x,;
Y5 %) va B(x,; y,; z,) nugtalar orasidagi masofa

d = \/(T’Cz “"x;)z +(, "J’l)z +{z, "31)2 (\ (1

formula bilan aniglanadi.
M(x; y; 7) nugtadan koordinat boshigacha bo‘lgan masofa

d=qfx'+y° +12° e
formula bilan topiladi.
Agar oxirlari A(x; y; z) va B(x,; y; z,) bo‘lgan kesma
C(x;y,z) nugta orgali A nisbatda (1-50b, 1-§) bo‘lmgan bolsa,
¢ nugtaning koordinatalari

- Xq+Ax%,  _ »t+Ay, _ gtz
X = ’ = ; r = .
1+4 7 144 144 )
Kesma o‘rtasining koordinatalari SR
- _4n+x, _ W+y, - ztz
X = -—-——-—-—-, = —_— ¥ = ——
> ¥ 2 > (4)

formulalar bilan topiladi.

231. M, (2; 4; —2) va M,(—2; 4; 2) nuqtalar berilgan. MM,
to‘g'ri chizigni A =3 nisbatda bo‘luvchi M nuqtani toping.

Yechish:

Kesmani berilgan nisbatda bo‘luvchi formulalardan foydala-
namiz:

X +Ax, 2+3(-2) y+/1y, 4+34
i 2 . 1

Xy, = = =--l; :
M+ a 1+3 TN 4 143
L z+ Az, —-2+3-2 '
z.M = = -
1+4 - 1+3
Demak, izlangan nugta M{—1; 4; 1) ekan.
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232. Uchlari A(1; 1; 1), B(5; 1; —2), C(7; 9; 1) bo‘lgan
uchburchak berilgan. 4 burchak bissektrisasining CB tomon bilan
kcsishgan D nugtaning koordinatalarini toping.

Yechish: A burchakni tashkil etuvchi tomeonlar uzunliklarini

lopamiz.,

|AC = (e =%, + (e =y, + (20 =2, =T =1 +@-1F +(1-1F =10,

|AB = J(xp =3, + (0 = ) +(z, - 2,0 = G- +(1-D* +(-2~1)* =5.
Demak, |CD|:|.DB|=10:5=2, chunki bissektrissa CB tomonni

o‘ziga yopishgan tomonlarga proporsional bo‘laklarga ajratadi.
Shunday gilib,

. =x(.+/1x327+2-5=_1_?_y _Yethy, 9421 11
Ty 1+2 377" 144 142 30,
L mtAzy _1¥2(2) 0w -

P14 1+2 S

Izlangan nuqta D(17/3; 11/3; —1) ekan.
233. Ox o'‘gida A(2; —4; 5) va B(—3; 2;
barobar uzunlikda turgan nugqtani toping.

Yechish:

M izlangan nuqgta bo‘lsin. Uning uchun |AM I'“[MBI shart
bajarilishi kerak. Bu nugta Ox o*gida yotgani uchun, uning koor-
dinatalari (x; 0; 0), shuning uchun

|AM |= J(x=2) +(~4) +5%, |MBl=(x+3F +27+7°
bo‘ladi, bu tengliklarning ikki tomonini kvadratga oshirib, quy-
idagini topamiz: (x—2)*+ 41 =(x+3)?+ 53 yoki 10x=—17, ya’'ni
x=—1,7. Shunday qilib, izlangan nuqta M{(—1,7; 0; 0).

234, A(3; 3; 3) va B(—1; 5; 7) nugtalar berilgan. A8 kesmani
teng uch bo‘lakka bo‘luvchi C, D nugtalarning koordinatalarini
toping.

235. Uchlari A(l 2; 3), B(7; 10; 3), C(—1; 3; 1) bo‘lgan
uchburchak berilgan. 4 burchakni o‘tmas ekanligini isbotlang.

236. Uchlari A(2; 3; 4), B(3; 1; 2), C(4; —1; 3) bo‘lgan
uchburchak og'irlik markazining koordinatalarini toping.

237. A(3; 1; 4) va B(—4; 5; 3) nuqgtalardan baravar uzoglikda
turgan M nugqta, koordinat boshidan C(0; 6; 0) nuqtagacha bo‘lgan
Oy o‘qidagi kesmani ganday nisbatda bo‘ladl
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a-b=(a,-b)1+a, b},)-_7+(a,—bz)-f

238. Oz o'qida M\(2; 4; 1) va M, (—3; 2; 5) nugtalardan
baravar uzoqlikda turgan nuqtani toping.

239. xOy tekislikda A(1; —1; 3), B(3; 4, 4) va C@4; 6; 1)
nugialardan baravar vuzoglikda turgan nugtani topiog.

2-§. VEKTORLAR VA ULAR USTIDA AMALLAR

Oxyz koordinatlar fazosida berilgan erkin vektor & ni
g=a,-7+a, j+a,-k ko'rinishida tasvirlash mumkin. @ vek-
torni bunday tasvirlash uni koordinata o ‘glari yoki ortiar bo ‘yicha
yoyish deb ataladi. Bu yerda g, a, a, lar a vekiorning mos
o‘glardagi proyeksivalari (4 vektorning koordinatalari) deyiladi,
1, ), k lar esa o‘qlarning ortlari (mos o‘qlarning musbat yunalish
b1lem ustma ust tushgan birtlik vektorlar).

NN K lar @ vektorning koordinat o ‘glari bo yicha tashkil
etuvch:lar: {komponentalari) deb ataladi. & vekiorning kattaligi
a yoki |z | bilan belgilanib |@= ,/af_ +a} +a? formuladan topiladi.

a vektorning yo‘nalishi uning koordinat o‘glari bilan tashkil
gilgan o, B, v burchaklar orqali belgilanadi. Bu burchaklarning
kosinusi (vektorning yo‘naltitruvchi kosinusi)

kb a & a, a"l

R CoS@ =5 = emeaa ¥ o COS}B=-"‘—*=——————-——'
U ¢ 2 2 2 a 2 7
a.'f +al-'+a: Lo t‘
. - WU ’ s

- L
Cosy =

--“(UL‘: fa3+af . T

formuiadan aniglanadi.

Vektorning yo‘naltiruvchi kosmuslan cos’ a+cos /3+cos 4 =1
munosabat bilan bog‘langan. Agar @ va b vektorlar ortlar bo‘yicha
yoyilmasi bilan berilgan bo‘lsa, ulaming yigindisi va ayirmasi

G+b=(a,+b)1+(a,+b) J+(a, +b)k,

SERS

fonnulalardan aniglanadi.

Boshlari ustma-ust tushadigan & va b wvektorlar yig‘indisi
tomonlari & va » bo‘lgan parallelogram diagonali bilan ustma-ust
tushadigan vektor orqali tasvirlanadi. @ —» ayirma shu parallelo-

64

www.ziyouz.com kutubxonasi



gramning ikkinchi diagonali bilan vstma-ust tushib, vektorning
boshi » ning oxirida, oxiri F ning oxirida yotadi (16-chizma).

Ixtiyoriy sondagi vektorlar yigindisi ko‘pburchaklar qoidasi
bo‘yicha topiladi (17-chizma). & vektorni m skalyarga
ko‘paytmasining m-E:mla_r-?+m-ay-}7+m-az°;? formuladan
topiladi. Agar m>0 bolsa, & va m-a@ vektorlar parallel (kolline-
ar) va bir tomonga vo‘nalgan, m<0 bo‘lsa, garama-garshi to-
monga yo‘nalgan bo‘ladi. Agar m=1/a bo‘lsa, @/a vektor uzun-
ligi birga teng bo‘lib yo‘nalishi @ ning yonalishi bilan ustma-ust
tushadi. Bu vektor & vektorning birlik vektori (ort) deyilib, a,

. N P R .
FEARS S IO IS

' s 16-chizma e ‘ A 17-chizma .

bilan bclgllamd1 & vcktor yo‘nallshldagl birlik vektorni tOplSh a
vektorni normallashtirish deyﬂad1 Shunday gilib, g,=a/a, yoki
a = aa,.

Boshi koordinat boshida, oxiri M/ nuqtada yotgan OM vektor
M nugtaning radius-vekitori deyilib, ¥{M ) yoki ¥ bilan belgi-
lanadi. Uning koordinatalari M nuqtaning koordinatalari bilan
ustma-ust tushg'mi uchun uning ort bo‘vicha yoyilmasi
7 =xi +3j +zk ko‘rinishda bo‘ladi. Boshi A(x; y; z,), oxiri
B(x,; y,; 7,) nugtada bo‘lgan AB vektor 4B= ,~7 ko'rinishda
- yoziladi, bu yerda 7; B nugtaning, 5, A nuqtaning radius vektori.
Shuning uchun 4B vekiorning ortlar bo‘yicha yoyilmasi
AB=(x, —x) +{3, — )7 +(z, —z)k ko‘rinishda boladi. Uning
uzunligi A4 va B nuqtalar orasidagl masofaga teng.

AB

—d=\(x,=x Y+, -y) +(z,-7) 4B _ vektorning
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o X, —X -y Z,—Z
yo‘nalishi cosq =—2—-; Cosﬂzb—c}_l; cosy = 2d [

yo‘naltiruvehi kosinuslar bilan aniqlanadi.

240. ABC uchburchakka 4B tomon M va N nuqtajar orgali
teng uch bo‘lakka bo‘lingan: {AM|=|MN|=|NB|. Agar
CA=@,CB=b bolsa, CM vektorni toping.

Yechish:

_ AB=b-a g2 egamiz. Demak, AM = (b- a)f.:
CM =CA+ AM bodlgani uchun CM = a+{b-a)/3=(2a+b)/3.

241. ABC uchburchakda AM to'g‘ri chiziq BAC burchakning
bissektrisasi, M nuqta BC tomonda yotadi. Agar AB=5, AC=c
bo'lsa, 4M ni toping.

Yechish:

BC =c—b ga egamiz. Uchburchak ichki burchakiarining bissek~
trisasi xossasiga asosan |BM ||| MC|=b:¢, ya'ni | BM|{| BC|l=b:(b+c).
Bundan Wzg—i}r-c—(c—b). W=E+m bo‘lgani uchun

m—b+ (c b) _bc+cb
b+ b+e - —

242. ABC uchburchak uchlarmmo radivs-vektorlari %, %, 13
bo‘lsin. Uchburchak medianalari kesishgan nuqtasining radius-
vektorini toping.

Yechish:

BC-—J r,, BD = (r mrg),f2 (DBC tomonnmg o 11331)
AB—rz ny AD= BD+ AB = (r -r);‘2+n I —(r2+f; 2r)/2
AM = (2/3)AD (M — medianalar kemshgan antam), shunmg}

uchun  AM =(r,+1,-2r)/3. " 7

Shunday qilib; T T Rt
r*OM—r + AM = (!’2+r 2)/3+7, yoki r=(n+r-n)/3.
243. g=20i+30; j—60k vektorning uzunligi va yo naltlruvchl

kosinuslarini toping.
Yechish:

a=207 4307 4 60 =70, -
cosa =20/70=2/7;, cos=30/70=3/7, cosy——GO!'}'O-—tS!?
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. 244. Agar A(l 3; 2) va B(5; 8, —1) bo‘lsa, a AB vcktorn1~
topmg
Yechish.: R
v AB vektorning koordinat o‘qlariga proyeksiyalari B va
talarning mos proyeksiyalari ayirmasiga teng:
a,=5-1=4,a,=8-3=5, a,=-1- 2_—3

Demak AB 4l+5 _}' -3, k . | i ,-r_*;t
245. q=3i+4;-12k ni normallashtirlng T TRURE St
Yechish: -

a vektorning uzunligini topamiz: ;a;-‘f;-,-'f
lal \/a +a +d = \/33 +47 +(-12) _13

Izlangan birlik vektor 3
o 8 _3iA 12k 3 5 4= 127 g
jal 13 130013 13

246. ABC uchburchak berilgan. BC tomonida | BM |)| MC |= A
nisbatda M nuqta joylashgan. Agar E=B, AC=c¢ bo‘lsa, AM
ni toping. '

247. AB=a+2b, BC=-4a-b, CD=~5a-73b berilgan. ABCD
trapetsiya ekanligini isbotiang.

248. Agar a= AB+CD,A(0;0; 1), B3;2; 1), C(4;6: 5), D(1;6;3)
bo‘lsa, a vektorning koordinat o‘glariga proeksiyalarini toping.
7. 249. a=mi+ (m +1)}+m(m+ I)E vektorning uzunligini toping.
<. 250. ABC uchburchak uchlarining radius-vektorlari berilgan:

¥a =§+2}+3§, rs =3§+2}+E, re =f+4}+?€.

ABC uchburchakning teng tomonli ekanligini isbotlang.

251, a=i+2j+k—(1/5)(4i+8f+3k) vektorning moduli va
yo‘naltiruvchi kosinuslari topilsin.

252. M (1; 2; 3) va M,(3; -4; 6) berilgan. M, M vektorning

kattaligi va yo nahshl amqlansm
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383, G=47-2j+3F vektor berilgan. Agar b=a, b,=a, va b.=0
bo‘lsa, b ni toping.

254. M nugtaning radivs-vektori Oy o‘qi bilan 60°, Oz o‘gi
bilan 43° Ii burchak tashkil etadi, uning uvzunligi r=8. M nuqg-
taning abssissasi manfly bo‘lsa, uni toping.

Rty X

255. g=i—2j—2k vektorni normallashtiring.

3-§. SKALYAR VA VEKTOR KO*PAYTMA. ARALA.SH\ |
KO‘PAYTMA

1. Skalyar ko‘paytma. : &

a vah vektorlaming skalyar ko ‘paytmasi deb shunday: sonni
aytamizki, u vektorlar uzunliklarini ular oraszdagl burcl;mk ko-
sinusiga ko‘paytmasiga teng: a- b=ab CosQ ..

LT [N E
., Skalyar ko* paytmanmg xossalari: S

1. a- bmla‘ yoki g -|a|
2. Agar g=0 yokl b= 0 yoki alb (noldan fargli vektorlar
ortonailigi) bo‘lsa, a-b=0.

LRSI e ey

o 3. a-b:b-a (o‘rin almashtirish qonuni). j;_:' N "sjs;;@}\ -,3%‘:

4 4 a(b+c) ab+ac (tagsimot gonuni) e

. g'

3. (ma)b a(mb) m(ab) (skalyar ko* paytuvchlga nj%i)atan '

glruhlash gonuni) B2
- Koordinata o‘qlari ortlarining skalyar ko*paytmasi

i=j -% =1, i-j=j-k=i-k=0.
a=ai+ ay}+ ak, b= byi+ b)j+ bk lar berilgan bo‘lsa, ular-
ning skalyar ko‘paytmasi ab = ab +ab +ab formuladan topi-
ladi.

2. Vektor ko‘paytma.

a vektorning b vektorga ko ‘paytmasi deb shunday ¢ vektorni
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aytamizki, u quyidagi shartlarni
qanoatlantirsin (18-chizma).
1. ¢ ning kattaligi @ va b vek-

j -

torlardan yasalgan parallelogramning
yuziga teng (¢ = absmw, Q= a"b)
2. ¢ vektor g va b vektorlarga

perpendikular; ; ) : i
3. a, b, ¢ vektorlar bitta nugtaga i, 18-chizma VAL

keltirilgandan so‘ng o‘ng s;stcmam tashkil etsin. a vektothing b

vektorga vektor ko‘paytmasi @ x b ko‘rinishda yoziladi. #1138}

Vektor ko‘paytimaning xossalari: s

1. b)(a:«-—ax b , o‘rin almashtirish xossasiga cga emas.
2. Agar a=0, yo b=10, yo a||b bo'lsa, ab x= 0 bo‘ladi.

3. (ma)xg = Ex(mg) = m(r,?x l;) {skalyar ko‘paytuvchining gu-

ruhlash gonuni)

4. ax(b+c)=axb+a xc (tagsimot qonum) m .
AN SrEiid e 5§

i, j, k ortlarning vektor ko‘paytmasi uchun
ixi=jxj=kxk=0,
ot xJeJwioE JuE - mi; EximnixE =7
tengliklar o‘rinii.

o,

- - - - - - - : it
a=xi+yj+zk, b=x,i+y,j+z,k vektorlarning vektor

TN

ko‘paytmasi S L |
%‘*"{" - i k z(lﬁﬂuifhls‘iiﬁ Hderil
Tigg i de Eﬂifﬁ}ﬁi:i :‘; axb= oA v ".sje' J “ ~ﬂg:i‘
| KR MY IR O
formula yordanuda toplladl B zﬁvju’fmfgi___ )
‘; \ : : g F 7 I PTLE

Pt
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Yechish. _ : _ ,_ SR
L _ .
a ning b ga vektor ko‘paytmasini topamiz: .

4y

; ; i 3 2 6 -2

axb=6 3 -2::7) (-;’ -

3 6

3 -2 6

Ikki vektorning vektor ko‘paytmasi moduli shulardan yasalgan
parallogramm yuziga teng bo‘lgani uchun

S =|axb| =14’ +42° +21" =49,

“¢ 262. Uchlari A(1; 1; 1), B(Q2; 3; 4), C(4; 3; 2) bo‘lgan

uchburchak yuzini hisoblang.

... Yechish: :

.+ AB, AC vektorlamni topamiz: ; gy y
AB=(2-0i+(3=1)j+(8-Dk=i+2;+3%, ot
AC = {4 - 1):+(3 1)j+(2 l)k 3:+2j+!c i,

AB B, AC vektorlardan vasalgan parallelogram yuzmmg yamu
ABC uchburchak yuziga teng.

% 32 =147 42 -21k

+k
3

..

13
=+
31

23
21

-

_ 2 - -
ABx AC = 2*:_.-4;' +8j -4k,

V4
3=
|

[SE I SV LN

i

1

3
Demak, SAB{-.:%IEEXEE[=—;-\J‘16+64+16:m (kv. birlik).

263. 4+3bh va 3a+b vektorlardan yasalgan parallelogramm

yuzini hisoblang, bu yerda |al-!b[—1 (a f‘b)_ 30°

Yechish:
: (a+3b)x(3a+b) 3axa+axb+9bxa+35xb =

SR e

: =3.0+axb-9axb+3-0=-8axb, -,
" (axa=bxb=0,bxa=-axbh). .-
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Demak, S=8|axbl=8-1-1-5in30° =4 (kv. birlik).
264. a=2i- ]k, b-1+3} —F, c-z+j+4k Iammg aralash

ko‘paytmasini toping. . B RIS e

Yechish: ' SRR T : TG

I |

— = - 3 -1 1 - 3 Lo
ab-c=(1 3 =1=2 +1 -1 =33

LAl 4T T

265. a=2i~57+7k, b=i+ K c=1+2j+2k vektorlﬁhnng

komplanarligini ko‘rsating. saatdu
Yechish:
Uch vektorning aralash ko‘paytmasini topamiz:
2 5 7
-~ = 1 -1 1 -1 1
a‘b'C= ]. ]_ —1:2- . +7 —_
2 2 T 2 1 2
1 2 2

abc=0 bo‘lgani uchun @, d, ¢ lar komplanar.

266. Uchlari A(2; 2; 2), B(4; 3; 3), C(4; 5; 4), DGS‘._. 10
bo‘lgan uchburchakli piramida hajmini toping.
Yechish: ST -
AB, AC, AD lar A nugtada uchrashadigan piramidaning qlr—
ralari bilan ustma-ust tushadi, ularni topamiz:

: ,l,-
REE AB=2T +7+k, AC=27 +37 +2k. AD=37 +37 +4k
Bu vektorlarning aralash ko‘paytmasini topamiz

S — 32 2
AB-AC-AD=\2 3 2 =2-‘ ’—l-‘ :
3 4 3 4
3 3 4

2 3
3 3

+1-

(=7.
&
AB, AC,AD larga qurilgan parallelepipedning 1/6 qismi pi-
ramidaning hajmiga teng, shuning uchun ,V.=.7/ 6 (kv.birlik).
267. (a—b)b—c)c—a) ni hisoblang, %7
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Yechish: e 00 5

(@=b)+(B—-c)+(c—a)y=0 i F»
bo‘lgani uchun, bu vektorlar kom-
planar (19-rasm).

Demak, ularning aralash
ko‘paytmasi nolga teng: " 19-chizma

(@=b)(b-c)e-a)=0.

268. Agar a=4,b=6, (4. b) :%5 bolsa, 3a~2b va 5a-6b
vektorlarning skalyar ko‘paytmasini toping.

269. =37 + 4}+ 5k va b=47+5/-3% vektorlar orasidagi
burchakni toping.

270. m ning ganday qiymatida a= mT+} va b=37 - 3}...4;}
vektorlar perpendikular?

271. Agar a=1, p=2, c=3, (EfE):(EIE):(SIE)zg— bolsa,
2a+3b+4c va SE+6E+?E vektorlarning skalyar ko‘paytmasini
toping.

272. Agar F=2,8=5¢0=(F S)=r/6 bo'lsa, F kuchning

S yo'lda bajargan ishini toping.
273. a= ?+}+ 2k va b=2i++k larga perpendikular bo‘lgan
birlik vektorni toping.

274. a, b, ¢ lar uzunliklari bir xil va jufti-jufti bilan teng
burchaklar hosil giladi. Agar a=i+J, 5=}+E ga teng bo'lsa,
¢ vektorni toping.

275. a=2i+ 2}+E va b =67+ 3}+ 2k vektorlar berilgan. pr 55
va pr EZ} larni toping. |

276. ABCD parallelogramning ketma-ket uchta nugtasiri ra-
dius-vektorlari berilgan: .
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Fa=i+j+k, ra=i+3j+5k, rc =7i+9j+1lk D nuqtaning
ligdius-vcktorini toping.

277. Agar 5—f>0, E—}>O,E-§>O,3-E‘<O, 5—}<0, b-k<D
bo‘lsa, vektorlar perpendikular emasligini isbotlang.

278. a=i+mk,b=i+ j+(m+Dk,c=i~j+mk vektorar m
ning ganday giymatida komplanar bo‘ladi?

279. Noldan farqli x, x,, x;, ¥, Yp Yy T, 25 Z; sonlar

R T TR X%, + ¥y, +2,2, =0, E

x, ¥, Z|=0, xx,+y»m+zz,=0,

X3 YV Iy X, X, + Vo Yy + 2,2, =07
tenglamalarm ganoatlantirishi mumkinmi?

- 280. a= 21+5]+k va b—1+2_; 3k larning vektor ko‘paytmasini

toping.

281. Uchlari A(2; 2; 2), B4; 0; 3), C(; 1; 0) bo'lgan
uchburchak yuzasini hisoblang.

282. E:f—}%—%, Z;=z_'+}+i:_, E=2;+3}+4E vektorlarning
aralash ko‘paytmasini toping.

283. E=7E—3}+2E, 5:3}—7}+8E, E=;—}+}{_ vektorlarn-
ing komplianarligini isbotlang. .

284. Uchlari A(0; 0; 1), B(2; 3; 5), C(6; 2; 3), D35 7; 2)
bo‘lgan uchburchakli piramidaning hajmini hisoblang. BCD yoqqa
tushirilgan piramida balandligining uzunligini toping.

285. A(3;, 7; -2, B(3; 1; —1), C9; 4; —4), D(1; 5; 0)
nuqgtalarning bir tekislikda votishini isbotiang.
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oI BOB S q
FAZODA ANALITIK GEOMETRIYA . . .

o
1

1. Tekislik. .

1) Tekislikning vektor tenglamasi s
rnzp

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda 7 = xi+ y }+zk vektor, tekislikdagi

M(x,y,7) nuktaning radius-vektori; n=icosa+ jcosB+kcosy
koordinat boshidan tekislikka tushiriigan perpendikular yo‘nalishiga
ega bo'lgan birlik vektor; a, 3, v lar shu perpendikulyaring Ox,
"Qy, Oz o'qlari bilan tashkil gilgan burchaklari; r — perpendiku-

lar uzunligi, Yuqoridagi tenglamani koordinata ko‘rinishida yozsak '

xcosa+ ycosf+zcosy—p=0 ()

ga ega bo‘lamiz (tekislikning normal tenglamasi). ot Bt
%) Agar A%+ B +C* 0 bo'lsa, ixtiyoriy tekislik tenglamasini
Ax+By+Cz+ D=0 (2)

ko‘rinishda yozish mumkin. A, B, C lar tekislikka perpendikulyar

N(4,B,C) vektorning koordinatalari. Umumiy tenglamani nor-

mal holga keltirish uchun uni normallashtiruvchi ko‘paytuvchi
| 1 .

=t
# ]| ;A2+BZ+C2

ga ko‘paytirish kerak, bu yerdagi ishora D ning ishorasiga teskari
bo‘ladi.

3) Ax+ By + Cz+ D=0 umumiy tenglamaning .:ususiy hollari:

A=10; bu holda tekislik Ox o‘qiga parallel;

B=0; bu holda tekislik Oy o‘qiga parallel;

C=0; bu holda tekislik Oz o°giga parallel;

D=0; bu holda tekislik kcordinat boshidan o‘tadi;

A= B=10; bu holda tekislik Oz o‘qiga perpendlkular (xQy tek-
1shg1ga parallel);
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A= (C=0; bu holda tekislik Oy o‘giga perpendlkular (sz
tekisligiga parallel),

B= (C=0; bu holda tekislik Ox o‘giga perpendlkulyar (»Oz
tekisligiga parallel);

A= D=0; bu holda tekislik Ox o‘qidan o‘tadi;

B=D=0; bu holda tekislik Oy o‘qidan o‘tadi;

C=D=0; bu holda tekislik Oz o‘gidan o‘tadi;

A=8=D=0; bu holda tekislik xOy (z= 0) tekisligi bllan
ustma-ust tushadi;

A= C=D=0; bu holda tekislik xOz (yv= 0) tekisligi bilan
ustma-ust tushadi;

B =C=D=0; bu holda tekislik yOz (x=0) tekisligi bilan
ustma-ust tushadi.

Agar umumiy tenglamada D0 bo‘lsa, tenglamani D ga bo‘lib,

A e
5' ;fw E“" JE: +- =1 ga ega bo‘lamiz. "~

(bu verda a=—D/A, b= —D/B, C=—D/C) Bu tekzskk’mng
kesmalarga nishatan tenglamasi deyiladi; a, &, ¢ lar tcklshkmng
Ox, Oy, Oz o°qlar bilan kesishgan nuqtalari. ;

4y Ax+By+Cz+D,=0va Ax+By+Cz+D, tek(sflklar orasldagl

burchak

AA +BB +CC !"_.f-.:.\._.,::i-.r.l PSRN
CoOs5p = o

JAZ+BI+CE- J—+Bz +C,
formula bilan aniglanadi.
Ikki tekislikning parallellik sharti
- A/A,=B/B,=C/C,
Perpendikularlik sharti
_ AA,+ BB+ CC =0 €]
5y Mfx,, ¥y 2 nuqtadan Ax+By + Cz +D i0'__ teklshkkacha
Il']ﬂSOfa e S‘,I'; li}iul

3 f--:{ - -, : (6)

IA’“0+BJ’0 +Cz, "‘q
f\. ; ,JAZ +BI+C2 "Tv\-e L ;_.:._: (8)
formula bilan aniglanadi. o
Bu tekislikning normal tenglamasiga M(x,, y,, Z,) nuqtaning
koordinatalarini qo‘yib, natijaning absolut giymati olingan. Na-
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tijaning musbat yoki manfiyligi muqta va koordinata boshini ber-
ilgan tekislikka nisbatan joylanishini xarakterlaydi. Agar M, nugta
va koordinat boshi tekislikning turli tomonida yotsa, musbat, bir
tomonida yotsa, manfly ishora olinadi.

6) My(x,, ¥, z,) muqtadan o‘tib, N =Ai+Bj+Ck vektorga

perpendikular tekislik tenglamasi
Ax=—x) + By —y) + Ca—g) =0 © O
ko‘rinishda bo‘ladi. DR
A, B, Clarning ixtiyoriy qiymatlarida (9) tenglik M nuqtadan
o‘tuvchi dastaga tegishli tekislikni ifodalaydi. Shumng uchun uni
tekishitlar dastasining tenglamasi deyiladi. v

7y Ax+By+Cz+D, +AA,x+B,y+C,z+D,) = 0 (10)

tenglama | ning ixtiyoriy qivmatida
AxtBy+Cz+D =0 (I) Ax+By+Cz+D,=0 (I) .

tekisliklarning kesishgan chizig‘idan o‘tuvchi tekislikni aniglaydi.

(1) va (I1) tenglamalar bilan aniglanadigan tekisliklar paral-~
lel bo‘lsa, u holda tekisliklar dastasi bu tekisliklarga parallel te- .
kisliklar to‘plamiga aylanadi.

8) Berilgan M, (f‘l) M (?‘2) Mg(?‘ ) uch nugtadan o tuvchl
tekislik tenglamasini (bu yerda

;1 =x,?+yl}+zf, ;z =x?f+y2}+zﬁ, ;3 =x31-'+y3}+23z),
——— F2—ri, rs =1 vektorlarning komplanarlik .__shartidan"
(;=x§+y}+z§ radius vektor) topamiz:
(=G - - =0

yoki koordinat ko‘rinishda

X—x y-»n 22—z

3‘*’ ) Xy — X, yz—-y1 zZ,—z(=0. ..
: X=X Vi— -5
:286. 2x+3y 6z+21 0 tcklshk tenglamamm-_ OF
ke]tlnng EARRTS T L I Dy o etyiiedl e e
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Yechish: '
Normalashtiruvchi ko* paytuvchlm toparmz (D 21 >O bo Igam
uchun manfiy ishorani olamiz): g

1 ]

“ V22+32 46 7
Shunday qilib, tekislikning normal tenglamasi
(—2/7yx—(3/7)y+(6/7)z—3=0
ko‘rinishda bo‘ladi. ' '
287. M (3; 5; —8) nuqtadan 6x—3y+27—28=0 telaslu: i
bo‘lgan masofani aniglang. :
Yechish:

‘.e).‘

dm|6 :3-3.5+2-(-8)-28] 41 "';}‘
SO - = —

‘\/62"‘32 +22 7 “'_J-’s ,,.;

ni topamiz. M, nuqtaning koordinatalarini normal tenglamaga
qo‘yganda natija manfiy bo‘lgani uchun, M, nugta va koordinat
boshi tekislikning bir tomonida yotadi.

288. M(2; 3; 5) nuqtadan o<ib, N = 4;+3j+2k vektorga

perpendikular tekislik tenglamasini tuzing.
Yechish:

(9) formuladan foydalanamiz:

 A(x—-D+3(y-3)+2(z-5)=0, ya'ni 4x+3y+2z-27=0.

289, M(2; 3; —1) nugtadan o'tib, 5x-3y+2z-10—-0 teklsllkkh

parallel tekislik tenglamasini tuzing. VR S i

¢ Yechish: T
(9) formuladan T

';_i ;3

Ax—2)+B(y—3)+C(z+1)=0

© Berilgan tekislikning normali »=(5,—3,2) bilan izlangan
tekislikning normal vektori ustma-ust tushadi, demak,
A=5, B=-3, C=2 va izlangan tekislik tenglamasi
S(x=2)—3pr—3)+2(z+1)=0 yoki 5x—3y +2z+1=0 boladi.
290. P(2; 3; ~35) nugtadan koordinat o‘glariga perpendikular
tushirilgan. Ularning asosidan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.
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Yechish: - -

Koordinat tekzshklarlga tushmlgan pcrpendlkularlammg as0si
M\(2; 3; 0), M2, 0; —5), M,(0, 3; —5) nuqtalar bo‘ladi. |,

1D formulani qo‘llab, M|, M,, M, nuqtadan o‘tadigan

=2 y-3 z PP
0 . 3 S5(=0 by owitnong
i _2 _'.:". 0 _5 .

yoki 15x + [0y —6z —60 =0 tekislik tenglamasini hosil gilamiz.

291. A(5; 4; 3) nugtadan o°‘tuvchi va koordinat o‘glaridan teng
kesmalar ajratuvchi tekislik tenglamasini yozing.

Yechish:

(4) tekislikning kesmalarga nisbatan tenglamasidan foy-
dalanib, (¢ =b=c) x/a +y/a +z/a=1 ga ega bo‘lamiz. A nu-
gianing koordinatalari izlangan tekislik tenglamasini ganoat-
lantiradi, shuning uchun 5/a +4/a+3/a =1, bundan a =12.
Shunday qilib, x+y+3z—12=0 tenglamaga ega bo‘lamiz.

292, x+y+5z—1=0, 2x+3y —z+2=0 tekisliklarning
kesishgan chiziglardan va M(3; 2; 1) nuqgtadan o‘tuvchi tekislik
tenglamasini yozing.

Yechish: "

(10) formuladan foydalanib quyidagini yozamiz: \
X+y+5z-1+AQ2x+3y—-2z+2)=0 “_
M nugtaning koordinatalari bu tenglamani ganocatlantirishidan j,

ni topamiz: 3+2+5-14+A4(6+6-1+2)=0, bundan 4=-9/13.
Shunday qilib, izlangan tenglama

x+y+35z-1 _i(Zx +3y-z+2)=0, yoki Sx+14y—747z+31=0
bo*ladi. 13
293, x+3y+52—4=0 va x—y—2z7+7=0 tekisliklarning
kesishgan chizig‘idan o‘tuvchi va Oy o‘giga parallel bo‘lgan tekislik
tenglamasini tuzing. )
Yechish:

Tekisliklar dastasining tenglamasidan foydalanamlz ':-5 {
e X+3y+5z-4+A(x—y-2z+7)=0 MG
e 1+ + G-y +(5-24)z+74-4=0 saghhida
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izlangan tekislik Qp o‘giga parallel bo‘lgani uchun uning oldidagi
koeffisient nolga teng bo‘ladi: 2—-A =0, ya’ni, A =3. Buning
giymatini dasta tenglamasiga qo‘yib topamiz: 4x —z+17=0.

294, A(2; —1; 4) va B{(3; 2, —1) nugtalardan o‘tib,
x +y +2z—3=0 tekislikka perpendikular tekislik tenglamasini
toping.

Yechish: . L

Izlangan tekislikning normal vektori N sifatida 4B = {1;3;—5}
ga va berilgan tekislik normaliga perpendikulyar vektorni olamiz. .
Shuning uchun A sifatida AB va n larning vektor ko‘paytmasini.
olamiz:

— I -2 2' -_,2 3’ _)3 -2
N=A4ABxn=|1 3 -5|=i + J +k
_ -4 3 35 5 4
- 1 1 2
. M(3;—1;—5) nuqgtadan o‘tuvchi va N={2; I; —2} w,rvtakltorga']A
perpendikular tekislik tenglamasi formulasini qo‘llab topamiz |
' 2(x—3)+(y+1)—2(z+5)=0 yoki 2x+y—2z—15=0
- 296. Quyidagi 1) x+ty—z—2=0; 2) 3x+5y—dz+7=0 tekislik
tenglamalarini normal holga keltiring.

297. M1, 3, —2) nuqtadan 2x—3y—4z+12=0 tekislikkacha
masofani toping. M, nuqta tekislikka nisbatan ganday joylashgan
ba'ladi.

_ 298. M (2; 3; —5) nugtadan 4x—2y+5z+2=0 tekislikka tu--'f’-
" shirilgan perpend1ku]yar uzunligini toping.

299.1) Koordinat o‘glaridan teng kesmalar aJranb M(—2; 3; 4)
nugtadan o‘tuvchi: ",

2) Oz o‘gidan ajratgan kesmasi Ox, Oy lardan ajratgan kes-.-
masidan 2 marta ortig va N(2; —1,; 4) nugtadan o‘tadigan tBlehk
tenglamasini tuzing. ;

300. 3x + 2y — z + 5 = 0 tekislikka perpendikular bo‘lib va ;
P(2: 0: —1)

Q(1; —1; 3) nuqtalardan o‘tuvchi tekislik tenglamam tuzilsin.

301, 2x—-5y+2z+5=0 tekislikda shunday M nuqiani topingki,
OM to‘g'ri chiziq koordinat o‘glari bilan bir xil burchaklar
tashkil etsin.

,=2F+}—2EF_.;.

PR RTINS Ay RS
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302. P@4; —3; 12) muqgta koordinat boshidan tekislikka tu-
shirilgan perpendikularning asosi ekanligini bilgan holda tekislik
tenglamasini toping.

303. Koordinat o‘glaridan o‘tib, 3x—4y+5z—12=0 tekislikka
perpendikulyar tekisliklar tenglamasi tuzilsin.

304, Nugtalan P(1; —4; 2), Q(7; 1; —5) nuqtalardan baravar
uzoglikda turgan tekislik tenglamasini tuzing.

305. PO; 2; 0); O2, 0, O) nugtalardan o‘tib, x=0 tekisligi
bilan 60° gradusli burchak tashkil etuvchi tekislik tenglamasi tuzilsin.

306. M(1; ~1; —1) nuqtadan o'tib, biri Ox o‘qini, ikkinchisi
Oz o*qini o‘z ichiga olgan tekisliklar orasidagi burchakni aniglang.

307. Koordinat boshidan va P(4; —2; 1), Q@2; 4; —3) nuqta-
lardan o‘tuvchi tekislik tenglamasi tuzilsin.

308, 2x+2y+z-7=0, 2x—y+3z—3=0, 4x+5y—27~12=0 tekis-
likning kesishgan nuqtasidan va M(0; 3; 0); N(1; 1; 1) nuqta-
lardan o‘tgan tekislik tenglamasini yozing.

309, x+5p+97—13=0, 23x—p—5z+1=0 tekisliklarning kesish-
gan chizig‘idan va M(0; 2; 1) nuqtadan o‘tuvchi tekislik tengla-
masi tuzilsin.

310. Ox, Oz o‘glardan bir xil kesmalar ajratuvchi va
x+2y+37—-5=0, 3x—2y~<+1=0 tekisliklarning kesishgan chizig‘idan
o‘tuvchi tekislik tenglamasini.yozing.

311, xOy tekisligi bilan 60° gradusli burchak hosil qil-

gan, (14+2)x+ 2y +2z-4=0, x+y+z+1=0 tekisliklaming ke-
sishgan chizig‘idan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing. '

312, 2x—y-12z—3=0, 3x+y~Tz—2=0 tekisliklaming kesish-
gan chizig‘idan o‘tuvchi, x+2y+57—1=0 tekislikka perpendikular
tekislik tenglamasi topilsin.

313. Ax+By+Cz+D=0, Ax+By+C,z+D=0 tekisliklarning
kesishgan chizig*idan, koordinat boshidan o‘tuvchi tekislik teng-
lamasini yozing. '

314. M(0; 4; 1) nugtadan o‘tuvchi va E=;+}+§, E=E+}“E
vektorlarga parallel bo‘lgan tekislikni toping.

315. 5=7+2j+k vektor x+y+27—4=0 tekislik bilan ganday
burchak tashki! etadi. _ o

LYA
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B T P g

2. To‘g'ri chiziq.
1} To'g’ri chizigni ikki z‘ekrslzkmng kesiskgrm *v#iztg“ﬁfﬁﬁcb
garash mumkin:

Ax+By+Cz+D =0,
Ax+Byy+Cyz+ D, =0,

2) Bu tenglamada ketma-ket x va y ni yo‘gotib, x=aztc,
y=bz+d ga ega bo‘lamiz. Bu yerda tog'ri chiziq uni x0z, y0z
tekisligiga proyeksiyalovehi ikkita tekislik bilan aniglangan.

3) Ikki M,(x; y; z,), M)(x,; ¥, z,) nuqtadan o‘tuvchi to‘g
chiziq tcnglamasa :

o XX YN 2%

X=X M—h B

4 M(x; y; z,) nugtadan o‘tib, S=fi+ m-j_-i-n}— vektorga
parallel to‘g’ri chizigning kanonik tenglamasi:
x_xj:y—ylzzﬂzl . . [P
: 4 m R ot k
. Xususiy holda, uni quyidagicha 3
X=X _ ywyl";: z—z
cosex cosfJ cosy

yozish mumkin, bu yerda o, B,y to‘g‘ti chiziqning 6‘qlar bilan
tashkil qilgan burchaklari. Tof g 1i chizigning yo‘naltiruvchi Kosi-

nuslari
{ m

- COSLY =m~;-~——2—-—’, COS,B*——“——_‘.—-ﬁ,
o L NGRS TNy NTEmt _
.-_:' ‘ by oqeg n b .ot

COSYy S—pome——m==x = . »

formulatar bilan aniglanadi.
3) Kanonik tengfamalarda ¢ parameir kiritib, parametrik teng-
Iamalarga kellsh mumkin:

A X =4 x, ERT I e
e E.a. ; y=mt + . '
el ¥ y]y 3t
) . .
Z:nt+zl' "'i'ﬁ"f:n: TRy MRy onlC
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6) Kanonik tenglamalar bilan bcnlgan ikki tof g ri chizic
o oramdagI burchak: 2t
: 2,8, +mpm, +nn,

Cos@ = , e
\/£2+m, SRR S T &)

o fl [y=mim,=nin,, i ®)
. : : VG |
Y f f f + m L, -+ R, = 0 (7)

(6) ikki to‘g‘ri chizigning parallellik, (7) perpendikularlik
shartidis.

7) Kanonik tenglamalar bilan berilgan ikki to‘g‘ri chizigning
bir tekislikda votish sharti:

& o =% N—h

Agar £, m, n lar £,, m,, n, larga proporsioanal bo‘lmasa, u
holda ko‘rsatilgan munosabat ikki to‘g‘ri chizigning fazoda kesi-
shishining zarurly va yetarli shartidir.

8} (x—x))/¢={y—y)/m=(z—z))/n to'g'ri chiziq va
Ax+By+Cz+D=0 tekislik orasidagi burchak formuiasi:

Al + Bm+Cn o duse

Sil‘ltp = : S = = » RER L
AL B +C N m i N @
. AL +Bm+Cn=0, b (10)

(10) va (11) to‘g'ri chizig va tekislikning parallellik va per-
pendikularlik shartidir.

9) To‘g'ri chizig va tekislik kesishgan nugtasini topish uchun
ularning tenglamasini birga yechish kerak,

a) Agar A¢ +Bm+Cnz0 bo‘lsa, to‘gri chiziq tekislikni kesadi.
. b) Agar Ag¢ +Bm+Cn=0, Ax,+By,+Cz;+D#0 bo'lsa,
to‘g ri chiziq tekislikka parallel boladi.
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d) Agar A¢ +Bm+Cn=0, Ax,+By,+Cz,+D=0 bolsa,
to'gri chiziq tekislikda yotadi.

316. 2x—y+3z—1=0 va Sx+4y—z—7=0 to‘g‘ri chiziq tengla-
masini kanonik holga keltiring.

Yechish:

T-usul. Avval y, sungra z ni yo‘qotib, quyidagi tenglamalarni
topamiz.

13x+11z=11=0, 17x+1iy—22=0

Har bir tenglamani x ga nisbatan yechib:

x_ll(y—2)_ll(z~l) x y-2 z-1 A

-17 g3 vEn T 13
ni hosil gilamiz.

2-usul. I1zlangan to‘g‘ri chiziqga parallel S = f}+m}+ nk vek-
torni topamiz. U Ni= 2?-}+3%, Na= 5§+4}-?«; vektorlarga
perpendikular bo‘lgani wuchun S ni __N:, N2 larning vektor
ko paytmasi deb garash mumkin: -

o CR
B §=ﬁ1xﬁ2= 2 -1 3 :—115+]7}+]3-k'.
5 4 -1

Shunday qilib, ¢=—11, m=17; »=13. M (x; »,; ;) sifatida
(undan izlangan to‘g‘ri chiziq o‘tadi) koordinat tekislikiaridan
birl bilan (masalan, yQz tekisligi bilan) kesishgan nugtani olish
mumkin. Bunda x=0; y,; z, larni berilgan tekislik tenglamalaridan
topish mumkin: _ .

-y+3z-1=0, L ,$k
4y—z—-7=0.

Bu sistemani yechib, y =2, z=1 larni topamiz. Demak, iz-
ldngan to‘g‘ri chizig tenglamasi x/(—1)=(y—2)/17=(z—1)/13 boladi.

 (2x+3y+32-9=0, o

y 317. 4x+2y+z—8=0 to‘gri chizigni chizing. o
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Yechish: .. g8 R

Izlangan to‘g‘ri ChlZlqnl teklshklarnmg _
kesishgan chizig‘i deb garash mumkin. Bu-":
ning uchun tekislik tenglamalarini kesmalar- "~
ga nishatan yozib olamiz: x/4,5+y/3+z/3=1,
x/2+y/4+z/8=1. Berilgan tekisliklarni chi-
zib, izlangan to‘g‘ri chizigni hosil gilamiz :
(20-chizma). v Sime

318. Koordinat boshidan 20-chizma
(x—2)/2=(y—1)/3=(z—3)/1 to’g'ri chizigga -*"
perpendikular tushiring.

Yechish:

To'g'ri chiziq va tekislikning perpendikularlik sharti (II) ni
qo‘llab, koordinat boshidan o‘tuvchi va berilgan to‘g‘ri chizigga
perpendikular tekislik tenglamasini tuzamiz. Bu tenglama
2x+3y+z=0 bo‘ladi. Bu tekislik bilan beriigan to‘g‘ri chizigning
kesishgan nugtasini topamiz. To'g'ri chizigning parametrik teng-
lamasi x=2¢+2, y=3¢+1, z=r+3. ¢ ni 2Q2t+2)+3(3t+1)+¢+3=0
dan topamiz, bundan /=-5/7. Kesishish nuqtasining koordina-
talari x=4/7, y=—8/7, z=16/7 , ya'ni M(4/7, —8/7; 16/7). Koor-
dinat boshidan va M nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi
x/(4/N)=y/(—8/T)=z/(16/7) yoki x/1=y/(—2)=z/4 bo'ladi.

319. To‘g‘ri chizig x/2=y/(—3)=¢/n tenglamasida n ni shun-
day aniglash kerakki, bu to‘g’ri chiziq (x+1)/3=(y+5)/2=z/1
bilan kesishsin va kesishish nuqgtasini toping.

Yechish: : ;

n parametrini topish uchun ikki to‘g‘ri chizigning kesishish"
sharti (8) dan: 5’

.x‘=_13 y3=_53 ZI:O: x[=0= y2=09 Z2=0: '€]$39 m|=23 ﬂ]=1,\.

£,=2, m=-3, n,=4 deb faraz qilib, quyidagini topamiz:

s 0'
w !3 2 =0 yoki Zn+10+3—15n=0, ya’'ni n=1.
52 —-3 nl ads

_Berilgan to‘g'ri chiziglarning kesishgan muqtasini topish uchun
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birinchi tenglamadan x, y ni z orqali ifodalaymiz: x=2z, y——3z
Bu giymatlarni (x+1)/3=(y+35)/2 ga qo‘yib topamiz:

(2z+1)/3=(—-37+5)/2, bundan z=1; x=27=2, y==3z=-3,
Demak, M(2; —3; 1).

320. M(3; 2; —1) nugtadan o‘tib, Ox o“qi bilan to‘g‘ri burchak
ostida kesishadigan to‘g‘ti chizig tepglamasini tuzing. s

Yechish: ' :

Izlangan to‘g‘ri chizig OX o‘giga perpendikular va uni kesgam'.%
uchun N(3; 0; 0) nuqtadan o‘tadi. M, N nugtalardan o‘tuvchi -
to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzamiz:

(x=3)/0=(y—=2/(—2=(z+1)/1.

321. x+y—2z~6=0 tekislik va undan tashqgarida M(1; 1; 1)
nuqta berilgan. Berilgan tekislikka nisbatan M nugtaga simmetrik N
nuqtani toping. .

- Yechish:
M nugtadan oftuvchi ixtivoriy to‘g‘ri chiziq tenglamasini yo-
zamiz: (x—~1)/e=(y—1)/m=(z—1)/n. l

Teksilikka perpendikular bo‘lgan te‘g'ti chizigning yo'naltiruvchi
vektor koordinatalan (1; m; #) ni tekislikning normali #=1{1, 1, —2}
bilan almashtirish mumkin. U holda bu to‘g‘ri chizigning tenglamasi
(c—1)/1=(3—1)/1=(z—1)/(—2) ko‘rinishida yoziladi.

x+y—27—6=0, (x—1)/1=(y—1)/1=(z—1)/(—2) tenglamalarni .
birga yechib berilgan tekislikka proyeksiyasini topamiz. Bu to‘g‘ri
chiziq tenglamasini x=¢+1, y=t+1, z=—2r+1 yozib, uni tekislik
tenglamasiga qo‘yib, t=1 ni topamiz, bundan x=2, y=2, z=—1.

Simmetrik nugtaning koordinatalanri g ={x,,+x,)/2, y=(y,, t¥)/2.
7=(z,,+2,)/2 lardan topiladi, ya’ni:

2={1+x/2, 2={1+1)/2, —1=(1 +2)/2, bundan x,=3,
=3, zy=—3.

Demak, N(3; 3; —3).

322, {x~—1)/2 =y/3=(z+1)/(—1) to‘g‘ri chiziq va undan tashga-
rida M(1; 1, 1) nuqta berilgan. Berilgan to‘g‘ri ch1z1qqa msbatan
M nuqtaga SImmetnk bo‘lgan N nugtani toping. : :
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Yechish: Lo e

Nuqtani bcnlgan to‘g ri chlzqua proyek51yalovch1 tck,l‘slﬂ{ teng—
lamasi T R

A(x—D)+B(y—-D+C(z—=1)=0

ko*rinishida bo‘ladi. To‘gri chizigga perpendikular normal vektor
koordinatalari {A4; B, C} ni berilgan to‘gri chizigning yo‘naitiruvchi
vektori {2; 3; —1} koordinatalari bilan almashtiramiz, u holda
2(x—1)+3(y—1)-{z—1)=0 yoki 2x+3y—z—4=0 ga ega bo‘lamiz.

M nugiani to‘g'ri chizigga procksiyasini topamiz. Buning uchun
2x+3y—z2—4=0, (x—1)/2=y/3=(z+1)/(— 1) tenglamalarni
birga yechamiz. Berilgan to‘g’ri chizigning parametrik tenglamalari
x=2f+1, y=3¢, z=-—1—1 bo‘ladi. x, y, z larni tekislik tengla-~
masiga qo‘yib, {=1/14 ni topamiz. Bundan x=8/7, y=3/14,
z=—15/14. Kesma o‘rtasini topish formujalaridan foydalanib,

© simmetrik nuqtaning koordinatalarini topish mumkin, va’ni:

8/7=(1+x)/2, 3/14= (1 +p)/2, — 15/14 = (1 +z,)/2,
bundan x,=9/7, y,=—4/7, 2,=—22/7. Demak, N(9/7,—4/7, —22/7).

323, (xFD2= DA - 1)=(z—2)/3 10°gri chizigdan
X/ (D= 2)/2=(2-3)/(—3) to‘gri chiziqqa parallel tekislik
o‘tkazing.

Yechish:

Birinchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini xOyp va yOz tekisliklariga
proyeksiyalanuvchi ikki tekislik tenglamalari yordamida yozamiz:

(x+1)/2=(y—1)/(—1) yoki x+2p—1=0,
g (—DA=1)=(z-2)/3 yoki 3p+z=5=0.
" Bu to’gri chizigdan o‘tuvchi tekisliklar dastasining tenglamasi
U xH2y—1+ 3 By+z=5)=0 yoki x+(2+33)y+irz—(1+5 ,x) =0
bo‘ladi.

Bu to‘g‘ri chiziq tekislikning parallellik shartidan foydalanib 3,
ni shunday aniglaymizki, dastaning unga mos tekisligi ikkinchi
tekislikka parallel bo'lsin. —1 - 1+2(2+3 1)=0 ga ega bo‘lamiz, voki
33, +3=0, bundan ) =—1. Shunday qilib, x—y—z+4=0 izlangan
tekislik tenglamasidir.

324, (x—V)/1=(y+1)/2=2/3 to'g'ri ch121qru x+y-—-2z7—5=0 tekis-
likka proyeksiyasini toping,. ST
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Yechish: S R

Berilgan ta‘g‘ri chizig tenglamas1m sz va yOz tekisliklariga
proyeksiyalovchi ikki tekislik tenglamasi ko‘rinishida yozamiz:

(x—1y/1=(y+1)/2 yoki 2x—y—3=0,

- (x—1)/1=¢/3 yoki3x—z—3=0.

Berilgan to‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi tekisliklar dastasmmg teng-
lamasini ushbu

2x—y—=3+ 5 (Bx—z=3)=0 yoki (2+33)x—y—Az—3(1+))=0
ko‘rinishida vozamiz. Tekisliklar perpendikularligining shar- -
tidan fovdalanib, tekisliklar dastasidan berilgan chizigni ber-
ilgan tekislikka proyeksivalovchi tekislikni ajratib olamiz:
1(2433)+1(—1)+2(—1)=0 yoki »+1=0, bundan x=—
Demak, proyeksiyalovchi tekislik tenglamasi
2x—p—3+(—D(3x—z—3)=0 yoki x+y—z=0 Kko‘rinishda bo‘ladi.
[zlangan proyeksivani ikki tekislikning kesishgan chizig‘i (ber-
ilgan va proyeksiyalanuvchi} kabi aniglanishi mumkin.

325. M(5; 3; 4) nugtadan o‘tib, §=2-7+5-7-8.% vektorga
parallel to‘gri chiziqning tenglamasini tuzing.
v Yechish:
" To‘g‘ri chizigning kononik tenglamalaridan foydalanamiz.

" (2) tenglamalarda
£=2 m=5n=-8 x, =5y =3 z=4

deb olib, x-5)_ ;3) = (z _84) tenglamani hosil gilamiz.
> -

¢, 326, M(1; 1; 1) nuqtadan o‘tib, 5 =2—?+3-}+E va
5, =3-§+f+2-!'5 vektorlarga parallel to‘g’ri chizigning tengla-

masini tuzing.
Yechish: BN

., To'g'ri chiziq 5 x5, = 5.-7—7~7-k vektorga parallel bo‘lganligi

uchun, u (xs D _(y 11)_: (z ;]) tenglama bilan aniglanadi.
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| X+2y+3z-26=0, ot
327. x4 y+dz—14=0 10°g‘ri chizigning koordmata te]ﬂs—

llklapga proyeksiyalari tenglamasi tuzﬂsm Sl iﬁ
2x+3y~162-T7=0,
328 Ix+y-172=0 to* g i cluztk tenglamas;m kanomk

ko‘rinishga keltiring.

jx=2y-5=0, SR
329. a3 +8=0 to‘g‘ri chiziqnir';";g_ -_k?@m@a??%?.anﬂ-ibllan
) Gl Gedals T e
-tashkil gilgan burchaklarini toping.

330. M(1; —2; 3) nuqta o'tib, Ox va Qy o'qlari bilan 45°, 60°
li burchak tashkil etuvchi to‘g’ri chiziq tenglamasini toping. o

2x+3y+z-6=0,

331. N(5; —1; —3) mugtadan o‘tib, 4x—S5y—z+2=0 to‘gx‘?i‘_“-l_:

i49;

chmqqa parallel to‘g'nl chiziq tenglamasini yozing.

332. (x—D/(—1)=(y—2)/5=(z+4)/2 va (x*2)/2—(y—5)/(*2)— '
=(z—1)/3 to‘g‘ri chiziglarning kesishgan nugtasini toping.

333. Parallelogrammning ketma-ket uchta uchi A4(3; 0; —1),
B(1; 2; —4), C(0; 7; —2) berilgan. AD, CD tomonlari tenglamas-
ini toping.

334, M(2; —5; 1) , N(—1; 1; 2) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri
chizigqning parametrik tenglamasini toping.

335, x/1=(y=3)/2=(z—2)/1 va (x=-3)/1=(y+1)/2=(z—2)/1 pa-
rallel to‘g’ri chiziglar orasidagi masofani hisoblang.

336. A(—1; 2; 3), B(2; —3; 1) nuqtalar berilgan. M(3; —1; 2)
nugtadan o‘tib, 48 ga parallel to'g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

4x—y—z—+12=90, 3x-2y+16=0, o
337 yez-2=0 A z=0 to‘g‘ri chiz-

iié:]lar orasidagi burchakni toping.
. 2x—y=2,
338. yOz tekisligida koordinata boshidan o‘tib, y42z=-2

- 10°g‘ri chizigga perpendikular to‘g‘ri chizigni toping.
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339. ABCD parallelogrammning ikki uchi: C(—2; 3; 5),
D(0; 4; —7) diogonallarining kesishgan nugtasi M(l; 2; —3.5)
berilgan. A8 tomon tenglamasini toping.

340. ABC uchburchak x+2y+4z—8=0 tekislikning koordinata
o‘glari bilan kesishishidan hosil bo‘lgan uchburchakning xOy
tekisligiga parallel o‘rta chizig‘ining tenglamasini toping.

341, A(L; 1; 1), B(2; 3; 3), C(3; 3; 2) nuqtalar berilgan. 4
nuqtadan o‘tib, A8 va AC vektorlarga parallel to‘g'ri chiziq teng-
lamasiri tuzing.

342. M(0; 2; 1) nugtadan o‘tib, a:?+2}+2§, 5=3f, c=3k
vektorlar bilan teng burchaklar tashkil etuvchi to'g'ri chizig
tenglamasini tuzing.

343. (x+1)/3=(y—2)/(—1)=z/4 to‘g‘ri chizigdan o‘tib,
3x+y—z+2=0 tekislikka perpendikular tekislik tenglamasini
tuzing.

344, x/2=(y+3)/1=(z—2)/(—2) togn ch121qnmg tekislikka
proyekmyam tenglamasini yozing. )

A

2-§. IKKINCHI TARTIBLI SIRTLAR -

1. Sfera.
Dekart koordinata sistemasida markazi C(a; b; ¢) va radiusi r
bo‘lgan sfera
(x—a)+(y—by+(z—c)'=r* M
tenglama bilan aniglanadi.
Agar markaz koordinata boshida votsa, tenglama

x2 _|_y2 +ZE= .
ko‘rinishida bo‘ladi. e
345, x?+y?+gi—x+2y+1=0 sferaning markazi va raditini to-
piIlg_ . o
Yechish:

Sfera tenglamasini (1) kanonik ko‘rinishga keltiramiz, x, y, 2
larmni o°z ichiga oluvchi xadlarini to‘la kvadratga to‘ldiramiz:

AT e

(x’ —_x+11;)—%+(y2+2y+1)-1+zz+1 =0

91

www.ziyouz.com kutubxonasi



" yoki,; EOE

PR - ' 1 \ ) ; 1 :
G s g
;-;:' Demak, sferaning markazi C(1/2; —1; 0), radiusi r=1/2.

346. Markazi xQp tekisligida yotuvehi, A(1; 2; —4), B(1; —3; 1),

- C(2; 2; 3) nuqgtalardan o‘tuvchi sfera tenglamasini tuzing.

Yechish:

A, B, C nuqtalar (x—ay+{y—b)*+z2=r cferaga tegishli (markazi
x0y tekisligida yotadi, ya'ni ¢=0) bo‘lgani uchun ularning koor-
dinatalari izlangan tenglamani ayniyatga aylantiradi, shuning uchun

(1—ay+Q—b)*+(—4)=r, (1—a)l+(—3-bP+1=£,
(2—a)+(2—b)+32=p2

Bundan (2—5y—(—3—5by*=~15, ya’ni 10b=10, (1—agp+Q2—H="7

Demak, a=-2, b=1. Sferaning markazi C(—2; 1, 0) bo‘ladi.
So‘ngra '

ri=(—a)+(2~b)+16=(1+2)+(2—1)*+16=26. Shunday qilib,
izlangan tenglama (x+2)2+(y—1)2+z*=26 ko‘rinishda bo‘ladi.

(x=3) +(y+2) +(z—-1)* =100,
7 ABC2x~2y-249=0
markazini toping. AT
Yechish: o
Sferaning markazi C(3; —2; 1) dan 2x—2y—z+9=0 tekislikka
perpendikular tushiramiz, uning tenglamasi
(x=3)2=(+2)/(—2)=(z—1}/(—1) (*)
(perpendikularning yo‘naltiruvchi vektori sifatida berilgan tekisli-
kning normal vektorini olish mumkin). {*) to‘g‘ri chiziq bilan
berilgan tekislikning kesishgan nuqtasini topamiz. Bu nugta ayla-
naning markazidir. To‘g'ti chizig tenglamasini parametrik ko‘rinishda
yozamiz: x=2;+3, y=-32t—2, z=—t+1. Bu x, p, z larni tekislik
tengiamasiga qo‘vamiz: 2(2¢/+3)—2(—2r-2)—(—t+1)+9=0, ya’'ni
t=—2. Demak, x=2(—2)+3=—1, y=—2(—2)—2=2, r=—(—2)+1=3
ya’'ni aylananing markazi C(—1; 2; 3) bo‘ladi. Sferaning markazi
C(3; —2; 1) nugtadan 2x—2y—z-+9=0 tekislikkacha masofa 4 ni
topamiz: . . e i g e

aylananing radiusi va

S 3N PR P

TRy

' o Iy

BT " [ o Lo [
i b g

it . Sy VO IR A%

y A E AR
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ey 2:3+42:2-149
L, d= =
e N2 422 51
Aylana radiusini r*=R?— ¢? dan topamiz, bu yverda R sferan-
ing radius. Shunday qilib, 2= 100—36—64, ya'ni r=38.
348. 1) (x+1)H(p+2)3+22=25; 2) 2+ —4x+oy+2z=2;
3) 2x42y 22404y —3712=0; 4) Xy +i=2x
5y x*+yl=4z-3;
sferalarning markazi va radiusining koordinatalarini aniglang.
349, M(1; —1; 3) nugta 1) (x—1)2+(p+2) *+7?=19;
2) X2+t +—x+y=0; 3) x* ' +7'—4x+y—2z=0 sferalarga nis-
batan ganday joylashgan.
350. Agar M{4; —1; —3) va N(0; 3; —1) nugtalar sfera di-
ametrlaridan birining oxirlari bo‘lsa, sferaning tenglamasini tuzing.
351. =0 koordinata tekisligi bilan (x—1)>+(y—1) +(z—3)*=25
sferaning kesimida hosil bo‘lgan aylana tenglamasini yozing.
352, x2+y2+z2=100, 2x+2y—z=18 aylananing rad1us1 va marka-
" zining Koordinatalarini toping.

2. Silindrik sirtlar va ikkinchi tartibli konus.

F(x; »)=0 tenglama fazoda yasovchisi Oz o'qiga parallel bo‘lgan
silindrik sirtni ifodalaydi. Shunga o‘xshash F(x; z)=0 yasovchisi
Oy o‘giga, F(y;0)=0, Ox o‘giga parallel bo‘lgan silindrik sirtni
ifodalaydi,

Ikkinchi tartibli silindrik sirtlarning kanonik tenglamalari:

y2 ﬁf‘}”
— -+ =1 — elliptik silindr; .

=
b
o

~*5=1 - giperbolik silindr;

S Tl
ESEIR -

w=2px — parabolik silindr. .
Uchala silindrning vyasovchilari Oz ofqiga paralIeI

 yo‘naltiruvchisi esa, xOy tekisligida yotuvchi ikkinchi tartibli egri
chiziq (ellips, giperbola, parabola). Fazoda egri chiziqni para-
metrik shakida yoki ikki sirtning kesishgan chizigi deb garash
- mumkin.
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Masalan, eliptik silindming yo naltu'uvchlsl ya'ni xOy tek-
isligidagi ellips tenglamasi .

\.r‘g

Xy B mu i anid

¥o'rinishda bo'ladi, xuddi shunga o‘xshash, -

larning o‘qlari mos ravishda Oy, Ox lar hisoblanadi.
o 353. 1) x*=4y, 2) z*=xz tenglamalar fazoda qanday sirtni
ifodalaydi? Silindrik sirtning yo‘naotiruvchisi xX2=4y, =0 para-
boladir.

Yechish:
1. x*=4y yasovchisi Oz o‘qgiga paralicl bo‘lgan parabolik silindrni
‘ifodalaydi. Silindrik sirtni yo*naltiruvchisi x*=4y, z=0 paraboladir.
© 2. z7=xz ni z{z—x)=0 ko'rinishda tasvirlash mumkin. U ikki z=0,
z=x tenglamaga ajraladi, ya’ni ikki tekislikni (xOy va bissektral
tekislikni)} aniglaydi.

354, x*+y?—27>=0 konus yp=2 tekisiik bilan ganday chiziq
bo‘ylab kesishadi?

Yechish:

Tenglamalardan y ni yo‘qotib, izlangan chiziq tenglamasini
topamiz:

x+4-272=0 yoki 7*/-x}/4=1. Demak, izlangan Kkesishish
chizigi y=2 tekisligidayotuvchi giperboladir, uning haqiqiy o‘qi
07 o'qiga, mavhum o°gi esa Ox o‘giga parallel.

355, Uchi M(Q; 0; 1) nuqtada, yasovchisi x2/25 +y’/9—l =3
ellips bo‘igan konik sirt tenglamasini tuzing.

Yechish: -

AM yasovchi tenglamasini tuzamiz, bu yerda A(x;,y,,z,) nugta
ellipsdayotadi. Bu yasovchining tenglamasi x/x,=y/y,=(z—1)/{z,~1).
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A nuqta ellipsda yotgani uchun uning koordinataiari ellips
tenglamasini ganoatlantiradi, ya’'ni x,/25+y,%/9=1, z=3.

X/ =(z—D/ (=D, 3/~ DAZ—1), %,3/25+9,/9=1, 7=3
sistemasidan x,, ¥,, Z, larni yo‘qotib, konik sirt tenglamasiga ega
bo‘lamiz: x2/25+y?/9+(z—1)?/4=0.

356. 1) x*+Hy'=4; 2) x}/25+y¥/16=1; 3} x*—y*=1; 4) p’=2x;
3) Z=y; 6) z+x*=0; 7) x1y'=2y; B) x?+y?=0; 9 x?—z*=0;
10)y2=xy qanday sirtlarni tasvirlaydi. Ularni chizing.

357. x!*—yp*+z2=0 Konusning 1) y=3; 2) z=1; 3) x=0 te-
kisliklari bilan kesishgan chizig‘ini toping.

358. Uchi koordinata boshida va yo‘naltiruvchilari 1) x=a;
yzi=b% 2) y=b; x?+z’=a? 3) z=c; x}/a*+y}/b*=1 bolgan
konus tenglamasini tuzing.

3. Aylana sirt. Ikkinchi tartibli sirt.
Agar yOz tekisligida yotgan Ky, z)=0, x=0 egri chiziq Oz
o‘qi atrofida aylantirilsa, undan hosil bo‘lgan aylanma sirt teng-

lamasi
F(,/(x2 +9*); z=0) ko‘rinishida bo‘ladi. _
Fx, \I(xz + yz) =) tenglama F(x; y}=0, z=0 egri chiZiqﬁihg

Ox o‘qi atrofida, F (\f(x2 +y*); y=0) yuqoridagi egri chiziqning

Oy o‘qi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirtni ifodalaydi.
Ellips, giperbola, parabolaning o‘z simmetriya o‘qi atrofida

aylanishidan hosil bo‘lgan ikkinchi tartibli aylanma sirt tenglama-

larini keltiramiz. . '
xZ + y2 22

- +? =1— aplanma ellipsoid, bu yerda aylanish o’qi Oz

x+y 7 . o . -
7 -c—2=1~ aylanma  bir pallali giperboloid, aylanish

_ -f.-b‘qi Oz (0Oz giperbolaning mavhum o‘qi). .

*+y' 2 o . '_ i S
" _c_1=—1 ~ avianma ikki pallali g:perbplo:d, ayl?nxsh:
o‘qi Oz (giperbolaning haqgigiy o'qi). L | m "
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x*+y’=2pz — aylanma parabo!o:d Db e b
Ikkinchi tartibli aylanma sirtlar umumly ko nmshdagl ﬂduﬂchl

tartibli sn‘tlammg xususiy holidir.. EREE Y AV

B : ST S Ao

' .J'} Z [ ;,_4\._-"- I |
~—+—+—2=1 -~ ellipsoid. "

sy ;:f,
N R .
§+‘(}’ =2z (p>0, 4>0) — elliptik paraboloid.

Bu to‘rtta ikkinchi tartibli sirtlardan, ikkinchi tartibli uchta sil-
indr (eliiptik, giperbolik, parabelik) ikkinchi tartibli konusdan
boshga vana bitta n-tartibli sirt — giperbolik paraboloid mavijud: -

2 2 Lt
Y20z (p>o, g>0) e
P ¢

Shunday qilib, 9 ta ikkinchi tartibli sirt uchraych _

359. x+2y=4, =0 to‘g‘ri chizigning Ox o‘qi atroﬁda Aylani
shidan hosil bo‘lgan sirt tenglamasini toping. : L

Yechish: N )

Aylanma sirt uchi M(4; 0; 0) nugtada bo‘lgan konusdan iborat.

Izlangan sirt ixtiyoriy A nugtasining koordinatalari X; Y Z
bo‘lsint, unga berilgan to'géri chizigda B(x; y; 0) nuqta mos keladi.

A va B nuqtalar aylanish o‘qi Ox ga perpendikular bo‘lgan
bitta tekislikda yotadi. U holda X=x, ¥?+2Z?=y bo‘ladi. x va y ning
giymatlarini berilgan to‘g‘ri chizig tenglamasiga go‘yib izlangan
aylanma sirt tenglamasini tuzamiz:

X H2GY 4+ 7% =4 yoki 4 YVHZ)—(X—-4)'=(, ya’'ni
(4Y*+ 42— (X—4):=0. ST S LI JE A .
360. x*=yz tenglama ganday sirtni ifodalaydi?. = . .
Yechish: BowAE
Koordinat o‘qlarini Ox o‘qi atrofida @ =45° 1i burchakka buramiz
(Oy ofgidan Oz o‘qiga garab soat miliga qarshi yo‘nalishda).
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Koordinat almashtirish formulalari: Lo e

x=x', y=y'cosq -z sing, z=y'sino +z'cosq, sinog=co§g="—_-

sy

2
2

bo‘lgani uchun L ‘

2 : ﬁ .
x=x"' y Y& '2_ (y‘ - z‘), Z='_£— (y' +z ) TR iy

Bu ifodalarni sirt tenglamasiga qo'yib, x7 =37/2 yoki
x? % +2'2/2 =0 (uchi koordinat boshida yotgan, o‘qi ordinata
bo‘lgan konus) ga ega bo‘lamiz.

361. y+z—-2=0, x=0 to'g‘ri chizigning Oz o‘qgi atrofida ayla-
nishidan hosil bo‘lgan sirt tenglamasini yozing.

362. 72 =x—)* sirtning z=1, y=1, x=1, z=—1 tekisliklar bilan
kesishish chizig‘i topilsin.

363. 1) z=xy, 2} 22=xy tenglamalar qanday sirtlarni aniglaydi.

364. O‘qi Oz bo‘lib, uchi koordinat boshida va M(—1; —2; 2),
N(1; 1; 1) nugtalar sirtidayotgan elliptik paraboeloid tenglama-
sini toping.

365. Agar sirtda uchta 4(3; 0; 0), B(—2; 5/3; 0), C(0; —1; 2/./5)
nugta berilgan bo‘lsa, simmetriya o‘glari koordinat o‘glaridan iborat
bo‘lgan ellipsoid tenglamasini tuzing.

366. z=2—x*~y? va z=x?+p? sirtlarning kesishgan chizig‘i
tenglamasini toping.

367. Z+x?=m(z*+y?) tenglama 1) m=0; 2) 0<m<l;
3) m>0;

4} m<0; 5) m=1 bo‘lganda ganday sirt aniglanishini tek-
shiring. :
- 4, Ikkinchi tartibli sirtning wmumiy tenglamasi.

x,¥,z larga nisbatan ikkinchi darajali umumiy tenglama

A2 x+B2 y+ (2 z+2 Dyz+2 Exz 42 Fxy+2 Gx+2 Hy+2 Kz+L=0
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu tenglama sfera, ellipsoid, bir pallali
yoki ikki pallali giperboloid, elliptik yoki giperbolik parabo-
loid, ikkinchi tartibli silindrik yoki konik sirtni aniglaydi. U
vana ikki tekislik, nuqta, to‘g‘ri chiziglar to‘plamini aniqglashi
yoki hech ganday geometrik ma’noga €ga bo‘imasligi mumkin
(mavhum sirtni aniglaydi).
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D=0, E=0, F=0 da Ax+By+C+2Gx+2Hy+2Kz+1L=0
tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu holda tenglama o‘glarni parailel
ko‘chirish yordamida oson soddalashtiriladi, shunga garab
uning geometrik ma’nosini darrov aytish mumkin.

368. x?2-+4y2+977 + 12yz +6xg +4Axy —Adx—8y+12z+3=0
tenglama ganday geometrik ma’noga ega?

Yechish:

Berilgan tenglamani (x+2y+32) 2~4(x+2y+37)+3=0 ko‘rinishda
yozish mumkin. Chap tomonni ko‘paytuvchilarga ajratamiz;

(xH2y+37—1) (x+2p+32—3)=0.

Shunday qilib, tenglama ikki (x+2y+32)=0 va x+2y+3z—3=0
tekislik to‘plamini aniglaydi.

369. x >—p 4z 2—yz—xz—xy=0 tenglama qanday geometrik
ma’noga ega.

Yechish:

Tenglamani 2 ga ko‘paytiramiz:
2x2+ 2yt + 222~ 2y —2xz —2xy =0 yoki (x—y) 2+(y—z) 2+ (x—7)*=0.

Koordinatalari x=y, y=z, x=¢ tengliklarni ganoatlantiruvchi
nuqtalargina bu tenglamani qanoatlantiradi. Shunday qitib, teng-
lama x=y=z to‘g‘ri chizigni ifodalaydi.

370, xX*+p2+472-2xp—8z+5=0 tenglama ganday geometrik
ma’noga ¢ga.

Yechish:

Tenglamani (x—y) 2+4(z—1)*=—1 ko‘rinishida yozib olamiz. Bu
tenglama hech ganday geometrik ma’noga ega emas, chunki chap
tomon x; y; z ning hech ganday qiymatida manfiy bo‘la olmaydi.

371, 4249y +3622-8x—18y—72z+13=0 tenglamani kanonik
ko‘rinishga keltiring.

Yechish:

Bir xil koordinatali hadlarni guruhlaymiz

4(x2-2x)+ 9y 2y)+36(—22)=—13. _

Qavs ichidagi ifodalarni to‘la kvadratga to‘ldirib topamiz: o

4(x*—2x+1)+9(pP—2y+1)+36(2—27+1)=—13+4+9+36 o«
© yoki _ ‘ il
{ 4(x'—1)+9(*— 1)+36(2—1)==36. BY
+  Yangi koordinata boshini O°(1; 1; 1) nugtada olib, koordinat
o‘glarini parallel ko‘chiramiz: koordinata almashtirish formulalari
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x=x'+1, y=y'+1, z=¢ +1 bo‘ladi, v holda sirt teng]amas; qu-
yidagi

4x"14+9y 2+ 367" 2=36 yoki x'4/9 +y‘2/4+z‘2ﬁ1
ko‘rinishda yoziladi. Bu tenglarna elli psoiduni aniglaydi, uning markazi
koordinata boshida, yarim o‘glari mos ravishda 3; 2; 1 ga teng.

372. x2~-y—4x+8y—2z=0 tenglamani kanonik holga keltiring.

Yechish:

x, y larni oz ichiga olgan hadlarni guruhlaymiz.

(x*~4)—(y*—8y)=2z qavs ichidagi ifodalarni to‘la kvadratgacha
to‘ldiramiz:

(4 x+4)—(P—8y+16)=2z+4—16 yoki (x—2)*—{y—4)*=2(z—6)
yangi koordinat boshi sifatida O'(2; 4; 6) nugtani olib, koordinat
o‘glarini parallel ko‘chiramiz, u holda x==x'+2, y=y"'+4, z=¢" +6.
Giperbolik paraboloidning aniglaydigan x'?—y'?=27" tenglamaga

ega bo‘lamiz.
373. 4x—y+472-8y+4y+8z+4=0 tenglama ganday sirtni ifo-
dalaydi? : __
Yechish: iy ‘} '
Mos almashtirishlarni bajarib: ' ¢~ . yng

Hx =2~ (2 Ay H2g=—4; K
H(x22x+1D)— (=4 y+d)+4(72+2z+1)=—4+4~4-+4;
A(x—1Y—(y~2)2+4(z+1)*=0 tenglikni hosil gilamiz. Koordinata
boshini O*{1; 2; —1) nugtaga ko‘chirib, koordinata o‘glarini par-
allel ko‘chiramiz, x=x't+1, y=y'+2, z=¢'—1 lar koordinata al-
mashtirish formulalaridir. U holda berilgan tenglama 4x’*—y?+4z?=0
yoki x"*—y'?/4+z==0 ko‘rinishga keladi. Bu sirtning tenglamasidir.
Quyidagi tenglamalar bilan qanday sirt tasvirlanishini aniglang:
34 x2—xy—xz+yz=0.

375, x2+—-4dx+4z+4=0.

376, x2+ 2y 4+ 72— 2xy — 2y =0,

377, x¥+yr4+z21=2y+2z7=0.

378. x2+2p2+ 272 — 4y +47+4=0. i
379, dxt4+ylez?—2dx—4y+ 27 +35=0;,
380, x*+y—g?—2x—2y+27+2=0.
381 JC2 -+ y2 - 6x + 6y '—4Z + 18 = 0. (RN
382. 9x2—z?— 18x—18y—6z=0. -
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DETERMINANT VA MATRITSALAR

1-§. n-TARTIBL! DETERMINANT HAQIDA .

a, 4 Gy dy e

e

;) Gy Oy Uy

B '-’L‘,aufﬁ.fb\"-‘! (13] a32 a33 a34 _{v.\
Ay Gy Qg3 Gy S

{F elementlar jadvaliga mos keluvchi 4-tartibli determinant
i

o Gy Gy G5 Ay .
@y Gy, Oy Uy Uy Oy
n2 [y dyn Oy Gyl )
=4y |y Oy Gy Ty Oy dy |t
Loy Uy Ay Oy o a. a 4. a. o ‘
oy 4y gz Uyl one |Gy gy dy
a, 4qyp ap 4y, :
)
Y @y Uy Oy Gy Oy Uy
kg sy Gy ay|ay G gy :
Y
i Qg Gy Ay yy Ay Ay :

tenglik bilan aniglanadi. POy

4-tartibli determinant yordamida 5- tart1b11 va hokazo tambh__' :
determinant tushunchasini kiritish mumkin.

Ixtivoriy tartibli determinantlar uchun 3-tartibli determinant-
lar uchun kiritilgan algebraik yigfindilar uchun ikkita teorema va
biror elementning minor va algebraik to‘ldiruvchisi ta’rifi
o‘zgarmasdan qoladi. Shunday qilib, 2, clementning minorini
M, , algebraik to‘ldiruvchisini 4, bilan belgilab,

Ay = (”'l)m M i , .
ifodaga ega bo‘lamiz. Ay

D n-tartibli determinant bo‘lsin. Uni avval i-nchityo‘lning

elementlari bo‘vicha, so‘ngra £-nchi ustunning elcmentlafl:i bo‘yicha
yoyib, l-teoremaga asosan: wrt
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D=ag A, +a, 4, +..+a, 4,
D=a, 4, +a, A, +..+a, 4,
ga ega bo‘lamiz Ikkinchi tomondan, 2-teoremaga asdsan
- j#i , k=i,bolganda
o Apdytand, +..+a A, =0, -

LR 3Ey
LEOAR crhm alk/!l, +03,(A1; +.. +a”kA =0 6 o é;‘%rﬁ;‘ﬁ:{?‘;-‘-;
ga ega ho‘lamiz.
Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantiarning xossalari ixti-
yoriy tartibli determinantlar uchun ofrinlidir.

e ey v Ty
LHNE R

RS RN

fa
!

SaradA b TP
Xy + QpXy + ot G %, =h,
3ot
X+ Xy oty X, =b,,
R 5
' _H{ o ] wseevirvvearsrrrssssinnsararrrrrirrnamranan _,
a”‘x‘ +an2 ""+a:mxn - b T
smtema.nmg detcrmmantl
"J.F INTA3
_1\ a12 e aI”, Ay e
¥ EIEY o Rt
& ? 9&0, RN
K a, da a,, _
cagpain p LM T R T £
bo‘l i himlari x=~l-)~‘ ———"D X, =% fi
o‘lsa, uning vechimlari X D’ X n> o ST or-

mulalardan topiladi. Bu formulalarda D — sistemaning determi-
nanti, D, , (k=1, 2, ..., n) sistemaning determinantida k-nchi
tartibli ustunni (aniglanadigan noma’lumiar oldidagi koeffitsient-
lar ustuni) ozod ustuni bilan almashtirishdan hosil bo‘lgan de-
terminantidir:

RSVORRUIN LD B P IR TOR LY ) b, Uy o Gy LBE
@y @y o Gy b 0y, .o@,

Ay By e Gypy By G e L] el

. ek

PRIt E SRR TR SRR T T I ey
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3 5 7

I 2 3

v 383, Ushbu -2 -3 3
i 3 5

Yechish:
Quyidagi amallarni bajaramiz: 1) birinchi yo‘l elementlarcidan
. uchinchi yo‘l efementlarini 3 ga ko‘paytirib ayiramiz; 2) ikkinchi
yo‘l elementlarini 2 ga ko'paytirib, uchinchi yo‘l elementlariga
qgo‘shamiz; 3) to‘rtinchi yo‘l elementlaridan ikkinchi yol ele-
- mentlarini ayiramiz. U holda berilgan determmant quyidagi
ko'rinishga keladi: _
0 -1 -2 10
" o190
0 1% 2 0 del e
;'vr

- Bu detf:,mmaantm birinchi ustun elementlari bo yu::ha yoyamiz:

S " _‘-!_. IO 0 "‘10' -
TR D = -IO 7 10 j -
W '_ "ﬁ 1 2 0 e _
Hosil bo‘lgan dctcmimantm birinchi ustun elemenﬂan bo‘ylcha .
yoyamiz: . o .
t o -10
D=- =~70
7 10
12000
32300
384. Ushbu 1°© % 3 4 O doterminantni hisoblang.
0 0 5 45
Yechish: B
2-nchi, 4-nchi, va S-nchi .ustunlardan umumiy
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ko' paytuvchﬂarm determinant belgmdan tashqariga chigqaramiz:

S e \‘

vlll}OO
31300
(02 3 20
0 6 5 21
0 0 0 3 1

Ikkinchi ustun elementlari birinchi ustun elementlaridan ayirib,
hosil bo‘lgan determinantni birinchi yo‘l elementlari bo‘yicha yoyamiz:

1 0 0 0
2 3 2 0

0 0 5 21 0 5 21 ey e
0 0 3 1

0 0 0 3 1

1-nchi gator elementlarint 2-nchi qator elementlariga go‘shamiz,
—2 ni determinant tashqgarisiga chigaramiz, so*ngra hosil bo‘igan
detemunantm 1- nch1 ustun elementlari bo‘yicha yoyamiz:

i Prxgd i-‘- . s} E}’ [SFH Wirmtary

i 3 0 0 1 PR - fF

6 2 0 o
6 2 .
| =05 2 1.
P 5 21 : E
B s g
R 0 3 1 i

3-nchi qatbr elementlarini 2-nchi gqator elementlaridan . -
ayiramlz 2 ni determinant tashqarisiga chigaramiz va hosil bo‘lgan
* determinantni 3-nchi ustun elementlari bo* yvicha yoyamiz:

310 301 i
D=-805 -1 0=—30-l 1{zﬁﬂeo.
0 3 1 =k : e
103
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_ -/
385, . it vl e gl mj*xw
: o x+2y+3z 14 o
y+22+3r=20, SR B S TR T
z+2+3x=14,
f+2x+3y=12 1 '

sistemadan y ni toplllg
) Yechish:
.. Berilgan sistemani

x+2y+3z40t =14,
Ox + y+2z+3¢ = 20.
wed &0 x40y +z+2r=14

o £ 1 2x+43y+0z+¢t=12 e
ko‘rinishda §6zib olaniz R '

& “ 230

o E 01 2 3 :
: D= 0 g
. i 301 2 ,__‘_‘._ L

e 2 301 e

determinantni yozib olamiz. So‘ngra 2-nchi ustun elemcntlandan
1-nchi ustun elementiarini 2 ga ko‘paytirib ayiramiz:

1 0 0
0 1 2 3 I 2 3 1 2 3
D= 3 -6 -8 =[~6 -8 2 =(—~2).(—l) 3 4 -]

1-nchi ustun elementlarini 2 ga ko‘paytirib 2-nchi ustun ele-
mentlarini ayiramiz: 1-richi ustun elementlarini 3 ga ko* paytmb
3-nchi ustun elementlaridan ayiramiz:
- ,'2( . .
1 0 0 TR

_ -2 =10 o e
vy, D=2[3 =2 ~10/=2 4 =2 (8+40)=96,
1 4..-4 IO RTROR* 7 : AT
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1 14 3 0 17 3 0 e i

0 20 2 3 0 10 2 3 e
D = =2-
VB 1412 TR 712

2 12 0 1 2 6 0 1
ni topamiz. 1-nchi gator clementlarini 3 ga ko‘paytirib, 3-nchi
gator elementlaridan ayiramiz, i-nchi gator elementlarini 2 ga
ko‘paytirib 4-nchi gator elementlaridan ayiramiz:

3
é 1; ) g 10 2 3 5 1 3
Dy=2 | o o=2fl4 -8 2=2:2:2.-7 ~4 2
§ -8 -6 1 ~4 -3 ]
0 -8 -6 1

3-nchi gator elementlarini 3 ga ko‘paytirib, 1-nchi qator
elementlaridan ayiramiz; 3-nchi gator elementlarini 2 ga ko’ paytmb
2-nchi gator clementlandan ayiramiz: o

23E

17 10 ¢ o

R op =gl o2 o=192.

Fid e B Y Fp )

-4 -3 1 '

‘Bundan y=Dy/D=192/96=2. . ot R
j ; ; : LTI B
;' 386. Hisoblang: : 1 1 1 1 _ :
i R
i : a b ¢ d o ool
R L L i,

F ARV !;'m':ii?a}i Be
- Yechish:

1-nchi gatorni a ga ko‘paytirib 2-nchisidan, 2 nchi gatorni
- a ga ko*paytirib 3-nchi qatordan; 3-nchi gatorni a ga ko‘paytirib
4-nchi qatordan ayiramiz:

1 | 1 1

| P
0 b- —a  d-a

=l 4 2 Cf” | CaXe-aXd-als ¢ d
— a — —

@ ' ¢ d

0 b -ab® & —ac da—ad‘
(05
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: Qatordan 3-nchi gatordan ayiramiz:

1 nchi qatorni b ga; 2-nchi gatorni. b ga ko‘paytirib 2-nch
i 1 1

V=(b-a)(c ~a)d ~a) 0 c-b d-bi|_

L0 ~be di-ab)
L _ | W
it iy =(d —a)(c —a){d —a)(c—b)(d — b) e

=4

=(b —afc —ald — alc — b)(d ~ b}{(d —a).
Agar a, b, ¢, d lar orasida tenglari bo‘lsa, berilgan determi-
nant nolga teng va aksincha.
+ Ushbu determinantlarni hisoblang:

fus 1 -2 3 4 Bt
387.|3 -4 -1 -2 | 381 3 9 27

403 2 -] ) -4 -16 -64

10 2 0 ¢ 0 |
1210 2 o o [« (1¥a Dol owl
b 0 12 10 2 0 bolmaml 1
3. o o 1210 2 |30 1.1 1+b
o 0 0 1210 ¢ b1 1 1I-b
- Tenglamalar sistemasini yeching:
y-=3z+4=-5 . X-3y+5z-Tt =12,
: x-2z+3% =4, © 3x—Sy+Tz—1=0, >
L3901 13r42y-5r=12, | 392 |Sx—Ty+z-3t=4,
T 4x+3y-5z=5. . [Tx-ye3z-si=16
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[x+2y =5, wan v

2x+3y-3z+4r=7,
dy+dz=18, o 2x+y-—z+2U=5
393. §52+6u=39, Lo 304 o oyis=a,
71+ 8 = 068 2x+3y-5t=~11.
|9v+10x =55. R
2-§. CHIZIQLY ALMASHTIRISH VA MATRITSALAR

A AN i

' Y= a-_,[x +ay, y
tenglik orqali JE, y o‘zgaruvchilarni x’, ¥’ orqali ifodalash mumkin.
Bu tenglikni x, y' o'zgaruvchilarni chizigl almashtirish deyiladi.
Ularning nuqgta koordinatilarini chizigli aimashtirish kabi garash

e : an dy
A=
B Uy ap

Jadval qaralayojtgan chizigli almashtirish matritsasi deylladi‘ MG
dhovit, . geinice fifa g e ;‘ ,":«‘i"w aw
A ._ PP | Lo .. D,4 = .

LE
LY

P

&, } f R '.5" e 'Z
chizighi almashiivishlarning determinanti deyiladi, ' VIR SR V% 1
- Bundan so‘ng D, # ¢ deb garaladi. 1
Chiziqli almashtmshm uch o‘zgaruvchili deb garash mumkm,.-'f

; x=a,x +a,y +a,z, B
Y=oy X' +ay,y +ayz .
Z=uX + oy + a2’

Sy 4 _ dy s
p Dy=lay ay ay
Uy Oy Gy G O
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lar bu chiziglht almashtirishning mos ravishda matritsasi va deter-
minanti deyiladi.

Agar D ,#0 (D 4 =0) bo‘lsa, A matritsa xosmas (xos5) deb

(an
ay,

‘lar mos ravishda 2-nchi va 3-nchi fartibli kvadrat matritsa deyiladi.
Ko‘p ta’riflarni umumlashtirish nchun ularni 3-nchi tartibli matritsa
uchun beriladi. Ulami 2-nchi tartibli matritsa uchun qeo‘ilash
kiyvinchilik tug‘dirmaydi. Agar kvadrat matritsaning elementlari

ataladi. o tE

a., =da, shartni ganoatlantirsa, matritsa simmetrik deyiladi.

L R

¥
i

Lty s ay @y Gy by by, by Y
Ad=|ay ay ay|. B=ib, b, by RG
Gy Gy Oy by by by

‘matritsalar teng bo‘lishi uchun a_=5_  shartning bajarilishi zaror
va vetarlidir. A, B matritsalar yig‘indisi quyidagicha aniglanadi:

3 by by by ay+b,  antb, a,tb;
Ay Gy oy (F1 by by by |=| Gy +by ay+by, a6y, +by,
Gy Qg by bp by Gy +by Gy thy G thy

a4y Oy 4y

A matritsani m soniga ko‘paytirish uchun uning har bir ele-
mentint m ga ko‘paytiramiz:

o ay &y Ay nay,  md, Mg,
& M| gy ty Gy || B MOy, Wy f
Ay Ay Oy may may,  mds;,

A4, B m'éttritsalar ko‘paytmasi quyidagicha aniglanadi: .4, ;g

[

b
108
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ay Gy Gy by, b, b,
AB=|a, ap ay by by by |=
a3 O3 Oy by by by
{3 3 3 Y
Z a0, Z @b, Z a,b;;
= = I
3 3 3
= Z b, Z @b, Z 8,3
; = =1 i=1 :
Stk [ H
CTARRE 3 ) R :
Z &b Z a,b;; Z a;,b,;
e P =

Ko‘paytma matritsaning é-nchi gator va k-nchi ustunda turu-
vchi elementi, 4 matritsa i-nchi gatoridagi elementlarini B matritsa
k-nchi ustunining mos elementlariga ko‘paytmalari yig‘indisiga teng.

Ikki matritsaning ko‘paytmasi umuman o‘rin almashtirish
xossasiga bo‘ysinmaydi. Tkki matritsa ko‘paytmasiining determi-
nanti bu matritsalar determinantlari ko‘paytmalariga teng.

Hamma elementlari nollardan iborat bo‘lgan matritsa nol-
muatritsa deyiladi,

0 0 0
w0 100 0f=00 Ly
Bul_}fmatritsa uchun: A+0=4.
wed 1060 B LR

E=|0 1 o nibidikinitditsa deyiladi.
.; 0 01 L RATTTEA Rt

_ . FERE o

Bu matritsaning A ga chapdan va o‘ngdan ko‘paytmasi 4 ga
teng: AE=EA=A. Birlik matritsaga ayniy chizigli almashtirish to‘g‘ri'
keladi: x=x", y=y, z=Z2Z . Agar AB=BA=E ga teng bo‘lsa,
B matritsa A ga feskari matritsa deyiladi. A ga teskari matritsani A
bilan belgilanadi: B= 4"'. Har ganday xos emas matritsa teskari

matritsaga ega. Teskari matritsa quyidagicha topiladi:
109
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o

:»_b ‘&b; :53 !ﬁh u;b I

Ama 88 A matritsa determinantidagi a,,,, elementning algebraik
fo ldiruvchisi deyiladi, ya’ni A, — A matritsa determinantidagi
m-nchi qator va r-nchi ustunini o‘chirishdan hosil bo‘lgan ik-

(minor) bilan (-1)™*... ifoda

kinchi tartibli determinant

ko‘paytmasidir. R +
Sk
SRy e m X A
' I B S . . .
S matritsa wstun mairitsa deyiladi,
A e x o
- 3
~ AX ko*paytma quyidagicha aniglanadi: R
RN a, 4 dy X Gy X) QpXy QX5 !
AN =lay ay an Ty |SlanXx; anX, anxi|
o .
Uy lyp Qi jf \Xs 3X ) UpXy  d5X5 )
. )%, + Ay X, + 4%, =4y,
Qg Xy + Gy Xy + Ay Xy = by, T
o 03, %, + G Xy + &5 %, = b, .
I TV )

s_l&t_gmapi, X=1B ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda
TEa O

GERRG LN R
T LT SRR
oeitod zasd a4, @, G X, bl DY The
Cibapgeis b
a, ay|» X=|x,{- B=|h g
e redic

yy Oy X by} .
s IRRA T Lk Thty o1
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'Bu sistemaning yechimi X =4™-B (D, #0) bo'ladi: - .

Ay dp 45

So o ty Gy
RIS
) Gy
matritsaning xarakteristik tenglamasi
PR PR
: aq =A@

e

codbaedt on

Iy dyy :
Bu tenglamaning ildizlari 4, 12 . A lar matritsaning xarak-
teristik sonlari deyiladi. Agar boshlang‘ich matritsa simmetrik bo‘lsa,
A4 A, 4, lar haqgigly bo‘ladi.
Q-‘%:.i';'é-‘:--%?1:;}%}_ ; : (@1 =g + ey + s, =0,
- S b +(ap = A5 +ans =0,
T y & + dy6, +{a;; —A)5; =0 SRS STC L
tenlamalar sistemasi, undagi 2 xarakteristik son A, 4, A, lardan
birini gabul qiladi va shuning uchun determinanti nolga teng -
bo‘ladi. Shu xarakteristik songa mos uchta (5, &,. &3) sonni an-
iklaydi. Bu uchta sonlar to‘plami (&, &5, £3) o‘zgarmas
ko‘paytuvchi aniqligida noldan farqli = §]T+§27+§3}.— vektor-
ni aniglaydi, uni matritsaning xos vektori deb ataladi.
395. x=x'+y'+z, y=x+), z'=x" chizigli almash-
tirish va x',y',z koordinat sistemasida (1; —1; 1), (3; —2; —1), '
(—1; —2; —3) nuqtalar berilgan. x, y, z sistemada bu nuqtalarning

koordinatalarini aniglang.

Yechish: -

Nugta koordinatalarini berilgan chiziqli almashtirish anigla-.
nadigan tenglikka go‘yamiz. Agar x'=1, y'=-1, z'=1 bo‘lsa,
u holda x=1, y=0, z=1 ya'ni (1; 0; 1); agar x'=3, y'=-2,
7=-1 u holda x=0, y=0, z=3, ya’ni (0; 1, 3); ag,a;}

. o
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xX'=-1, y'=-2,z'=-3, u holda x=—6, y=—3, z=—1, ya’ni
(—6; —3; —1).

396. Oldingi masaladagi x, y, z koordinatalardan x', y', z’
koordinatalarga 6‘tishning chiziqli almashtirishini yozing.

Yechish:

Uchinchi tenglikdan x'=z ni olamiz; ikkinchi tenglikdan
uchinchi tenglikni ayirib ¥ =y—z ni hosil gilamiz; birinchi
tenglikdan ikkinchi tenglikni ayirib, z'=x—yni hosil gilamiz.

397. x=x"+2y, y=3x'+4y chizigli almashtirish berilgan.
Qaysi nugtalaming koordinatalarini bu almashtirish o‘zgartirmaydi?

Yechish:

Agar x=x, y=)' bo‘lsa, x va y lami topish kerak, ya’ni
x=x+2y, y=3x+4y. Demak, x=x'=0, y=)'=0.

398. Quyidagi x=3x"-23', y=>5x"—4y chizigli almashtirish
gaysi nuqtalarning koordinatalarini o‘zgartirmaydi.

Yechish:

Oldingi misoldagi singari x=3x—2y, yp=35x—-4y larga ega
bo‘lamiz. Bundan x=y=x"=)', ya’ni chizigli almashtirish bir
xil koordinatali (t; t) nugtalarning koordinatalarini o‘zgartirmaydi.

3 5 7 1 2 4 .
399. Beriigan A=|2 ~1 0| B=|2 3 —2|Feige
2 4 3 ) L -1 0 1 ‘w'ﬁ.:‘!ﬂiae.?::i i
A+8B ni toping. S r JBIE
Yechis‘h: Wb
wr I I, 341 5+2 7+4 11 R

4 7 -
A+B=|2+2 -1+3 0-2|=|4 2 -2 #macs
4-1 340 241 {3 3 o

~pipien e g

4 1 1

N Pl MUY .
Lo s R 5o e

e 3 5 2 3 RElED
400. Agar 4= , B= , | bo'lsa 24+5 B matitsani

toping.
112
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Yechish:

2 dm 10 Citsp o 10 1 B guss,
8 2 )iime 5 10} i -

1 So(2
4, B=|1 -1 2}
3 13

2 1 A RR Dt g o

S e T S B

1
401. 4=|2
1

bo‘lsa, AB va BA matritsalar ko‘paytmasini toping.

Yechish:
(1.2+3-141.3  1-143-(-1)+1-2  1.043.2+1.1
A-B=|22+0-1+4-3 2:-1+0-(-D+4:2 2:-0+0-2+4-1 ="
24240433 142-(-D+3-2 1-0+2.2+43-1
(8 0 Ty e
' .,-,kl?’ 5 7) 14 S

N N

Mo (20412401 2-3+1.040-2 2-1+1-4+0-3) -
BA=|11-1.2421 1.3=1.042-2 1.1-1-4+2.3 |="
3042.241-1 3-3+2-0+1-2 3.142-4+1.3)
. . (4 6 6 '

o=l 703 i
§ 11 14) muiEi cupemnes o b

R R S AR TR

N

32 i ,;.
402. Agar A=( X 4} bo‘lsa, 4 ‘ni-toping:: -
: A e .
Yechish: o

BN

o3 23 2)_(9+2 648 (11 14 e
L1 4Jl1 4)7(3+4 2+16) \7 18) g

36 FTE

el b

Coe - =

13
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b

oo 1 14) (3 2)_(33+14 22456) (47 48
7 13)\1 4) (21418 14+72) |39 86)
... 403, Agar F — uchinchi tartibli birlik matritsa bo‘lib,
112y
oA=L 3 1w by

| A 41 1 |
bo‘lsa 2A+3A+SE matntsam toping.

. Yechish: )

2 A=+3'A+5 E=|19
"4 -\ 30

. i 'l.'i':.l :"..f‘-'_i , N , - S
404‘-.._ x=ax 44,V y=axtayy v ,.i :

va
=6 x"+6,) ", Y =6 x" +6,)

- ikkita chizigli almashtirish berilgan. Ikkinchi chizigli almashtirish-

lardan birinchisiga x' va ¥ larni qo‘yib, x va y larni x” va y"lar __

orqali ifodalovchi chizigli almashtirishni hosil gilamiz. Hosil bo‘igan

almashtirish matritsasi birinchi va ikkinchi chizigli almashtirish
matritsalari ko‘paytmasiga tengligini ko‘rsating.

114 -
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Yechish: ) . .,
x=a, (5 X + 5,y )+ an(x"by, +byy") =

={ayb;, +apby)x" + (ayyby; -+ by W'

v =ay (b X"+ By ) ay(x"h, + by = p i

= (aydy, + @by )X" +(ay by, +apby, )y
Hosil bo‘lgan chizigli almashtirish matritsasi
[ aby tapby,  a\b, taghy, ]

) SN 110
Gy 0y + 0By Ay + by, O

. 4n G2 by by,
ko‘rinishda bo‘ladi, ya'ni u va b b mat-
. 21 22

dy ty o
ritsalar ko‘paytmasiga teng. ;o .
322 O PR Y- -
405. A=|1 3 1| matritsa berilgan, uning:teskarisini toping.
5 3 4 Ge Y . -
Yechish: ' ' , :
A matritsaning determinantini hisoblaymiz: e
) 3 2 2 £ it Y
I S oarst in -
SOPEE D=l 3 U=27+2-24=5_ "l e
S 3 4 -

Bu determinant elementlarmmg algebraik to ldifmiehﬂanm_'
topamiz: . - et ou i . . B

L ' o :,a,i‘t'if.': gt j,-fj__'._ _
: 22 .' K
e
2’ "452 =- 19
11
3 2
s Ag = =T
1 3
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. .. ( 9 2 4} o : i ' -
Ny - =, ==} :
o 5 5 5100 -

“Demak 41= oz 1} ey

_E l Zii, Z_ P
406, Ushbu |,
2x+3y+2z=9,
x+2y-3z=14,

o cr BxtAy+z=16 o i o
tenglamalar mstcmasml matritsa ko nmshu:lagn tenglamaga keltmb _'

veching, PR fSyianin ot v oLt
Yechish: '
Sistemani AX=F ko‘rinishda vozib olama,z, bu yerda: _
SUNFESI SN 2 3 2) w0 x ) 9y - i
A=|1 2 =3\, Xx=|y{, B=|14].
34 1) z 16

Matritsa ko‘rinishidagi tenglamaning yechimi X=A4"!8 bo‘ladi.
A ni topamiz, buning uchun A4 ning aniqlovchisini hisob-

laymiz: 2 3 2
o Dy={l 2 -3[=28+30-4=-6.
3 4 1

v s
LRI Y

2 -3 . 3 2 3 2
A, = =14, 7 A, =- =5; = =-13
L PR LA }4 ]' ] ‘2 —3' 13
A=) _3-10*'"%A—22 4 Ay =] 2—8-.
[ 3 1 | 22 1 - > A32_ 1 _3 e P
12 2 3 2 3
— _— e o — =I, A, = =1,

L6

www.ziyouz.com kutubxonasi



Shunday gilib: - (14 5 —13

A 10 -4 8
o 2, 1 1
14 5, -13)(9) . (126+ 70 -208
X:_,% ~10 -4 8 ||14 =—é- 90 -56 +128|=
2,1 1)le) L 18 414 416
-12) (2} | |
L PR 3].
12 ) 2

5 2 :
467, ( 4 3] matritsa berilgan. Uning xarakteristik sonlari va xos

vektorlan topilsin.

Yechish:
Xarakteristik tenglamani tuzamiz:
5= 2| . '
4 3o9l” 0 yoki (5-M3-1)-8=0 va’ni 32_gr+7=0.

Demak, xarakteristik sonlar A =1 va A, =7 larga teng. .U
Birinchi xarakteristik songa mos xos vektornl
' (5-2,)& +2:4 =0,
4 é:l ( ) 52 —0 . ’

tenglamalar 51stemas1dan topamiz. A,=1 bo* lgam uchun &, va E_,
larni 2¢, +F,2 =0 bog‘lanishdan topamiz. E, =t (=0 — ix-
tiyoriy son) deb olib, £, =—2a ni hosil gilamiz. /=1 ga mos

vektor 7 =7/ —2a.j bo‘ladi.
. Ikkinchi xos vektorni topamiz

LetiEeg s LaRE T R e e
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" [ "aii‘? .":.-"g 5 ". LTS
(5—/1 ¥, +25 =0,
4;’1 +(3 ),z)cfz =0
sisg'emada. Lo =7 ni go'yib (cﬂ —-¢, =0 tenglikka kelamiz, ya'ni
£ =&, =p=0. Ikkinchi xos xarakteristik songa mos xos vek-

tor 7 =q-7-2a-j boladi. TP

408. . _—
S D | : o
1 -1 3/ (o

matritsaning xarakteristik sonlari va xos “ektoi'larm topmg

Yechish:

Xarakteristik tenglamani tuzamiz: et
~1 1 i _
~1 3-Al

yoki
A=A -AB3-2)-1]+ (=342 +1)+(1-5+r)=0.
Eleinentar almashtirishiardan so‘ng . S
- B-a) (2 -sn+12)=0 ¢ CU T
- ga ega bo‘lamiz, bundan /=2, /=3, 1=6. o
A, =2 xarakteristik songa mos xos vektorni toii‘aa%tu‘;iz:?--.\{ R

: et LY is Y r )
‘f é:z +‘§3 "0 SRR RIS EE S
v S
: RIS ‘xh:u L ' B
T M {} . 3\3 N : gl —"52 +§3 =0 Kot E’r" I AR R

tenglamalar sistemasidan E_,; =0, E_,; = —(t.j,f larni topamiz. (teng-

lamalarning biri golgan ikkisining natijasi bo‘lgani saPab]i, 1inj

tashlab yuborish mumkin). {;l’ =go desak, J;; =0,¢&¢, =—q va

f=a-i—c-j Endi A,=6 giymatga mos xos vektorni topamiz.
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L ”r
_§ 2+§ 3
" » "
<4257, -4,
" ro__
é: 1"5 2_0
lenglamalar sistemasini hosil gilamiz (bitta tenglama qolgan ik-

kisining natijasi). Bundan & =¢&m=£=8 va £=4-1+8- ;+ﬁ k-
A,=6 giymatga mos xos vektorni topamiz:

(fl nr_ f} L éj "o 0' j\ »
_é’l HE_ fz m_'fg "o 0’
"é-} " 5 e 3§3 o _ 0

(bitta tenglama golgan ikkitasining natijasi). Bu sistemani yechib,

AT

quyidagilarni topamiz: &,'"'=vy, £,"'=—y, £,"'=vy va

A=y i-2y-j+y-k s
Shunday gilib, berilgan matritsaning xos vektorlari
R=a(i-k), B=pB(i+j+k), R=yp(i-2j-k)
Bu yerda a, b, g — lar ixtivoriy noldan fargli sonlar.
409. Ikkita

! )
x=a,xX +a,y' +a,z, y=a,x+a,y +a,z, z=a,x+a,y+a,z,
! " " " P_ ” L4 n —_ L LJ
X'=b " +b,y"+b,2", Y =bx"+a,y'+a,z', z=a,x"+a,y +a;z

chizigli almashtirish berilgan. Ikkinchi almashtirishdan x', ¥, ¥
larni birinchi chizigli almashtirishga qo‘yib x, y, z larni x”, y*, 2" lar
orgali ifodalaymiz. Hosil bo‘lgan almashtirish matritsasi I va 11
almashtirish matritsalarining ko‘paytmasiga tengligini ko‘rsating.

410. x=6x'+ty'—2z, y=—18x'+2y'+67, 7z=2x'+2y chiziqgli
almashtirish berilgan. Bu chiziqli almashtirish natijasida gaysi
nuqtalarning koordinatalari ikkilanadi?

411. Ikkita chizigh almashtirish berilgan;
x=x'ty'+2z, y=x'+2y'+6z, z=2x'+3y, x=2x+27,
y=x"+3y'+4z, z=x+3y'+27.

Bu almashtirishlardan har biri bir xil bo‘lgan bitta natija be-
radigan nugtalarni toping.
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412. x=x'cosa—)'sine, ) =x'sino+)y cose chizigli al-
mashtirishni qo‘llashda koordinatalari o*zgarmaydigan nuqtalarni
toping.

413. x=x'cose—y'sing, ) =xsina+ ¥y cose chizigli al-
mashtirishni qo‘llashda koordinatalarining joylari o‘zgaradigan
nugtalar to‘plamini toping.

5 8 4)
414. 4=|3 2 3| matritsa berilgan. Birlik matritsani hosil
7 6 0 :
gilish uchun 4 ga ganday B matritsani go‘shish kerak.
211
415, A=1 2 1 matritsa berilgan. A™+A+E matritsalar
11 2
yig‘indisini toping.
10 20 -30
- 416. A=[ 0 10 20 | matritsa berilgan. Teskari matritsani
0 ¢ 10 '
toping. : N B8 B X
Iy 3x+4y =11, wwLE e JONVRERTH LA Sk e
' Sy+6z=28 ' R

< 417, * tenglamalar sistemasi berﬂgan, um ;ﬁhtritsa
Ay Y

x+2z=7

ko‘rinishdagi tenglamasini yozib yeching.

; FULRRL ‘l-: J.l |1 .

7 4 "
418. ( 5 6} matritsaning xarakteristik sonlari‘ Va‘?nmnn‘bllash—
cobroet sl

tirilgan xos vektorini toping. RUPWATE
113 | .
419 15 T matritsaning xara.kterlstlk sonlan va xos vek‘
tf 31 o L
lanru toping. o RERLL ol .{_;-_;-‘:Jt

''''''
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3-§. IKKINCHI TARTIBLI EGRI CHIZIQ VA SIRTNING
UMUMIY TENGLAMASINI KANONIK KO‘RINISHGA

KELTIRISH
conE e 2 3 o ke
@+ 200 ARy, e
QX+ Gy + 0,20+ 2a,%Y + 200,32 + 20, Y2 Cetar

ko‘rinishdagi ifodalar mos ravishda ikki va uch o zgamvchik
kvadratik forma deyiladi.

Ushbu a,,=4,, shartni bajaruvchi B RSO 1
a, a
@ _| % 9
ay Uy
va a,=a,, @,~a,, a,=4a,, shartlarni bajaruvchi
R e e .....‘L_,-H: a“ a|2 a]3 .
SRR AR L R 3 _ iy vial Dot
A7 = ay ay ay o g
' d oA v oy
i e a, d, G}
RE 2% RO Tt T TR e

simmetrik matritsalar bu formalaming matritsalari deyiladi. Kvadratik
formalarni, o‘zgaruvchilarni chizigli almashtirish yordamida, yangi
o‘zgaruvchilarning ko‘paytmalarini o'z ichiga elmagan ko‘rinishga
keltirish mumkin, boshkacha aytganda ikki o‘zgaruvchili kvadratik
forma A,x*+A,y?, uch o‘zgaruvchilisi esa Ax?+A,y?+4,27

ko‘rinishga keltiriladi. x?— lar oldidagi koeffitsientlar xarakteristik

sonlardan iborat bo‘lishi uchun chizigli almashtirishni quyida-
gicha bajarish kerak: 1, A, 4, xarakteristik sonlarga mos o‘zaro
ortogonal, normallashtirilgan xos vektorlar uchligi (ikki
0 zgaruvchlh kvadratik formalar uchun jufilik) aniglanadi:

S LU o =a i+ J+y k, #oARERg A

- INTERTY BRI T

_=%‘t+;3:-1+7;~k,

TR R T AL Y ?‘-: + R L A5h
, = - i+ 7.k )
' ﬁ‘ J Vs frsinis ,n Ll
e, e, e, vektorlar onogonal va norma]lashtn‘ﬁg figam
sababli quyidagi ayniyat bajarilishi lozim: '
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Calefayi=1 (i=1,2,3);
Q'_,a'-'}'ﬂ-ﬂf‘i“}’f}’-:o (isj:]" 2?‘3’ I;t-’r)

U holda o‘zgaruvchilarni almashtirish matntsas1 quyldagl

- ko*rinishda bo‘ladi;

a o, &
&= ﬁ] )82 B,
VAR R £

Boshgacha gilib aytganda

Xm0 X o,y +a, -z

- ¥ t 1

y=B By B oz

i 4 ¥ F
ZEYX Yy Y T s

deb olish kerak. O‘zgaruvchilarni bunday almashtirish chizigli
ortogonal almashtirish deb yuritiladi. Bu holda S matritsaning
determinantsi +1ga teng: D, ==1.

Ykkinchi tartibli egri chiziq yoki sirtning umumiy tenglama-
larini kanonik ko‘rinishga keltirishga ortogonal chizigli almashtirish
deyiladi. Agar vangi koordinat o‘qlarining o‘zaro joylashishi sag-
lansa, u holda matritsaga qo‘shimcha shart kiritiladi: D, =1. Ik-
kinchi tartibli egri chizig yoki sitt fenglamalarini kanonik ko‘rinishga
keltirish quyidagicha bajariladi:

a) Koordinatalarni shunday chizigli ortogonal almashtirish
kerakki, egri chiziq yoki sirt tenglamalarining yuqori darajali
hadlari kvadratik formasi kvadratlar yig‘indisiga keltiriladi, teng-
lamada mos almashtirish bajariladi. Bu bilan koordinat ko‘paytmasi
gatnashgan had yo‘qoladi.

b) Yangi koordinat ofglarini parallel ko‘chirib, tenglama
kanonik ko‘rinishga keltiriladi.

420. 5x* +4xy+8y* ~32x -56y+80 =0 egri chiziq tenglama-

sini kanonik ko* nmshga keltumg
Yechish: ;

R I
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Yugori darajali xadlar matritsasi:

RIS T 5 2N g v
;:'.A =
2 8)

Matitsaning xarakteristik tengiamasini tuzamiz:

5= 2

Leph =0,yami 3?-130+36=0- Xaraktensﬁksonlar-
2 8_1' ur l)?!

ni topamiz: A, =4, A,=9. . ,

A, =4 uchun xos vektorni topamiz:” P ! P

T I‘ Ty '(5:... e r; : . §' +2‘§2 = 0 l DR Lé“’ 7* _I. R
T E 25 +45,=0 L Ty ‘
Bundan & =-2%, & =-a deb & =2a va F=a-2i-j) ni
L . e
topamiz. 7 vektorni normallashtirib, &= —ﬁ-a ——ﬁ-,r

gilamiz. A, =9 uchun

44 Wm ?(il’«‘ﬂu
digy + 2y £ 07 w06 vt

'Eiif.‘ 'Z"Fr‘/;» ; “-_‘i}ﬁx\r y-.ﬁ.,.,{ 2’?[ Hy = 0 e

sistemadan ikkinchi xos vektorni topamlz Bundan 7, =21n,va j

A DR R VI

1 - .
% =p(i+2/} topamiz. Normaliashtirib & = J T} ni hosil

gilamiz. Ko‘rsatish osonki, ¢-¢,=0, va’ni e, va e, vektorlar
o‘zaro ortogonaldir. Koordinatalarni almashtirish matritsasini tuz-
ish uchun normallashtirilgan ortogonal xos vektorlardan foy-

dalanamiz:

1

15 & .
ST ol B
F |
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v BUHCI%

Dar Blvbeeonn owring'd

| I ﬂ’
T Nt ’ * o y L2 2
Xy Ly «f ‘/_

. . Lo £t
qo'yamiz; ' ughpg;_ topilgan ifodalarni egri. clalg_l_q tenglaniasiga

( 3 J (I I )[ N3 \E] -

QRVSIa])T
! ochib, soddalashtirib e mebneth
N ——S—x’ﬂlﬂi '+80=0
ga ega bc:)‘},g1 : \/5 \/g

Aps &y Xar iz, Bu tenglamada 2, 3'* lar oldidagi koeffitsientiar
teristik sonlar ekanligini ko‘rib turibmiz. Tenglama-
ni quyidag, 2 16
. (X=X +9- (¥ -—=1)+80=0 ko‘rinishga
keltiramiz, ( J5 X)+9- 0y NG y)+8 E
Q'Ews ichidagi ifodalarni to‘la kvadratga to‘ldiramiz: -
4 [x -

deb, koordi
At o'glarini parallel ko*chiramiz va 4x" +9y" =36
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"2 P2 , ' - ,_ .
yoki al +’V‘4 =1"ni hosil ‘gilamiz (élhpsmng kanoniktenglamasi).

W

R AT driredn fo T e poadusts GV

9x2+24xy+16y2+230x-1 10y—225—0
egri chiziq tenglamasini kanonik holga kcltmng TR TS

Yechish:

421. Ushbu

Xarakteristik tenglamani yezamiz: Fowi, F iyl
0 — A 12 Sy
12 16— xl
yoki A* =250 =0, ya'ni A, =0, A,=25. A= Oda
{94‘, +12%, =
12¢, +16£, =0
sistemani hosil gilamiz. ;

Bu tenglamalarning har biri %=% ga keladi. Déma-k,

37), matritsaning xos vektori bo‘lib xizmat qiladi.

F=a-(4-
1 1 4. 3.
o= N earEE g da normallashtitgan xos vektor & = —5--1 -3 J
4 +{-3)
ni topamiz:

-16m, +12n, =0, ) o )
A=25 da 12n,-9n, =0 Sistemeni hosil qgilamiz. Bundan ik-

J 4 - . L . iyl
— (31'6’3 =0) ni topamiz. ~* '_':?'?"‘“"’

kinchi xos vektor & = 5 5

Koordinatalarni almashtirish matritsasi

o (Dy = )

L
LA e |

Almashtirish formulalari: x=x'(4/5)+y"(3/3), y=(—3/5)x'+(4/5)y".

Egri chiziq tenglamasini ushbu (3x+4y)2—230x+110y—225=0

-ko‘rinishda yangi koordinatalarga o‘tkazib yozamiz: .- ... - ..
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r2 4 ¢ é ] _g ' 4 ] - ?"';-;,I
Aoy 25}’ "230(§X +5y +110 Sx +Ey —225_0: e

Bu ifodani soddalashtirib, 25 ga qisqartirib topamiz:
¥ -10x' -2y —9=0 voki (¥ ~1)> =10(x"+1).
Yangi koordinat boshi uchun O‘(—1;1) nuqtani olib, o‘glarni
parallel ko‘chiramiz, natijada y"* =10x" ga kelamiz (parabola).
422, 3x+S5y2+32-2xy—2xz—2yz—12x—10=0 sirt tengla-
masini kanonik ko‘rinishga keltiring.

Yechish:
Yugori darajati hadlar koeffitsientlaridan tuzilgan matritsa:,,
- '} T I | . i SR R
it s ooil=p. A e
1 -1 3 siveslin Heod fpupmatiis
Matritsaning xarakteristik sonlari o )
| N -{uf‘;_,‘-‘:_;‘:i..{{i.‘_*;f‘.'?{-,.f}}fZ':'}f. uEl
. <';_.--,;:§f . ”51'33 -1 5-A ~1i=0 s . _',.?,.;;‘i‘_-.'j e
1 -1 3-A

l:englamadan Itoplladl uni (3-A)(A—81+12)=0 ko‘rinishga kel-
:tmsh mumkm, bundan A2, 2=3, =6
.,: i
' U —u, +u, =0, e

-+ 30, - =0, 0oz

t —uy+u; =0

sistemaga ega bo‘lamiz. A ning bu giymatiga {(«; 0,“}—%) ;Ep}? v%k;% '
mos keladi.

Normallashtirib g, 1 ?-Lk vektorga kelamiz.

V2 2

Sy,

A,~3 da

—v, +v, =0,

ey =V, +2v, -V, =0, By PRy S

L e ot '(‘ v—v,=0 SATa u,.*{l,
snstemaga kelanuz Bundan ikkinchi normallashtmlgan \vektor*.;-_ b
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§ "\,,‘.

1+T j + m topamlz e1 , e2 vcktorlar ortogonal

SR -3+': )
_, R IS -

ya'ni ¢ - ez—O

A CEEACY e e
=6 da T
A, =6 3w, —w, +w, =0, .

_wl — H}2 —_— w3 = 0’ . "-:-‘ : ;:. .

T
BCHE

Wo—w,—3w, =0

— 1 - 2 - ™
ga ega bo‘lamiz. Uchinchi mos xos vektor &, = :/——gi _ﬁ Jj+ _\Ek

oldingi €, va €, vektorlarga ortogonal, ya'ni € ¢, =0, &-e,=0.
Koordinatalar aimashtirish matritsasini topamiz:

" (11 1)
PR e A A ¢
AN
Bundan koordinat almashtirish formulalarini topamiz
_ﬂl__.x'+i,y’+,l_,z’ i
EETEE
_ 1 2,
__3_ ¥ _E. 2,
1 1 AR 0 b

' ' 1 -' r

——T'x +Ty +T'Z.

x, ¥, £ lar uchun topilgan ifodalarni sirt tenglamamga (%D J,}ub -
soddalashtirib quyidagilarni topamiz: *

257 43y + 627 —6/2x - 43 2J_z ~-10=0.

x2, y?, 72 lar otdidagi koeffiesientlar A, AQ A, sonlar bﬁ*‘hs‘m -
kerak. o
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- Tenglamani ushbu

‘i’ 9 6 2 4 2
a. xr_ __xr +3. 12T +6- zrz _____aJ:IO
N

ko‘rinishda yozamiz va gavs ichidagi ifodani to‘la kvadratga to‘ldid

3 Y 2 Y 1)2 .
2 x'——=| 43|y ——=y| +6| z——1 =24 ga ega bolamiz
( @J (” ﬁy] [ 7

X=x"+3/N2, Y=y +2/3,  Z=2+1/6

formulalar buyicha koordinat o‘glarini parallel ko‘chirib va 24 ¢

2 w2 w2

x"
boflib, ellipsoidning E+ . +-—4—:l kanonik tenglamasiga ke

larmiz.

Egri chiziq tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiring:
423. S5x*+6xy+5y*—16x—16y—16=0.

424, Tx*+16xy—23y*—14x—16y—218=0.

425, x*+2xy-+y?—8x+4=0.

Sirt tenlamalarini kanonik ko‘rinishga keltiring: |

;.

426. x*+5y +77 +2xy+6xz+2yz-6=0. _
et b sdd
Koordinat almashtirish formulalari: s e

[, 1 L,
= %Tx +7€ ¥ +72- s
' _ 1,2 T
BB - “73-'1 +76-y | R et el el
U T T |
TETRT TR
.427. 25 +y? 4227 —2xy—-2yz+x—4y—-3z+2=0".f:fi s
Koordinat almashtirish formulalari: S ﬂ {*:h:}’
x:—(lfﬁ)x'—(l!ﬁ)y%(II\E)Z', x'=x", o
= (2106)x - 13y, Y=y,
z=—(I/Jé)x'+(11J5)y'+(u~f3_)z'_,l_'__‘__ BEEES £

4

: ety
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4-§. MATRITSANING RANGI. EKVIVALENT :. -

. MATRITSALAR
To‘g'ri burchakli matritsa berilgan bo‘lsin: e
(an dy a]n\
4 dp - Oy,
r {\‘i
G RAL e
aml amZ anur Vi
Bu matritsadan ixtiyoriy k-ta qator k-ta ustun ajratamiz

(k<m, k<n)

A matritsaning ajratilgan gator va ustunlarining kesishgan joyida
turgan elementlaridan tuzilgan k-nchi tartibli determinant 4 ning
k-nchi tartibli minori deyiladi. A matritsa C»-C*  ta k-nchi tartibli
minorlarga ega. A matritsaning noldan fargli hamma minorlarini
qaraymiz. A mairitsaning rangi deb uning noldan farqli minorar-
ining eng yudori tartibiga aytamiz. Agar matritsaning hamma ele-
mentlari nollardan iborat bo‘lsa, uning rangi nolga teng. Tartibi
matritsaning rangiga teng bo‘igan noldan fargli har qanday mi-
nor matritsaning bazis minori deyiladi. Matritsaning rangini r(A)
bilan belgiiaymiz. Agar r{(A)=r(B) ga teng bo‘lsa, A va B lar
ekvivalen! matritsalar deyiladi va A~B kabi yoziladi, Elementar
almashtirishlardan matritsaning rangi o‘zgarmaydi.

Elementar almashtirishlarga quyidagilar kiradi:

“- 1) matritsaning qatorlarini ustuniar bilan almashtirish;

2) matritsaning qatorlarini o‘zaro almashtirish;

3) hamma elementlari nollardan iborat yo‘llarni o‘chirish;

4} birorta gatorini noldan farqli songa ko‘paytirish;

5) biror gator elementlariga boshga gatorning mos element-'
larini qo‘shish. o

o

- rE

428. Ushbu ' =
P 1 2 3 4 o
T3 6 9 12 R
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Yechish: Matitsaning ikkinchi va uchinchi tartibli hamma mi-
norlari nolga teng, chunki bu minorlarning qator elementlari
proporsional. Birinchi tartibli minor noldan fargli. Demak,
matritsaning rangi birga teng, ;v fede owni fanei e g

429, Ushbu
t 0005 B
0 0 0 0 O|matritsaning rangini toping.
200 0 1 '
Yechish:

Bu matritsada ikkinchi gatorni, so‘ngra ikkinchi, uchinehi,

. . C e g 1 3 . . o .
turtinchi ustunlarni ochirib, [2 IJ matritsani hosil gilamiz, u

berilgan matritsaga ekvivalent.

) }: 1# 0 bo‘lgani uchun be-

rilgan matritsaning rangi 2 ga teng.

430. : sty
7 -
3

(R

A= matritsaning rangini hisoblang.

5
2
1 3 5 .
Yechish: Birinchi va uchinchi gator elementlarini qo‘shib,
so‘ngra birinchi yo‘l elementlarini 4 ga bo‘lamiz:

' 4 8 12 1 2 3

RIS - A4=]1 2 3.1 2 3

_ 1 3 5 1 35

birinchi yo‘l elementlaridan ikkinchi yol elementlarini ayirib,
so‘ngra birinchi yo‘l elementlarini o‘chiramiz:

1 2 3 0 0 0

123,._123,.123]

135 Uas N33 W

- Oxirgi matritsaning rangi 2 ga teng, chunki - :
1 2| '
. ?EO- \‘

I 3

Demak, berilgan matritsaning rangi 2 ga teng,,
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431. S

Y

4 3 22 T S A
A={0 2 1 1 o .
matritsaning rangini aniglang.
00 3 3 ne dane

Yechish: 4-nchi ustun elementlaridan 3-nchi ustun element-
larini ayirib, 4-nchi ustunni o‘chiramiz:

4 322) (4320 (432
A=10 2 1 1i~jg 2 1 ¢|~{0 2 1

003 3)loo30 Wos3

N 4 3 2

N 02 1|=24=0

é 00 3 o

R . . . T
bo‘lgani uchun matritsaning rangi 3 ga teng. =~
432, | 2

matritsaning rangi va bazis minoslarin toping. L _
Yechish: L BEh

10200 (10201020 °
01 02 0|~0102~010 2~
20400 2040 Uo20
1020 s B
~01 02 “G] (; {2} 2]; r(A)=2. Bu matntsam
0000 -
noldan farqgii 2-nchi tartibli minorlari bazis minorlari bo‘ladi:’ _
i o] 10| . |02 20| 7
01j.02% 107 0 2 am
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s

g 1 0 21| 1 0 g 2
2 0 2 0 0 4l |4 0]
. Shunday gilib, A matritsa § ta bazis minorlarga ega.. .-
- 433. i -
et v s Gy Gy :
NGO T AL afare & ik

A=la, a
N 9 Ay oee-d i

ay 4 4y

matritsa nechta ikkinchi tartibli minoriarga ega. Bu minorlarning
hammasini yozing.
Yechish:

Matitsa C;-CZ=3-3=9 ta ikkinchi tartibli minorlarga ega:

e Ap Gp | . | % 9n &y 4y
- 0y Oy S 4 Gy 4y } &y Oy ’ .
i LR

Ay Ay Gy 4 l ay a4y | R
oy ay | nl @ s ’ ay ay |
) & a4, 4 , 4y G ’

@, ay | ay ay | ay Ay ks
A 54 =A) .

434. A=/24 A 104 | matritsaning rangini aniqlang.;'“-‘-h
) '

EAN

Py £
" 5} wo U

i

& '*ff RO ¢

g3E A=12 3 1 6 matntsanmg ranglm ap%qlang "
| 31 2 6 f’ﬂ‘ LI R D g
TN R @._!_*;S i 1 bi-

\"‘ ;f?q._ ._,.i_ LV N ;
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[ R S
—_ R =
o W
= 00 b

]
437. A=|3
{

larini aniqlang.

S t!”'"'i i

5-§. n NOMA’LUMLL m TA CI—IIZIQLI TENGW
. SISTEMASINI TEKSHIRISH  cuinmoly

n noma’lumli m ta chizigli tenglamalar sistemasi berilgan; .-

o @ X, + apX, +.ta, X, =5, | T

Ay Xt Xy Fo F 2, X, = b,

P
ol

............................................ 3 s (1)
X + &%+t @, X, =b, .

Tenglamalar sistemasining yechimi deb shunday n ta (x;, X, ,..., )
sontar to‘plamini aytamizki, ularni sistemadagi noma’lumlar o‘rniga
go‘yganimizda tenglamalar ayniyatga aylanadi. Agar sistema kamida
bitta (x,, X, ,...,x,,) yechimga ega bo‘lsa, uni birgalikda, aks holda
birgalikda emas deyiladi. Agar sistema fagat bitta yechimga ega bo‘lmasa
aniglangan, aks holda aniglanimagan deyiladi.

140
Ay G- Ay 4y Gy .. b, .
4| v G Gy
* 1 — 2
aml am?.“' a»m am‘.l a Cl b

matntsalar (1) sistemaning matritsasi va kengayt:rdgan marm;sas:
deyiladi. (1) sistemaning birgalikda bo‘lishi uchun A va A, matri-
tsalar rangi teng bo‘lishi zarur va yetarlidir (Kroneker-Kapelli
teoremasi).

Shunday gilib, (1) sistema birgalikda bo‘lishi uchun
HA=r(B)=r bo‘lishi zarur va yetarlidir, Bu 7 soni (1) sistema-
ning rangi deb ataladi.
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Agar b =h,=..=b =0 bo‘lsa, sistema bir jinsli deyiladi. Bir
jinsli tenglamalar sistemasi har doim birgalikda. Agar birgalikda
bo‘lgan sistemaning rangi noma’lumlar soniga teng bo'lsa, siste-

ma aniglangan bo‘ladi.
' Agar sistemaning rangi noma’lumlar sonidan kam bo‘lsa sis-
tema aniglanmmagan bo‘ladi. Sistema birgalikda, lekin r << n bo‘lsin.
A matritsaning gandaydir bazis minorini garaymiz. Bu minorda
ixtiyoriy yo‘lni ajratamiz. Bu yo‘lning elementlari (1) sistema
tenglamalarining biridagi » ta noma’lumlari oldidagi koeffitsient-
lardan iborat. Bu r ta noma’lumlarni qaralayotgan tenglamalar

sistemasining bazis noma’lumlari deb atashadi. Qolgan s-r tasini

(1) sistemaning erkli noma’lumiari deyishadi.

(1) sistemadan koeffitsientlari bazis minorning elementlarini
oz ichiga olgan r ta tenglamalar sistemasini ajratamiz. Bunda bazis
noma’lumiarini chap tomonda qoldirib, erkii noma’lumlarni o‘ng
tomonga o‘tkazamiz. Hosil bo‘lgan sistemadagi bazis noma’lumlarmni

erkli noma’lumlar orgali ifodalaymiz (masalan, Kramer formu-

lasi bo'yicha).

Shunday qilib, erkli noma’lumlarga ixtivoriy giymatiar berib,
bazis noma’lumiarining ularga mos giymatlarini topish mumkin.
Demak, (1) sistema cheksiz ko‘p vechimlarga ega bo‘ladi.

X +3x, + 5%, +7x, +9x, =1, _
438. Jx -2x,+3x,—4x, +5%, =2, S
2x +1x, +12x,+25x, + 22x, =4,

tenglamalar sistemasini tekshiring. -
Yechish: ]
Sistema matritsasi va kengaytirilgan matrxtsa.l‘ar ranglm amq—

i

laymiz. Kengaytirilgan matritsani yozib olamiz: ¢ {12 ""
o (13 5 7 9|t ‘1'“""*,“'- et
vibgeptet b “1} A1= | 2 3 -4 5 7 EECHE R
B T S0 2 11 12 25 2214

Vertikal chizig bilan sistemani ozod hadlardan ajratamiz.
2-qator elementlariga 3-gator yo‘lning mos elementlarini go‘shib,
2-qator etementlarini 3 ga bo‘lamiz:
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1 3 5 7 911 1 3 5 7 931
A4 =13 9 15 21 2716 13 5 7 9|2
2 11 12 25 2214 2 11 12 25 22| 4

2-qator elementlaridan 1-qatorning mos elementlarini ayiramiz:

. ._'mgu.,'f' 1 3 5 7 91 ; ";-r-t‘;'.il.f.:p;;‘;
R [P SIS L2 S D I Sk Fial
' A4=]0 0 0 O ' 01 :

PRIUETRY 14 MRS PRSIt Y.

2 11 12 25 22|14 .

e (L35 T 9y
o a0 0 0 0 0 n[l 3.5 7 9)'
DT g as ) 2112 25 2

Osongina ko‘rish mumkinki r{A4)=2, r(A)=3, ya’ni r(4) ;ﬁf?{f,«!, ).
Demak, sistama birgalikda emas.

439. ’xl +2x, +3x, =14, Sine T T ST
3x, +2x, +x; =10,
Gy I x+x,+x, =6
ORR 18 2x, +3x,—x, =5,
o | x+x=3

tenglamalr sistemasini tekshiring.
Yechish: )
Kengaytirilgan matritsani yozamiz:

| (1 2 3| 14) o
iz;..é_s:‘mfjr:_‘; priggat 3 2 1 10 AT T S
QEUERR Ny A U T U Y NP
i 1203 -1 sy
N R N A

2-qator elementléﬁni 1- va 4-qator elementlariga go‘shib, 1- -
gator elementlarini 4 ga, 4-gator elementlarini 5 ga bo‘lamiz: -
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: 4 4 4|24) (11 1] 6

-‘ 302 1 (1013 21| 10

~Ib 1 16 [ 11 1] 6
| s 5 015110} 3
o ot o3 e 3

3-qgator elementlaridan 1-qator elementlarini, S-gator ele-
mentlaridan 4-qator elementlarini ayiramiz, so‘ngra 3- va 5-qa-
torni o‘chiramiz:

(11 1 6)
o3 2 Ly ey 1 1 6 11 1
C4~10 0 0 0l~3 2 1| 10 4~[3 2 1|
(vt rof 3t 1 o0 3 110
oo oy of
1@x1rg1 matritsaning aniglovchisini topamiz: o
it 1 oot A

S B2 =3 2 N=120.
a0 oo S

Demak, #{A4)=3. Kengaytirilgan matritsaning rangi ham 3 ga
teng, chunki topilgan determinant 4, matritsaning minoridir. Shun-
day qilib sistema birgalikda bo‘ladl Uni yechish uchun 1, 3, 5-
tenlamalarni olamiz;

X +2x, +3x, =14,

X +x, X, =0,

Lo AR "'f"-'.}.-\ i x] +x2 - 3

* Bundan @$ehgita x,=1, x,=2, x,=3 lami topish mumkin.
44“. T ’

X +3x, +4x, +3x, =1,
2x —x2+2x,,—~x4=0
5x, +3x, +8x; + x, —1

tenglamalr g;,stema@;m tekshiring,.
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e
"y

(1 5 4 3] 1

. =2 -1 2 0. & L.
5 3 8 1 ]

3-gatordan 1-gatorni ayiramiz: i

: 1 5 4 3|1

L o4~[2 -1 2 1| of

" 4 2 4 2| o0

3-gatorni 2 ga bo‘lib, hosil bo‘igan 3-gatordan 2-gatorni
ayiramiz, so‘ngra 3-gatorni o‘chiramiz:

y :lz 51; . (1) S L L
el R - M 2 o)
00 0 0] O |

r(A)Y=r(A)=2 ligini oson ko‘rsatish mumkin. Demak, siste-
ma birgalikda. Berilgan sistemadagi 1- va 2-tenglamalrni gqaraymiz:

X, k5%, +4x, +3x, =1,

2%, —x, +2x,—x, =0.
Bazis noma’lumlar sifatida x, va x, larni olamiz, chunki bu
1 3
2 -1

minant noldan fargli. Ozod noma’lumlar x, va x, bo‘ladi. Sistem-
ani ushbu

noma’lumlar oldidagi koeffitsientlardan tuzilgan deter-

x +5x, =1-4x, -3x,,
2%, — X, = —2x, + X, _
ko‘rinishda yozib, x, va x, larni x, va x, lar orqali ifodalaymiz:
1-4x,-3x, 5

| 2% +x, —I=—é—x—§—-x—-1~
) 1 5 oot
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1 1—4):3 —-3x4 - ’ Lo ol
2 -—Q.Z!Ca-i-x4 6 7 s

X, =- =X, X, +—.
-11 11 11 11
X, = U, x,=v deb olib, sistemaning yechimlarini quy
~ dagicha hosil gilamiz:
X =——~6—u+—-v—-1— x =~§—u+z-v+—2— = -
TR T A T TR TR Th Ik i

u va v larga turli sonli giymatlarni berib, sistemaning tur
yechimlarini hosil gilamiz.

Berilgan tenglamalar sistemalarini tekshiring:
[ 3% +2x, =4,

A VIR ATEE S W

x ~4x, =1, o
ML Tx 4105, =12, g9
Sx -+ 6x, =8,

[3x, = 16x, = 5.

] % +5x, +4x, =1,
14 2%, +10x, +8x, =3,
et t’ 3% +15x, +12x, =5.

X =3x+2x =~ _
443, x, + 9x2 + 6x3 = 3’ Ll , - ‘
X, +3x, +4x, =1. N

LT A

6-§. GAUSS METODI BILAN CHIZIQLI TENGLAMALAR
- SISTEMASINI - YECHISH

Chiziqgli algebraik tenglamalarni determinant yordamida yechish
ikki va uch noma’lumli tenglamalar sistemasi uchun qulay. Teng-
lamalar soni sistemada ko‘p bo‘lganda Gauss metadi qulay. Bu
metodni 4 noma’lumli 4 ta tenglamalar sistemnasida tahlil qilamiz:

i
X+ apY+ a2 + &y U = a; {a)
Ay X+ @y Y+ s Z + Ay U = g &)
S Ay X+ gy ¥ + 83y 2 + Oy U = Qs (d)
v |agxtagytagz+au=a, (e}
138 - £
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1

a, =0 deb faraz gilamiz (agar a, =0 bo‘lsa, tenglamalammg

yrnini almashtiramiz).

I-qadam. (a) tenglamani a,, ga bo‘lib, hosil bo‘lgan tengla-
nani z,, ga ko‘paytirib (b) dan ayiramiz, so‘ngra a,, ga ko‘paytirib
d) dan ayiramiz, a, ko‘paytirib (¢) dan aylrannz 1- qadamdan
0‘ng quyidagi sistemaga kelamiz:

T 5N
x+b,v+b.z+b,u=b., i
Y T 14 15 () i,
by + bz +bu =by, (211
. b,y+b,z+bu=bh, (h) §eupa
boytb,z+bu=0b; ()

a; dan quyidagi formulalar bo‘yicha &; topiladi:

e
bﬁi:j (f=29 3) 4, 5)

11

b, =a,—ab, (i=2,3,4;i=2,3,4,5).

2-gadam. (3), (b), (d), (e) tenglamalarda nima qilgan bo‘lsak,
), (g), (h), (§) larda ham shularni gqaytaramiz va hokazo. Nati-
ada berilgan tenglama quyidagi ko‘rinishga keladi:

X+B,y+b,z +bu =B, L n’j
2 _ YHCyuZ+ 00U =0y
Aig. iy > z+dyu=dy, |
i U= ey :
Hosil bo‘lgan s1stemad§m barcha noma’lumiar kcﬁna—kéﬁ %epﬂadl
d44. s nln i

36,472 +5,28y+6,342=12,26,  (a) 7"
7,33x+28,74y+5,862=15,15, ()
4,63x+6,31y+26,172=25,22  (d)

:englamalar sistemasini yeching.

Yechish:
(@) tenglamani 36,47 ga bo‘lib, x+0,1447y+0, 1738z=0 3361 (*)

2a ega bo‘lamiz. (*) ni 7,33 ga ko'paytirib, natijani (b) dan ayiramiz

-3
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va 27,67y +4,586z = 12,6864 ga ega bo‘lamiz. Endi (*) ni 4,63 ga

ko‘paytirib, natijani (s) dan ayiramiz va 5,64y425,36z= 23,6639
ga ega bo‘lamiz, Shunday qilib,
27,67y +4,5862z=12,6864, (e)
5,64y +25,3653z = 23,6639 {f)
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. (d) ni 27,68 ga bo‘lib
y+0,16572=0,4583 (**)
ni hosil gilamiz. (**) ni 5,64 ga ko‘paytirib, (¢) dan ayiramiz va
24,43087=21,0791 ni topamiz. Demak, z= 0,8628. U holda
y=0,4583—0,1657 - 0,8628=0,3153, _
x=0,3361—0,1447 - 0,3153—0,1738(x)0,8628=0,1405. ;
Shunday qilie, x=0,1405, »=0,3153, z=0,8628. )
Amalda sistemaning o‘zini emas, uning noma*lumlar oldidagi
koeffitsientiari va ozod hadlaridan tuzilgan matritsasini
pog’onasimon ko‘rinishga keltirish magsadga muvofigdir:

S 36,47 528 6,34 12,26
Faet ok mawtip 7,33 28,74 586 [1515 [. msdnu

e 4,63 631 2617]2522)
wilead abg
5-tekshiruv ustunini hosil gilamiz. Uning har Blrﬂefemen’tlt
mos gator elementlarining yigfindisidan iborat:

36,47 5,28 6,34 [ 12,26} 60,35
733 28,74 5,86 | 1515 [ 57,08, sais
4,63 6,31 26,17 {25,227 62,33
Matritsa elementlari ustida chizigli almashtirish bajarsak, bu
chizigli almashtirish tekshiruv ustunida ham bajarilishi kerak.
Almashtirilgan matritsa tekshiruv ustunining har bir elementi
mos gator elementlarining vigfindisiga teng bo‘ladi. Bir matrit-
sadan 2-nchi matritsaga o‘tishni ekvivalentlik beligisi orqali yo-
zamiz:

3647 528 6341226 60,35) (10,1447 0,17380,3361/0,6547|
733 2874 5,36]15,15 S7,08|.| 733 2874 536 |1515]57,08
463 631 261725226233) (463 631 2617|26)7| 6233
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03361
04583
23,6639

L6547) e
16240 . sheo T

18629,

f1 01447 01738 0,3361] 1,6547 1 01447 01738 16547 '
L0 276793 4,586 (12,686444,9516! |~ i 01657 16240 { ~ °
\0 564 25365 54,6688{ 0 564 253653

54,6688

23,683

0,3361
10,4383
0,8828

I 01447 01738
D 1 01657
0 0 244308

04583) 1,6240 1 0657
45,5054 o 0 1

{

L

0,336|J ],654‘7] [1 01447 01738

21079

Hosil bo‘lgan matritsadan foydalanib, mos almashtirﬂgan_!_;si:}é%
temani yozamiz va yechimlarini topamiz: A

z=0,8628,

y=0,4583—0,1657 - 0,8628=0,3153,

x=0,3361—-0,1738 - 0,8628—0,1447 - 0,3153=0,1405.

Agar sistema yagona yechimga ega bo‘lsa, pog‘onasimon teng-
lamalar sistemasi uchburchak ko‘rinishga keladi, bunda oxirgi
tenglama bitta noma’lumga ega bo‘ladi. Anigmas sistema holida,
ya’ni bunda noma’lumlar soni chiziqgli erkli tenglamalar sonidan
ko‘p bo'lsa (cheksiz ko'p yechimlar to‘plamiga ega), uchbur-
chakli sistema hosil bo‘lmaydi, chunki oxirgi tenglama birdan
ortiq noma’lumga ega. Agar tenglamalar sistemasi birgalikda
bo‘lmasa, uni pog‘anasimon shaklga keltirganda u kamida bitta 0=1
ko‘rinishdagi tenglamaga ega bo‘ladi, ya’ni tenglamadagi hamma
noma’tumlar nolli koeffitsientlarga ega, o‘ng tornon noldan fargli.
Bunday sistema yechimga ega emas. ,

445. Ushbu T &

xty-—z= 0’ *?533-." : """_.Jf“é':_;"-:':‘r'.'_;'-:':.';'...’_';';;' Ppoi

&

R AT Adx—y+5z=3. ST

tenglamalar sistemasini yeching.
Yechish: Matitsani ekvivalenti bilan almashtiramiz:

3 2 1 5111 1 1 =110 1

v 1 1 =110 113 2 | 1 5 11

4 -1 5 311 4 -1 5 3 11

(hisoblashni soddalashtirish uchun birinchi va ikkinchi tenglama
141 '
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o‘rinlarini almashtirdik). Qolgan ikki qatordan bmnch1 yoilni 3
ga, 4 ga ko‘paytirib ayiramiz:

1)1 Nf1r <10 1
.1 D1 -4 -5 -8
=11 1 =33 () «{0 ¢ 1 2 3
(oxirgi gatorni 2 ga qisqartirdik). Sistema uchburchak ko‘rinishga
keladi:
x+y-z=0, 3
y—4z =-5, ’ j .
z=2. S
-

i U vagona yechimea ega, ya'ni =2, y=3,

el A0

s Tenglamalar sistemasini yeching:
2xl +x,—% =3,

ad 7x + X, X —10
l{iﬁ:n{l FEERT L X I 2 3

[3x,—x, +x, + 2%, =18,

2%, = 3%, +x, + X =T, 4x +2x, +3x, = -2,

4 - =
X =X, +2%, =8, 2%, + 8%, —x, =8,

s
.......

2%, x4 x, —xg =

Ox, +x,+8x, =0
| 46 -3 +x, =1 '
5 Doy
0,04x-0,08y+4z=20, % 3,21x+0,71y+0,34é=6,12,
4x+0,24y -0, 08z =8, 4'51 0,43x+4,11y+0,222=35,71,
0,09x+3y-0,152 =9, 0,17x+0,16y+4,73z=7,06.
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7-§. CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASINI
JORDAN-GAUSS USULIDA YECHISH

Chiziqgli tenglamalar sistemasini Gauss usulida yechishda tek-
shiruv ustuniga ega bo‘lgan matritsa usuli ko‘rildiki, natijada beril-
gan tenglamalar sistemasi uchburchak ko‘rinishiga keltirildi. Keyin-
gl bayon uchun Jordan—Gaussning takomillashgan usuli bilan
tanishish muhim ahamiyatga ega, bunda noma’lumlarning qiy-
matlari to‘g‘ridan to‘g'ri topiladi.

Bizga quyidagi chizigli tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin:
ay X +a,x, ot ax, =b,

Ay X, + Ay X, +.. 2y, X, = by,
AyyX, + Ay X+t dy, X, = by, (1)

"

Ay X, + OpXy ot @ X, = b,

Bu sistemaning A matritsasidan 0 dan farqli g elementini
tanlaymiz.

Bu clemént hal giluvchi element deb ataladi. A matritsaning
p-ustuni imf giluvehi ustun deb, g-qatori hal giluvehi gator deb
ataladi.

_\.-!__,-JYangt tengiamalar sistemasini qaraymiz:

) ! ! : =B
AL : Xy + @%b g, X, = by,

ay X, + Xy +.. + @, X, =H,
.............................................. : (2)

|y + Xy + ¥ A%, = b

¥, MR

Bu sistemaning matritsasi 4’. Bu sisternaning koeffitsientlari
va ozod hadlari quyidagi formulalardan aniqlanadi: '

d, d .
;o iy
4y =4y . H
o
ur . .
b [ azap  i# J.
o " i w
o 'S .
b=b—
a

(il
Xususan, agar i=g bo‘lsa, «, =0bo‘ladi. Agarda i=¢ bo‘lsa,

u holdaa;,. a,.b,=b, deb qabul qilamiz, Shunday qilib (1) va
. (2) sistemalardagi q~nch1 tenglamalar bir xil bo‘lib, (2) siste- _
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maning ¢g-nchi tenglamasidan boshga barcha tenglamalaridagi x,
oldidagi koeffitsientlari 0 ga teng. Shuni ko‘zda tutish lozimki,
(1) va (2) sistemalar bir vaqgtda yoki birgalikda, yoki birgalikda
emas. Ular birgalikda boflgan holda teng kuchli sistemalardir
(ularning yechimiari ustma-ust tushadi).

A" matritsaning @, elementini aniqlashda “to‘rtburchak usuli”
ni ko‘zda tutish foydalidir.

A matritsaning 4 elementini qaraymiz: &, (almashtirishga tan-

langan element), 4, (hal giluvchi element) va a,,q, element-

lar. @ elementni topish uchun to‘rtburchakning garama-garshi

uchlaridagi 4, va a, elementlar ko‘paytmasini 4,

elementga
bo‘lib g, elementdan ayiramiz:

oY o -
Xuddi shu tariga (2) sistemani ham almashtirish mumkin,
bunda A’ matritsaning hal qiluvchi elementi sifatida &, %0 ele- .
mentini gabul qilamiz (ss¢g, r»p). Bu almashtirishdan se‘ng %,
lar oldidagi barcha koeffitsientlar 0 ga teng bo‘ladi. Hosil bo‘lgan
sistema yana almashtirilishi mumkin va hokazo. Agar »=# (sistema-
ning rangi noma’lumlar soniga teng) bo‘lsa, u holda bir gator
almashtirishlardan so‘ng quyidagi tenglamalar sistemasiga kela-

miz: _ Ak . , - %0 LY
| e kx=l,, ¢ % .
il ¥ H : i kl ={2’ o
' AN T em L., :
knxn= n’ e o is\

va bu tengliklardan noma’lumlamiﬁg giymatlarini topamiz.
Noma’lumlarni ketrna-ket yo‘qotishga asoslangan bu yechish usuli
Jordan-Gauss usuli deb ataladi.
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452, -
Quyxdagl ch1z1q11 tenglamalar sistemasining rnatritsasi berilgan:

5 4 6 -I 7)
g8 1 3 2
D1 35 3 )
7 -6 5 4 3

Bu sistemani Jordan-Gauss usulida yechishda hal giluvchi ele-
ment sifatida a,,~3 ni qabul gilamiz. Almashtirilgan matritsaning
oy, a3, ay, elementlarini toping.

Yechish:

a,, element hal giluvchi gatordan bo‘lgani uchun «’,, =a,~2.
a,, element hal giluvchi ustundan boflgani uchun ¢’ *0 a,,
elementni to‘rtburchak qoidasi bilan topamiz:

5 4 6 -1 7 o
§ 1 3 2 0 DA
. + A = E . I .
b 01 5 3 - I
7 65 4 3
a;4=a44—aza” = 4-:2—5=—7-‘_1;.
2

453. Quyidagi tenglamalar sistemasini yeching:
X +x, ~-3x,+2x, =06,

X —2x, —x, =6,

x, +x; +3x, =16,
2x, —3x, +2x, = 6.

et " [ B
; {‘ ;

}’er:hrsk
Bu sistemaning koeffitsientlarini, ozod hadlarini va koeffit-

sientlar bilan ozod hadlari yig‘indilarini quyidagi jadvalga yo-
zamiz (Z—tekshiruv ustuni):

X X X3 X b >
1 1 =3 2 6 7
1 —2 0 —1 —6 —8
0 1 1 3 16 21
L2 -3 2 0 6 7
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Hal giluvchi element sifatida biz birinchi tenglamadagi x, ol-
didagi koeffitsientni olamiz. Jadvalning bu element turgan gatorini
(hal qiluvchi gator) o‘zgarishsiz keyingi jadvalga yozamiz, 1-us-
tunning hal giluvchi elementidan boshga barcha elementlarini 0
bilan almashtiramiz. To‘rtburchak goidasini go‘liab, jadvalning golgan
kataklarini to‘ldiramiz (bu goidani T ustunga ham gqo‘liaymiz):

Xy X3 X3 Xy b b3
1 ! -3 2 6 7
0 -3 3 -3 =12 —135
0 1 I 3 16 21
0 =5 8 -4 —6 =7
Z—tekshiruv ustunida mos gator elementlarining yig‘indisi hosil
bo‘ladi. :
2-qgator elemenlarini —3 ga bolib, quyidagi jadvalni hosil
qilamiz;
X X3 X3 X4 b by
1 1 -3 2 6 7
] ! —1 1 4 5
0 1 i 3 16 21
0 -3 8 —4 —6 —~7

- Hal giluvehi element sifatida 2-gatorning 2-elementini olamiz.
1-nchi vstunni o‘zgarishsiz yozamiz, 2-ustun elementlarining hal
giluvchisidan tashqari barchasini 0 bilan almashtiramiz, 2-(hal
giluvchi) qatorni o‘zgarishsiz yozamiz, qolgan katakda turgan
elementlarni to‘rtburchak qoidasiga ko‘ra almashtiramiz:

A S~

X3 X3 X4 b x

1 0 —2 | 2 2

’ 0 1 ~i 1 4 3
; 0 0 2 2 12 16
y 0 0 3 1 14 18

3-qator elementlarini 2 ga bo‘lamiz:

X Xy X3 X4 b x

1 0 -2 1 2 2

G 1 -1 1 4 5

] 0 1 1 6 8

0 0 3 1 14 i8
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3-ustunning 3-elementini hal giluvchi sifatida olib jadvalni

almashtiramiz:
X X3 X3 X4 b Z
1 0 0 3 14 18
0 1 0 2 10 13
0 0 1 1 6 8
0 0 0 —~2 —4 -6
4-gator elementlarini —2 ga bo‘lamiz:
X X2 X3 X4 b 2
1 0 0 3 14 18
0 1 0 2 10 i3
0 0 1 I 6 8
0 0 1 2 3
0 _
4-gatorning 4-elementini hal giluvchi sifatida olib, jadvalni
o‘zgartiramiz:
X X2 X3 X4 b %
1 0 0 0 8 9
0 1 0 0 6 7
0 0 1 0 4 5
0 0 ¢ | 2 3
Natijada quyidagi tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz:
I, +0-2,+0-x,+0-x, =8,
0. +1-x,+0-x+0.x, =6,
"— 0-x,+0-x,+1-x,+0-x, =4, -
0-x+0-x, +0-x,+1-x, =2,
ya'ni x,=8, x,=6, x,~4, x;=2.
- 454. Tenglamalar sistemasini yeching:
X+ %, —2x0+x, =1,
X -3%, 4%+ x, =0,
4 =X, =X~ %, =1, .
4, +3x, — 4%, -x, =2, &7 o
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Yechish: SRR A HE & Rt S L L A
Jadval tuzamiz:

1 1 ~2 | 1 2
1 —3 ! 1 0 0
4 -1 —1 —1 1 2
4 3 ~1 —1 2 4
1-ustunning 1-elementi ~ hal giluvchi:

i 1 -2 1 1 2

T —4 3 ¥ —1 -2

0 -5 7 =5 —3 -6
0 —1 4 —5 ~2 —4
4-gatordagi ishoralarni o‘zgartiramiz:

| 1 -2 1 i 2
0 —4 3 0 —1 —2
0 —5 7 —35 -3 —6
0 1 -4 5 2 4
Z-ustunning 4-elementi — hal giluvechi:

I 0 2 —4 —1 —2
0 0 —13 20 7 14
0 0 —13 20 7 14
0 I —4 5 2 4
3-gatordan 2-qatorni ayiramiz va 3-gatorni o‘chiramiz:
1 0 2 —4 - | —2
0 0 —13 20 7 14
0 1 ~4 5 2 4
2-gatorning 4-e¢lementi — hal giluvchi:

| 0 —0,b 0 0,4 0,8
0 0 —13 20 7 14
0 1 —0,75 0 0,25 0,5

_ Matritsaning rangi 3 ga teng. Demak, sistema uchta bazis
- noma’lumiar — X, X, va x, lar va bitta ozod noma’lum — x, ga ega.
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Natijada quyidagi tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz:
lix, +0-x,-0,6-x;,+0-x, =0,4,
0% +0:x,~-13-x+20-x, =7,
0% +1-2,-0,75-x,+0-x, =0,25.

Bundan: x,=0,4+0,6x,, x,=0,25+0,75x,, x,=0,35-+0,65x,.
Shunday qilib, sistema quyidagi yechimga ega: x,~0,440, Gu

x,=0,25+0,75u, x,=0,35+0,65u, bu yerda & — ixtiyoriy son.
455, Tenglamalar sistemasini yeching:

6x—Sy+7z+80=3, | i

3x+1ly+2z+4t =6, s, sk

3x+2p+3z+41 =1, #i SR
x+y+z=0.

P "

Yechish: il q &
Jadval tuzamiz: b

6 —5 7 8

3 11 2 4 26

3 2 3 4 13

1 | 1 0 3
1-ustunning 4-elementi — hal giluvchi:

0 —11 { 8 3 1

0 8 =1 4 6 17

0 —1 0 4 1 4

1 1 | 0 0 3
3-ustunning 1-elementi — hal qgiluvchi:

0 —11 1 8 3 I

0 -3 0 12 9 18

0 -1 0 4 1 4

1 12 0 —3 —3 2
3-qator elementlarining ishoralarini qarama qarshlslga

o‘zgartiramiz: - .,.,.:.1,;_u. ,,_i“:’ N
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0 —11 ] 8 3 1
{0 -3 0 12 9 18

0 i 0 —4 -1 —4

1 12 0 -8 -3 2
2-ustunuing 3-elementi — hal qituvchi:

0 0 1 —36 —8 —43

0 { 0 0 6 6

{ 0 —4 —1 —4

| 0 0 40 9 50

Natijada quyidagi tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz:

,’D-x+0-y+1-z—36-t=—8,
0-x+0-y+0-z+0.1=6,
O x+1-y+0-z—4.1=-],
lox+0. p+0.2+40-1 =9,

4

T
o

Osongina ko‘rish mumkinki, ikkinchi tenglamani x,}§y, Zvat

larning xech bir qiymatlari ganoatlantirmaydilar. Shunday qilib,
hosil bo‘lgan sistema va berilgan sitema birgalikda emas. -

456. Berilgan matritsaning rangini aniqlashga Jordan—Gauss
usulini go‘llang: - 45
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e 7 .1 3 5 .
:} ........ e . 1 3 5 7 .:;
i L A= i
v T4 1 4 6 y
G B2
g‘.‘. Ye €C}H'Sh.'
" Jadval tuzamiz:

7 —1 3 5 14

3 5 7 16

4 [ ! 6 15

3 -2 -1 —1 —1
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Oxirgi (nazorat) ustunda mos gator elementlarining yig‘indisi

yozilgan, l-ustunning 2-efementi — hal giluvchi:
0 —22 —32 —44 08
1 3 5 7 16
0 -11 —16 ~22 —49
0 —11 —16 ~22 —49
3- va 4-qatorning mos elementlaidan 1-gator mos element-

larini —2 ga bo‘lib ayiramiz va 3- va 4-gatorni o‘chiramiz:

0

11

16

22

49

1

3

5

7

16

—

Hosil bo‘lgan matritsaning ixtiyoriy ikkinchi tartibli determi-
nanti {0 dan fargli. Demak, A matritsaning rangi 2 ga teng.
Tenglamalar sistemalarini Jordan-Gauss usulida veching:

457.

459,

p,

X, +2x, +x, =8§,

X, + 3%, +x, =15,

4dx, +x, +x, =11,

X +x,+5x, =23.

( %, +3x, - 2x, - 3x, =1,

X +X X +x, =5,
2x, 3%, +2x, =3x, =4,

| X —x,

—x;—X, =—2.

458.

X, =X X=X, =2,

X +2x, = 2%, —x, =5,

Tx, +2x, —3x, —4x, =2,

2% —x, —3x,+2x, =—1,
%y +2%, +3x; —6x, =10,

ke

460, Matritsaning rangini Jordan-Gauss usulida toping:

2

ba = LJ
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V ROB K e
CHIZIQLI ALGEBRA ASOSLARI T

1.§. CHIZIQLI FAZO

1. Asosiy tushunchalar, S e
Elementhn X,¥,Z... bo‘lgan shunday R to‘plamni garaymiz-
ki, uning ixtiyoriy ikki ¥eR vaycR elementlari uchun
¥ +¥y € R yig'indi, ixtiyoriy ¥ € R elementi va ixtiyoriy haqiqiy
A son uchun AX e R ko‘paytma aniglangan bo‘lsin,

Agar R to‘plamning elementlarini qo‘shish va bu to‘plamning
elementlarini haqiqiy songa ko’ paytlrlshda quyidagi shartlarm
ganoatlantirsa:

1) Y+7=y+x;

2) X+P)+z=x+(y+2);

3) ixtiyoriy xeR element uchun shunday Qe R (nol ele-
ment) mavjudki, T+0=X;

4) har bir xe R element uchun shunday yeR element
mavjud bo‘lsaki, bunda X+¥ = 0 (kelgusida Y =-X ko‘rinishda
yozamiz, ya'ni T+{-%)=0);

3) 1-x=%;
£ 6) AmX)=(Am)x; »

7 {(A+mx=AX+mX;

8) AX+y)=Ax+1y,

u holda R to plam chizigli (yoki vektor) fazo, bu fazoning ele—
mentlari X, ¥, Z... esa vekforiar deyiladi.

Masalan, barcha geometrik vektorlar to‘plami chizigli fazo .
bo‘ladi, chunki bu to‘plammning elementlari uchun keltirilgan
shartlarni ganoatlantiruvchi amallar aniglangan.

Chiziqli fazodagi ikki X va ¥ vektorlarning ayirmasi deb, bu
fazoning shunday ¥ vektoriga aytiladiki, y+v =X bo‘ladi.
X va ¥ larning ayinmasi X —¥ bilan belgilanadi, ya'ni Xx-y=v. *
Isbotlash osonki, ¥—y =X+(-¥).

Quyidagi teoremalar ham o‘rinli;
{. Har bir chizigli fazoda fagat bitta nol- elemcnt maVJud

PO : . el

RTINS
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2. Chiziqli fazoning har bir elementi uchun fagat bitta teskart
element mavijud. _
3. Har bir ye R uchun Q¥ =0 tenglik bajariladi.

4, Har bir hagigiy son A va 0e R uchun 2.0 =0 tenglik
bajariladi.

5. AXx =0 tenglikdan quyidagi ikki tenglikning biri kelib chigadi;
A=0 yoki x=0,

6. (DX element X element uchun garama-garshi element
bo‘ladi.

461. (&5 &5 005 E), (s s os 71,) 5 --. haqiqiy sonlarning
barcha sistemalar to‘plami berilgan bo‘lsin. Har qanday

ikki elementining yig‘indisi (£;&,; .38, T, s o 7,) =
=(& +m; &+, i &, +7,) tenglik bilan; har ganday ele-
mentning ixtiyoriy songa ko‘paytmasi (£; &55..5 &)=

=(A&; A&,; ..; AL,) tenglik bilan aniqlanadi. Bu to‘plamning

chizigli fazo ckanligi isbotlansin.
Yechish:

¥=(5 &3 s &) F=0n5 s 5 7D T=(635 G55 3 605
belgilashlarni kiritamiz. Yugorida keltiriigan 1—8 shartlarning
bajarilishini tekshiramiz.

L X+¥=(+n; &+ 5 &, 7,0
: j;+f:(;7] +é:|3 ??2 +§23 ""; ??u +§n)7 ya,ni f""f:y"“f
2XAP=G I &R s 6,0 VYEE( G G i G

F+PHZ=(G+n+L S+ 4L n &, S
X+Y+E)=(G+0 T4 GHTR TG 5 5,41, C,).
 Shunday qilib, (X+J}+Z=X+(y+7).
3 0=(0; 0; ..; 0)— nol element boladi.
-Hagigatan ham x+0=(+0; &,+0;..,2,+0)=%.
4. (=&; =&, 0 —¢&,) element (& &, .5 £,) elementga gara-
. ma-garshi element bo‘ladi, chunki '
153
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- G &y s )T (=85 8y v —£)=(0; 05...; 0)=0
51X =(1&; 18,5 ..; 1&) =% '

T 6 AR = A ply; s pL) = (Al Ans s Aug ) =(Aux)
oy T AR =(A+08; (A D85 s (A+1DE) =(A + 485 48+ 113
v Ay + e )= (A0 MGy, s A )H UG ps oy )=

| CE £ i EVRE: £ i £)= R4 :
8 ARAP=AG A Svigs s S ) =I5 HAn A Ay g AL R )=
BB - A A s A)=AG; & s E)R A 1 1) =R D
~ 462. Barcha kompleks sonlar to*plami chizigli fazo bo‘lishligini
isbotlang.

463. &, &, 7, M, &) 6, — lar har hil haqigly sonlar bo‘l-
ganda, to‘rtta haqigiy sonlar (&; &5 0; 0); (7 723 05 O); (6; 6,3 0; 0)
sistemasining to‘plami chizigli fazo bo‘ladimi? Elementlarni qo*shish
va haqigiy songa ko‘paytirish 461 masaladagi kabi aniglanadi.

464. (&5 &5 1), (5 55 L 1), (€, 655 13 1) elementlar to‘plami
chizigli fazo bo‘ladimi? -

465. Barcha ikkinchi darajali ko‘phadlar gyt +ayt +a,,
Bt B+ By, 7ot 4 ¥t + Vs toplami chizigli fazo bo‘ladimi?
~ 466. Darajasi uchdan oshmagan barcha ko‘phadlar to‘plami
chizigli fazo tashkil etadimi?

467. £(1), 1,(t), f/i(£), ... funksiyalar berilgan bo‘lsin. Agar
bu funksiyalar:

D [a,b] kesmada aniglangan barcha uzluksiz funksiyalar
to‘plamini;

2} [a b] kesmada dlfferensml]anuvchl barcha funksiyalar
to*plamini; .

J)barcha elementar funksiyalar to‘plamini;

4)barcha elementar bo‘lmagan funksiyalar to‘plamini tashkil
gilsa, bu funksiyalar to‘plamlari chizigli faze bo‘ladimi?

468. Musbat sonlarning barcha juftligidan iborat to‘plam be-
rlgan: X =(@, @,), V=07, 1), Z=(£,&,), ... Agar ikki element-
- ni go'shish X+y= ((917?13 %?}2) tenglik bilan hagigiy songa
ko‘paytirish esa AX = (¢, @) tenglik bilan amqlansa bu to plam
chizigli bo‘ladimi? .
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469. Chiziqli fazo: 1) bitta vektordan; 2) ikkita har hil vek-
tordan tuzilgan bo‘lishi mumkinmi?

470. Chiziqli fazodan X vektor yo‘gotilgan bo‘lsin. Bu
yo‘qotishdan keyin hosil bo‘lgan vektorlar to‘plami chizigli fazo-
ligicha golishi mumkinmi?

471. Chizigli fazodan sanoqsiz vektoriar to‘plami yo’qotilgan.
Bu yo‘qotishdan keyin hosil bo‘lgan vektorlar to‘plami chizigli
fazo boflishi mumkinmi?

472. Vagon provodniklarining rezerviga ular tarqatishi uchun
har kuni skladdan: 1) gand; 2) choy; 3) pechene; 4) quritiigan
non; 5) pista ko‘mir keltiriladi. Faraz gilaylik, @, @, @, @ @5
mos ravishda bir kunda keltiriladigan bu mahsulotiar migdorining
kilogrammilardagi orttirmasi bo‘lsin,

Agar ¢, >0 bo‘lsa, u holda mos ravishda ozig-covgat yoki ko‘mir
shu kuni targatilganidan ko‘p keltirildi, agar ¢, <€ bo'lsa, u holda
ozig-ovgat yoki ko‘mir skladdan keltirilganiga garaganda ko‘p tar-
qatilgan. @, ©,, @5, @, @ sonlar sistemasining to‘plami chiziqli
fazo boladimi? (—100; 5; 0; —200; 3) vektor mimani bildiradi?

473. ¢, ¢,, ¢;butun sonlar uchliklarining to‘plami chizigli
fazo tashkil etadimi?

474. Vagon deposining parkiga har kuni turli tipdagi vagonlar
keladi: yuk, aloga, qattig o‘rinli, kupeli va yumshoq, ulardan har
kuni passajir va tez yurar poyezdiar tuziladi va yo‘lga chigadi.
Faraz gilayliq @, #:» ¢ @4, ®s mos ravishda vagonlar sonining
bir sutkadagi orttirmasi. @, ¢, @, @, ¢; sonlar to‘plami chiz-
igli fazo bo‘ladimi?

475. Umumiy boshi koordinata boshida bo‘lgan va 1-nchi oktan-
tada joylashgan, barcha geometrik vektorlar chizigli fazo tashkil
giladimi?

476. Chizigli bir jinsli tenglamalar sistemasi

ax+by+oz=0,

ax+b,y+c,z=0
ning barcha yechimlari to*plami chizigli fazo tashkil q1llsh1n1 is-
botlang.

Ko rsatma:

Agar (x; y;; 7) va (x,; ¥, Z,) berilgan sistemaning yechimi
bo‘lsa, u holda ixtiyoriy 4 uchun (x *x,; » 1y, z,%z,) va (Ix;;
Ay;; Az)) ham sistemaning yechimi bo‘ladi.
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A 477 A4y + AV o+ 4,y=0 (4, A, .., A, — x ning
funksiyalari) differensial tenglamani qanoatlantiruvchi barcha
n(x), »,(x), y(x), ... funksiyalar chizigli fazoni tashkil gi-
lishini isbotlang.

2. Chizigli bog‘ligsiz vektorlar.

x, ¥, Z, .., u lar R chizigli fazoning vektorlari bo‘lsin. Qu-
yvidagi tenglik bilan aniglangan vektor

v=a- X+ V+y-z+..+A0
ham R chiziqli fazoga tegishli bo‘ladi, bunda «, 8 % ..., 4 —
haqigiy sonlar. Bu vektor X, ¥, Z, ..., # vektorlarning chizigli
kombinatsiyasi deyiladi.
. Faraz qilaylik, x, ¥y, z, ..., i vektorlarning chizigli kombi-

natsiyasi nol-vektor bo'lsin, ya’ni

Q- X+B-F+y T+ +A T=0. 1)
X, ¥, 2, .., u vektorlar chizigli bogligsiz deviladi, agarda
(1) tenglik =g =y=...=2=0 bo‘lgan holdagina bajarilsa.

Agarda (1) tenglik «,f,%,...A4 larning kamida bittasi noldan
fargli bo‘lgan holda ham bajarilsa, X, ¥, Z, ..., # vektorlar chi-
zigli bog liq deyiladi. Osongina isbotlash mumkinki, ¥, ¥, 7, ..., &
vektorlar chizigli bog‘lig bo‘ladilar, shunda va fagat shundaki,
agarda bu vektorlarning birini qolganlarining chizigli kombinasi-

- yasi ko‘rinishida ifodalab bo‘lsa.

478. Agarda X, y, z, ..., # vektorlar orasida 0 vektor mavjud
bo‘lsa, bu vektorlarning chizigli bog‘liq ekanligini ko‘rsating.

Yechish: _ _

Faraz gilaylik, X=0 bo'lsin.” @ X+ 8-y +y - Z+..+A-u=0
tenglik @ 20, f=y=..=4=0 bo‘lganda bajarilgani uchun be-

.- rilgan vektorlar chizigli bogligdir.

479, Chiziqli fazoning elementlari tartiblangan haqiqly sonlar
X =(&;, &, - &) (=1, 2, 3, ...) sistemasidan iborat bo‘lsin.

Agar vektorlarning yig‘indisi va vektorning songa ko‘paytmasi
XX =8, oy Sty 080 ) AR =(A4),; Ay 0 AL)
- tengliklar bilan aniqlanganda, X, ¥,, ..., X, vektorlarning chi-
zigli bog‘ligsiz bo‘lishligi uchun &, (=1, 2, .., #; k=1, 2, ..., n)
‘sonlar ganday shartni gancatlantirishi kerak?
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Yechish: i
A, + 0%, +. X, =0 tenghkm ko‘ramiz.U quyidagi teng-
lamalar sistemasiga teng kuchli.

alf‘]+a2§|2+“'+an§1u =0, ‘)
.".-:i:_' al‘_’:ﬂ +a’2§27+...+a”§2” == O :;_M
Cagmt g tet by =0, 4F L P

X, X, - X, vektorlar chizigli bog'liq bo‘lmagan holda bu sis-
tema yagona oe;—uz ...=¢a, =0 yechimga ega bo‘lishi lozim, ya’ni:

511 5512 gln
le 522 §2n #0
‘fnt §Jr2 é:m;

Xususiy holda (&, &) va (&;, &,) vektorlar chizigh
bog'ligsiz bo‘ladi, shunda va fagat shundaki, & ,&,, —£,&, = 0 bo'lsa.

480. DElI‘a_]"lSl ikkidan oshmagan kot phadlammg chizigli fazosm1
garayrniz. P 1+2-£+3-1, P 2434441 va P 3+5-4+7-1
vektorlarning chizigli bog‘hqhgl isbotlansin.

Yechish:

Bu holda P =1p +1 P, ekanhg]m ko‘rish qiyinlik tugdirmaydi.
Demak, P va P, vektorlar chizigli bog‘lig bo‘ladi.

481, 468 masalanmg shartida aniglangan X =(&, &)va
¥ =(n. m,) vektorlar qanday hollarda chizigli bog‘liq bo‘ladi?

Yechish: -

x =2y tenglikdan (4, efz)*ﬁ(?rn ) yoki &, &)=, 1)
ekanligi kelib chiqadi, ya'ni £ = 17[ , &, =7, . Bundan quyidagi
tenglikka kelamiz: lngl‘ln 7, 127?1 111;2.

482. Uchta komplanar g, b va ¢ — vektorlarning chizigli
bog'lig ekanligini isbotlang.

Ko ‘rsatma.

Vektorlarni umumiy boshlang‘ich nuqtaga keltiring va vektor-
lardan birini boshqa ikkita vektorlarga mos ravishda kollinear tashkil
etuvchilarga yoying.

(e P R

e
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483. Uchta komplanar bo‘lmagan 7, 5 va ¢ vektorlarning
- chizigli erkli ekanligini ISbOtlang

484, Ixtiyoriy to‘rtta 7, b T vad vektorlarning chizigli
bog‘liq ekanligini isbotlang.

Yechish:

Agar vektorning uchtasi komplanar bo‘lsa, masala oson yechi-
ladi. Faraz qilaylik, bu vektorlar komplanar bo‘lmasin. Hamma
to‘rtta vektorni umumiy boshlang‘ich O nugtaga keltiramiz. Dia-
gonali d vektor bo‘lgan, girralari @, # va & ni o‘z ichiga olgan
to‘g‘ri chizigdajoylashgan parallelepipedni yasaymiz. Bundan esa
d =a@+ b +y¢ ekanligini ko‘rish giyin emas.

485. Agar chizigli fazoning n ta X, ¥, Z, ..., #  vektorlari
chiziqli bog‘liq bo‘lsa, u holda shu fazoning n+1 ta
X, ¥, 2, .., 4, v vektorlari ham chizigli bogliq bo‘lishligini isbot
qiling.

3. Chizigli fazoning o‘lchovi va bazisi.

Agar R chiziqli fazoda # ta chizigli erkli vektor mavjud bo‘lib,
lekin shu fazoning ixtiyoriy #n+1 ta vektori chizigli bog‘liq bo‘lsa,
u holda R fazo u o‘lchovii deyiladi. R fazoning o'lchovi # ga teng
deb aytish va d(R)=#n ko‘rinishda yozish gabul qilingan, istalgan-
cha ko‘p chizigli erkli vektorlarni topish mumkin bo‘lgan fazo -

cheksiz o Ichovili deyiladi. Agar R cheksiz o‘lchovli fazo bo‘lsa, u ..

holda d{R)= N
n o‘lchovli chiziqli fazoning # ta chizigli erkli vektorlari to‘plami .
bazis deyiladi. Quyidagi teorema o‘rinli: n o‘lchovli chizigli fazodagi
har bir vektorni bazis vektorlarning chizigli kombinatsivasi .- .
ko‘rinishda yagona usulda ifodalash mumkin. =
Agar €,é€,,...¢, lar n o‘lchovli chizigli fazo R ning bazisi .-
bo‘lsa, u holda ixtiyoriy ¥eR vektorni yagona usulda
x =& +Le, +...+& e, ko'rinishda ifodalash mumkin. ©
Shunday qilib, X vektor ¢, g, ..., €, bazisda &, &, ..., &,
sonlar yordamida yagona usulda aniglanadi. Bu sonlar X vekfor- »
ning berilgan bazisdagi koordinatalari deyiladi.
Agar ¥ =8ie +4e, +otfie,, T =16+ 1,0+t T e, bOTsR, -
u  holda: X+¥y=(+n)e+(&+m)-e+..+(E,+n)¢E,,
AX = Adjg + ALg, +....+ Al g, bofladi.
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Chizigli fazoning o‘Ichovini aniglashda quyidagi teoremadan
foydalanish foydalidir: Agar R chizighi fazodagi ixtivoriy vektor
€, €, ... €, chizigli erkll vektorlarning chizigli kombinatsiyasi
ko ‘rinishda ifodalangan bo‘lsa, u holda d(R)=n bo‘ladi (demak,
2, €, .., €, vektorlar R fazoda bazisni tashkil efadi).

486. Tartiblangan haqiqgiy sonlarning turli xil juftliklaridan
tuzilgan chizigli fazo berilgan:

5= éu =0y $n) X =(Gs0 & s
bunda vektorlarni go‘shish va haqiqiy songa ko‘paytirish
4%, =(&+ 8, & v 6 )y AX =(4A8,; A&,,)  tengliklar bilan
aniglangan,

g, =(; 2) va & =(3;4) vektorlar berilgan chizigli fazoning
bazisini tashkil gilishini isbotlang. ¥ =(7; 10) vektorning bu bazis-
dagi koordinatalarini toping.

Yechish:

g, =(L; 2) va g, =(3;4) vektorlar chizigli erkli (479-masalaga
qarang). Biror ¥ =(5,; 7,) vektorni qaraymiz. Ixtiyoriy 5, va n,
lar uchun shunday A va g sonlar mavijudligini ko‘rsatamizki,
V=g +pe, yoki (; n,)=(A+3u; 24 +4) tengliklar bajari-
ladi. Osongina ko‘rinadiki, bu tenglik bajariladigan (1; ) giymat-
larning yagona jufti mavjud. Bu

A+3u=n,

2A+4u=n,
tenglamalar sistemasining aniglangan ekanligidan kelib chigadi.
Shunday qilib, ¢ va &, vektorlar bazisni tashkil giladi. Bu bazisda
x :(7; 10) vektorning koordinatalarini aniglaymiz.

Masala quyidagi tenglamalar sistemasidan A va u ni aniglashga = -

keltiriladi: :
A3 =7,
22+4u=10.

Bundan A =1, z=2 larni topamiz, ya’ni ¥ =g +2¢,. -

487. Elementlari X =(&; &, ..; &,) vektorlardan iborat chizigli -
fazo (479-masalaga qarang) o°zining bazisi sifatida quyidagi vektorlarga -
g =10,0.;0,=0,50.;0), &0 0% .;0,..,50,60.;1).
ega ckanligini ko‘rsating. e '
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3o IR e 1y L e

Yechi.sh: o "., ot J‘:‘A :-_'\_.:.‘__‘;_ T I A RS EN
Y=L 0; 0; .5 0), &0 L0 O+ +£(0; 05 051

- ekanligini ko‘rish giyin emas, ya'ni ¥ =42 +&¢, +..+ €, . Shun-

- day qilib, har ganday vektorni g, &, ..., 8, vektorlarning chizigli

kombinatsiyasi ko‘rinishida ifodalash mumkin. ¢, e,, ..., €, vek-
torlar chizigli erkii, chunki bu vektorlarning koordinatalaridan
tuzilgan determinant 1 ga teng, ya’ni noldan fargli. Shunday

- qilib, bu vektorlar bazisni tashkil giladi, R fazo esa » o‘Ichovli

bo‘ladi.

488. Agar elementlarini qo‘shish va haqiqiy songa ko‘paytirishni
odatdagidek ma'noda tushunilganda, bazisi 1 ¢, ¢ £ ..., ¢
bo‘lgan chizigli fazo ganday elementlardan tuzilgan bofladi?

489. Ikkinchi tartibli barcha matritsalar to‘plami to‘rt o‘lchovli
chizigli fazo ekanligini ko‘rsating.

(L o0y _ (02y_ (0o0y_ (00
0. 471, o) %%lo o) @73 o) T g 4) mat-

ritsalar 489-masalada qaralgan chizigli fazoning bazisi bo‘lishini
ko*rsating.
491. 468-masalada qaralgan chizigli fazoning 2(%; 10) va &,(10; 1)

- elementlari bazis bo‘lishini ko‘rsating. X =(2; 3) vektorning shu

: bazisdagi koordinatalarini toping.

Yechish:
Inl-In1~1n10-1n10 =0 bo‘lganligi uchun & va e, vektoriar

chiziqgli erkli bo‘ladi (481-masalaga qarang). Faraz qilaylik, ixti-
, yoriy ¥y =(n; 7,) vektor & va e, vektorlarning chiziqgli korbi-
"natsivasi ko‘rinishida ifodalangan bo‘lsin. 7=A1¢ + 4€,, yoki

K

(7)) = (1" -10#;10*.1%)  bajariladigan shunday sonlar juftligi

- mavjudligini ko‘rsatamiz. Demak, p=lgm,A=Ign, Xususan,

B

) _fatida

" . x=¢lg3+e,lg2. Shunday qilib, (Ilg31g2) — ¥ vektoming €; 2,

bazisdagi koordinatalaridir.
492. 479-masalada qaralgan n o‘lchovli fazoning bazislar si-

g=LLL. .51, & =01 Lashl), §=(001 SER IR} R
e €, =(0;0;0;..;0,1), € =L L..; LD

- vektorlarni qabul qilish mumkinligini ko‘rsating.
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Ko rsarma.

¢/=¢-¢,6=6~0,.., 6., =66, ¢ =g ~¢ vektorlar
garalsin.

4, Chizigli fazolarping izomorfizmi.

Ikkita R va R’ chiziqli fazolarni garymiz. R fazoning element-
1arim' X, ¥, Z, ... bilan belgilaymiz. R’ fazoning elementlarini esa

X, ¥ z', ..bilan belgilaymiz. Agar ¥, ¥, X, ¥' elementlar orasida
shunday o‘zaro bir giymatli moslik ¥ <> X% Y «» ¥’ ornatish
mumkin bo‘lsaki, bunda X+ 5 > ¥+ ¥ ix <> Ay bo'lsa (A—ixti-
yoriy haqigiy son), u holda R va R’ fazolar o ‘zare izomorf deyiladi,
Quyidagi muhim teoremani eslatib o‘tamiz. Uning yordamida chek-
li o*lchovii chizigli fazolarning izomorfligi oson o‘rnatiladi: Ikkita
chekli o'lchovii R va R’ fazolarning izomorf bo lishi uchun, ularning
o Ichoviari bir xil bolishi zarur va yetariidir.

493, ITkkita chizigli fazo R va R’ berilgan. R fazoning element-
lari t argumenining barcha differensiallanuvchi funksiyalari bo‘lib,
ular #=0 da O ga aylanadi. R’ fazoning elementiari esa R fazodagi
funksiyalarning hosilalaridan iborat bo‘lsin. R va R’ fazolarning
izomorf ekanligini isbotlang.

Yechish:

Faraz gilaylik, (), 7,9, f{8), ... lar R fazoning funksiyalari,
200, o), (), ... esa R’ fazoning funksiyalari bo'lsin. Bu funk-
siyalarning indekslar bilan ta’minlanganligidan R va R’ sanoqli

to‘plam degan xulosa kelib chigmaydi. Faraz q:layhk ()=t
bo‘lsin, u holda » .- ;. Cn

E f@)= Iﬁ”;(f)dt *'-. ng um.m

bo‘ladi. Shunday gilib, R va R’ ch121q11 fazolar oras1da (ularning
chiziqli ekanligini mustaqil ravishda 1sbot1ang) o‘zaro bir qiy-
matli moslik o‘rnatildi. Quyidagi: '

¢;(f)+¢’k(f)=[ﬂ(f)+ﬁc(f)] , [O+£0= [loO+e,00t

© ap01a50] 270 o
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tengliklar yordamida o‘zaro bir qiymatli moslik o‘rnatildi:
JO+ /) o g +p.(0), Af(0) < Ao2).

Shunday qilib, R va R' — izomorf fazolar.

494. Barcha geometrik vektorlar va darajasi ikkidan oshmagan
ko‘phadlar to‘plamlari izomorf chizigli fazolar ekanligini isbot-
lang.

495. R va R’ izomorf chiziqli fazolar berilgan. Bu fazolar
elementlari orasida o‘zaro bir qiymatli moslik ofrnatilgan:
X¢>X, Yy ¥,.. Har qanday haqgiqiy «, B, y sonlar uchun
ax+Py+yz < aX'+ By'+y7’ ekanligini isbotlang.

496. Faraz qilaylik, R va R’ izomorf chiziqli fazolar bolib, ¥ <> X’
moslik o'rinli bo‘lsin. Bu holda (=¥) «> (—X") ekanligini isbotlang.

497. R va R’ izomorf fazolar berilgan, shu bilan birga 0 va 0’
bu fazolarning nol elementlaridir. 0 <> 0’ bo‘lishi bu fazolarning
boshga elementlari orasida bir giymati moslik ganday o‘matilgantigiga
bog‘lig emasligini isbotlang.

498. Hagigiy sonlarning turlicha juftliklari berilgan: (&; 7).

(&, ) (£ ), o IKkita chizigli fazo quyidagicha tuzilgan: ele-

mentlari X, =(S; 7). X, =(5; M) X, =(5; 1), ... bo'lgan R

fazo, unda vektorlarni qo‘shish va songa ko‘paytirish
X% =G+ m+im), A% =(Ag; An,)

tenglikdan aniqlanadi va . "-'-:"_{*"
H=@ ), G =@ T, G =@ ). R
vektorlardan tuzilgan R’ fazo, unda mos amallar 1
'_x—l’+ f_‘; — (e":!‘g.‘.; e"?l“"h )’ ;LE‘I = (e_’{‘fl; e"’h?l) :,Q{
tengliklardan aniglanadi. R va R’ fazolar izomorf ekanligini isbot-
lang.

499. Agar R fazoning elementlari x, ¥, Z, ... vektorlar, R’
fazoning elementlari est. 2%, 2¥, 2%, ... bo‘lsa, R va R’ chizigli
fazolar izomorf bo‘ladimi? R va R’ fazolar bir xil elementiardan
tashkil topganligini ko*rsating. )

S e g
LR T
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2-§. YANGI BAZISGA O‘TISHDA ..
KOORDINAT ALMASHTIRISH

n o‘lchovh chizigli fazo R" ning ikkita bazisi: €, &,, es ” (eskl)
va ¢, &, & (yangi) mavjud bo‘lsin. Har bir yangi baz1sdag1 vek~
torni eski bazisdagi vektorlar orqali ifodalaydigan bog‘lanishlar
berilgan: e

& =ae+ae+tae,

vooryrne o

ST € T U8 T lpl Tt d e,

Coifend geoini it

............................................

L L R )
B R T
fi i A Pt o

. w"r. e Vi
CE gL e = Oy T g€ et 3,0

s Tl

eski bazisdan yangi bazisga o‘tish matritsasi deyiladi.

Qandaydir ¥ vektorini olaylik. (f,;fz; .3 &) bu vektorning
eski bazisdagi koordinatalari, (£ &; ...; £') esa bu vektorning
vangi bazisdagi koordinatalari bo‘lsin. Bunda ¥ vektorning eski
koordinatalari vangi Koordainatalari orgali quyidagi formulalar
orqali ifodalanadi: .

€ =a, e +a.e +..+a, ¢, LB .

_ ’ ! '
€, = Ay 8y + s oo+ Gy, €,

............................................

_ e, =a,6 +a,e,+..+a,e
va ular koordinatalarni almashtirish formulalari deyiladi.

A matritsaning ustuniari eski bazisdan yangi bazisga o‘tish
formulalaridagi koordinatalar, bu matritsaning yo‘llari esa eski
koordinatalarni yangilari orgali almashtirish formulalaridagi koor-
dinatalar ekanligini ko‘rish qiyin emas.

500. x =g +¢,+2 +e, vektor berilgan. Bu vektorni yangi
bazis &, &, &, ¢, orqali yoying, agar &'=¢ +&+7Z,,
G =F+5+5, §=F+5+F, & =5+5+¢ bolsa.
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i Yechish:

I-usul: i
Eskl bazisdan yanglslga o‘tish matritsasini yozamiz:
- 0111
e _ e 1 61 1
. A= .
1 1 0 1
P11 0

Bu matritsaning gatorlari koordinatalarni almashtirish formu-
<Jalarining koeffitsientlari bo‘ladi:

§|=§5+§;+§;a 52”51"}'9:3""5;;: §3='§1'+6gz'+§;9 S =g+ +4

=&, =& =&, =1 bolganligi uchun tenglamalar sistemasini

' r r 1 — 1 P, =t
yechib, ¢ =4, =¢&, =&, == ni topamiz va ¥ = "3-(51 +e/+e/+e, ).

3
2-usul: b
X=¢+te te te,
. g =08 +7, +¢, +¢,
g | =Vt Tere .
R
g e, =¢g+0e +e +e, .
o & =5 +8 +08,+%, i
’ ?1 B . . . : HLM 3
- g, =2 +¢,+7,+0g,

dehat flnmn
-tenglamalar sistemasidan g, &, ¢, €, Iarm yo qoub -

yoyib, X ni &, &, &, g lar orqali ifodalanadi. ?"'-’:_
3-usul. :
g +2, +e +e =3¢ +3¢, +37, +3g, ekanligidan
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:"'.'_: i — . - — 1 —_ — — BTN
L BABAGT = EHEAEE)

X = §(e1’+ ez"" ‘33’+ ED . Co e Tyl Ty

501. ¥ =8¢ +6e, + 4e,~18e, vektor berilgan. Bu vektorni yangi
bazis bo‘yicha yoying. Bu yangi bazis eski bazis bilan quyidagi
tenglamalar orgali bog‘langan:

&=-35+8+5 17,

. l ‘ i IR e . :gf 533
! e A e =

s e, =2¢,~4e¢,+& +¢,,

- el 3

7 =5+38, -5, +7,

1 M}

R o oL gz + T, + 4e, —68,. i
502. X =2(¢,+2,+...+8,) vektor berilgan. Agar 2'=g +€,

=

G =5 +G, G=G+E, . b =5 +F, § =5+ bola, ¥
vektorni &, &, ..., &, bazis bo'yicha yoying.
503. xOy koordinatalar sistemasi

koordinata boshi atrofida & burchak- L
ka burilgan (21-rasm). Yangi siste-
madagi Z=x-7 +y-j vektorning
koordinatatarini uning eski sistemada-
gi koordinatatari orqgali ifodalang.
Yechish:

7 va jvektorlarni / va j ortlar -

bo‘yicha yozamiz:

=y

=17 -coso.+ J -sina,
R T - . T
=1 -cos[~2—+a)+} -sm(§-+a).

- Eski 7, j bazisdan vangi 7, j/ bazisga o‘tish matritsasini
yozamiz:: -«

y cose’  —sing =
shiod e 0 o T | sina cosa | s B RN
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Bundan o -
" x=xcosa—ysing,

L
o y=x'sing + y'cosa
ekanligi kelib ch1qad1 ya ni
{* X' = xcosx + ysina,

sovpbpel thed

y' = —-xsina + yeose.

504. &'=qF,, € = ¢, & =7z, ¢ =5¢,, ¢ =7, boglanish-
lar berilgan. ¥ vektomning &, £,, &;, &, & — eski koordinata-
larini shu vektorning &), &, &, &, & — vangi koordinatalari bilan
bbg‘lovchi formulalarini yozing.

505. Eski bazis g, &, € — bilan yangi bazis ¢, &, g, orasida
quy1dag1 bog‘liglik bo‘lishi mumkinmi: ¥
e =t,-¢, =26, 8 =607 r_‘* ok

% hrrabloy
woon ey bR

¥
1

3-§. QISM TO‘PLAM  © fasd

-1, Chizigli fazoning qism to‘plami.

R’ chizigli fazo R chizigli fazoning gism fazos: dey11ad1 agarda
R’ ning elementlari faqatgina R ning elementlaridan tashkil top-
gan bo‘lsa. Masalan, biror tekislikka parallel bo‘lgan barcha vek-
torlar to‘plami barcha geometrik vektorlar fazosining qism fazosi
bo‘ladi.

Agar X, y, Z, ..., 4 lar R chizigli fazoning biror vektorlari
bo‘lsa, u holda barcha aX+ fy+yZ +...+ A0 ko‘rinishdagi vek-
torlar (bu verda «, @, 7, ..., A— barcha mumkin bo‘lgan haqgiqiy

sonlardir) R chizigli fazoning qism fazosini tashkil etadi.

axX+ By +yZ +...+ A vektorlarning barcha chizigli kombinat-
siyalari to‘plami, X,¥,Z,....# = vekforlarning chiziqli gobig deb
ataladi va L(%¥,¥,Z,...,#)— bilan belgilanadi, ‘

Agar R, — chizigli fazo R ning gism fazosi bo‘lsa, u holda
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d(R)<d(R) boladi. R chiziqli fazoda R, va R, ikkita qism fazo
| berilgan bo‘lsin. Barcha elementlari bir vaqtda R, va R, ga tegish-
! li bo‘lgan R, to‘plam, R, va R, gism fazolarning kesishmasi dey-
iladi.R; = R, MR, yozuv, R, va R, gism fazolarning kesishmasi
R, ekanligini bildiradi. Barcha elementlari X¥+¥ ko‘rinishda
bo‘lgan R, to‘plam R, va R, gism jfazomning yigindisi deyiladi,
bunda xe R, yeR,. R, =R, +R, yozuv R, va R, gism fazolar-
ining vig‘indisi R, ekanligini bildiradi. R, kesishma va R, yig‘indi
R fazoning qism fazolari ekanligini isbotlash mumkin,
d(R)+d(R,)=d(R;)+d(R,) ekanligini hisobga olish o‘rinli.
506. R chizigli fazoning qism fazosi bitta elementdan iborat
bo‘lishi mumkinmi?
507. Elementlari hagigiy sonlarning turli sistemalari bo‘igan
R chiziqli fazo berilgan:

X=(&s & &3 &) T=(: s ;s ) T=(605 65 653 €4)s oee
Ikki e}emcntru go‘shish va ¢lementni songa ko‘paytirish qu—
vidagi tengliklar bilan aniglangan: s

X+Y=(G+1; S+l G+l St fpsupy

AX = (A5 ALy ALy; Ay RN

Elementlari X, =(0; &; & &), 7= ns s 7)1 B
z, =(0; ¢y &5 &), .. bOlgan R, to‘plam va elementlari A
5= 06 &k = 0 mys ), 5,=(85 05 &5 64)s
boflgan R, tuplam R chiziqgli fazoning gism fazosi ekanligini is
botlang. '

508. 507-masalada garalgan R chizigli fazo uchun R va R,
qism fazolaming kesishmasi R, va yig‘indisi R, ni toping.

509. 504 va 505-masalalardagi qism fazo uchun
d(R)+d(R,))=d(R,)+d{R,) tenglikning bajarilishini ko*rsating.

510. Barcha geometrik vektorlardan tuzilgan chizigli fazo be-
rilgan bo‘lsin. Boshlanishi koordinata boshida va 1 oktantda joylash-
gan vektorlar to‘plami bu fazoning gism fazosi bo‘la oladimi?

511. Elementlari 1 oktantning koordinata tekisliklarida yotma-

167

www.ziyouz.com kutubxonasi



gan R=(x,y,z) nuqtalarning koordinatalaridan tashkil topgan
R chiziqli fazo berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy ikki £ =(x;; y,; 2} va
P, =(x,; y,; z,) elementlarning yigtindisi £+ 8B =(xx,; Wy 52,)
tenglik bilan, P=(x,y,z) elementni haqigiy son J ga ko‘paytirish
esa AP =(x*;y*;z*) tenglik bilan aniglanadi. z=1 tekislikda joy-
lashgan bu fazoning R, nuqtalar to‘plami R fazoning gism fazosi
ekanligini isbotlang.

512. Darajasi beshdan oshmagan ko‘phadlarning R chizigli
fazosi berilgan. Agar elementlarni qo‘shish va elementlarni songa
ko‘paytirish oddiy ma’noda tushinilganda ¢, +a, ko‘rinishdagi
ko‘phadlarning R, to‘plami va byt + b t* +b, ko‘phadiarning R,
to'plami R fazoning qism fazosi ekanligini isbotlang.

513. Avvalgi masalaning shartiga ko‘ra, R, =R,[/1R, va
R, =R, +R, fazo ostilarini toping.

514. Barcha geometrik vektorlar R fazosining ikkita qism fazosini
qaraymiz: xOp koordinata tekisligiga parallel vektorlar to‘plami R,
va xOz tekisligiga parallel vektorlar to‘plami R,. R, =R, R, va
R, =R, +R, to‘plamlarni toping.

515. R, va R, lar R chiziqli fazoning fazo ostlari. R/ va R, -
lar esa — R’ chiziqli fazoning fazo ostlari bo‘lsin. Ma’tumki R, va
R fazo ostlarj, shuningdek R, va R, fazo ostlari ham izomor-
fdirlar. ;=R R, va R, = R R, qism fazolarning, shuningdek
R,=R+R, va R/ =R +R, — qism fazolaming izomorfligini
ko'rsating.

516. {—a, a] kesmada uzluksiz va musbat f{x) funksiyalar
to‘plami berilgan. Agar vektorlaring vig‘indisi sifatida mos funk-
siyalarning ko‘paytmasini, vektorning hagiqiy son A ga ko‘paytmasi
sifatida esa mos funksivalarni 1 darajaga oshirgandagi natija qabul
qilinsa, bu to‘plam chiziqli fazo bo‘lishini isbotlang. Bu fazoning
barcha juft funksivalar to‘plami qism fazo bo‘ladimi? Bu fazoning
. barcha tog funksiyalar to‘plamichi?

517. Geometrik vektorlaming chizigli fazosi garaladi. X, Y,Z
rasional sonlar bo‘iganda 7= X?+}_’}"+Z}? ko‘rinishdagi barcha
vekiorlar to‘plami bu fazoning qism fazosini tashkil qiladimi?

168

www.ziyouz.com kutubxonasi



2. Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasining yechimlaridan
tashkil topgan qism fazo.
Bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasini garaymiz:
QX a4t a,x, =0, |

Ay X, + AypXy o+ Gy, X, =0,

............................................

a2+ X, + ot a,,x, =0.
X, =M, 5 =24, «, X,=4 ~(1) sistemaning birorta yechimi
bolsin. Bu yechimni 7 =(4; A,; ..; 4,) vektor ko‘rinishda yo-
zamiz. Agar (1) tenglamalar sistemasining har ganday yechimini
fis Jas - f, vektorlarning chizigli kombinatsiyasi ko‘rinishida
ifodalash mumkin bo‘lsa, u holda (1) tenglamalar sistemasining
}’:, fg, rees :f; chizigli erkli yechimlar to‘plami fundamental
vechimlar sistemasi deyiladi.

Fundamental yechimlar sistemasining mavijudligi hagidagi
teorema: Agar

e

e 42 Qi vy
a7 ay ey, e
5 % N
" a a g

Vedibugy opind e L
matritsaning rangi n dan kichik bolsa, u holda (1) sistema nof
bo Imagan yechimga ega. Fundamental yechimlar sistemasini anig-
laydigan vektorlar soni k=n—r formula bo‘vicha topiladi, bunda
r—matiritsaning rangi.

Shunday qilib, agar qaralayotgan R* chiziqli fazo, » ta haqi-
qiy sonlarning barcha sistemalaridan tashkil topgan bo‘lsa, u holda
(1) sistemaning barcha yechimlari to‘plami R* fazoning gism
fazosi bo‘ladi. Bu qism fazoning o‘lchovi £ ga teng bo‘ladi.

518. Chizigli bir jinsli tenglamalar sistemasining yechimlari
ba‘igan gism fazoning bazisi va o‘lchovini toping: '

169

www.ziyouz.com kutubxonasi



capreg w20 +3-x,+40x, =0,

B %-x] +X, +%‘x3+2-x4 =0,

s l-x +g-x +X +i-x =0
3 3 27T »

1 i 3

v z ]+E-x2+z-x3+x4=0.

1 2 3 4
172 1 3/2 2
1/3 2/3 1 4/3

_ /4 1/2 3/4 1 RR AT
matritsaning rangi ! ga teng, madomiki matritsaning birinchi
tartibli minorlaridan boshga barcha minorlari nolga teng.
Noma'lumlar soni 4 ga teng, shuning uchun yechimlar gism
fazosining o‘lchovi £ =8—2=4—1=3, ya’ni bu qism fazo uch
o‘lchovli bofladi. r=1 bo‘lganligi uchun bu sistemadan gandaydir
bitta tenglamani olish yetarli. Sistemaning birinchi tenglamasini
olamiz va uni x, =-2-x,—3-x;,—4-x, ko‘rinishda yozamiz. Agar
%=1 %=0, x,=0¢ bolsa, u holda x =-2, agar x,=0, x,=1,
x, =0 bo‘lsa, u holda x, =-3, agar x,=0, x,=0, x, =1 bo’lsa,
u holda, x, =—4. Shunday qilib, biz berilgan sistema yechimlar-
ining uch of‘lchovii gism fazosining bazisini tashkil qiladigan
£ =(~2; 1; 0; 0), f, =(=3; 0; 1; 0), f,=(—4; 0; 0; 1) chizigli
erkli vektorlarni hosil qildik.

519. f=f —2T, +f, vektor 518-masaladagi tenglamalar sis-

temasini ganoatlantirishini ko‘rsating.
520. Quyidagi tenglamalar sistemasi yechimlari qism fazosi-
ning bazisi va o‘lchovini toping. '
X -2x, +x; =0,

B A

{1

2x; ~-xy ~x; =0,

2x, +4x, -2x, =0, e
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Yechish:

1 -2 1
2 -1 -1 y
-2 4 2

matritsaning rangi 2 ga teng, chunki matritsa elementlaridan tuzil-
gan determinant nolga teng, ikkinchi tartibli minorlari ichidan
noldan farglisi mavjud. Yechimlar qgism fazosining o‘lchovi
k=n—r=3—2=1 bo‘lganligi uchun berilgan uchta tenglamadan
ikkita tenglamani olish yetarli. Birinchi tenglamaning koeffitsient-
lari uchinchi tenglamaning mos koeffitsientlariga proporsional
ba‘lganligi sababli uchinchi tenglamani tashlab yuboramiz.
Faraz qilaylik
= 2Xy =X,

. _ rbh »' Jﬂ‘tic‘
2% -x,=x P

sistemada x,=1 bo‘lsin, u holda s
.. nel fmridﬁv Az‘m%{l

3{:?5 {xJ -2-x, =—1,L ‘13 'FUI'

nd i

K 2. x; — xZ =1 . "."“‘ +

sistemaning yechimi x,=1, x,=1 bo‘ladi. Shunday qilib, yechim-
lar gism fazosi bitta bazis vektor f =(1; 1; 1) bilan aniglanadi.

521. Berilgan tenglamalar sistemasi yechimlari gism fazosi~
ning o‘lchovi va bazisini toping: :

X +HX =X +x, =0,

xl"_xz +I3"'I4 :0,

gUC AR Y] I bx —ay =0, gl
a B [3?61 _x2 ‘l"x3 ’_'x4 = 0. iR . }!‘g‘é_{ ET’,,
Yechish: .
Matritsaning rangini aniglaymiz: i
bl
» _ 1 1 -1 1 '-
i S Bl
1 -1 1 -t
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3-qatordan 2-nchini, 4-satrdan esa 1-nchini ayiramiz:

11 -1 1
1 -1 1 -1
Ay 2 2 2

3-qatorning mos elementlari 1-qatorning mos elementlariga
proporsional, 4-gatorning mos elementlari esa 2-gatorning mos
elementlariga proporsional bo‘lganligi uchun, 3 va 4-gatorlarni

o‘chirish mumkin:
1 1 -1 1
A 21 1 -1

Shunday qilib, A matritsaning rangi 2 ga teng va
k=n—2=4—-2=2,
Demak, yechimlar gism fazosining o‘ichovi 2 ga teng. r=2
bo‘lganligi uchun, to‘rtta tenglamadan ikkitasini olamiz:
X X, % +x, =0, X, =X —x,
X =% +x~x,=0 yoki

e

Halyringgd

WIS Nl

Xy Xy ==Xy + X,

X +x =1

- x,=1, x,=0 deb faraz qilib, { __q sistemani hosil

o Xy X
gilamiz. Shuning uchun, x,= 0, x,= 1 va 1?1 =(0; 1; 1; 0) boladi.

Endi x,=1, x,= 0 deb faraz qilsak bo‘ladi. Shunday qilib,
x,= 0, x,=—1 va f_2=(0; —-1; 0; 1.

Qism fazosining bazis vektorlari sifatida £, =(0; 1; 1; 0), £, =(0;
—1; 0; 1) vektorlarni gabul qilish mumkin. Tenglamalar siste-
masining umumiy yechimi f=¢, E-!-cg f, vektor bilan anigla-
nadi, va’ni f_"=(0; C = €y €4 €3)

522. Tenglamalar sistemasining yechimlari gism fazosining -
o‘lchovi, bazisi va umumiy yechimini aniglang:

X +2%) x4+ x +x,=0,
{xl =2+ X+ %, =%, =0,
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4-§. CHIZIQLI ALMASHTIRISHLAR .

1. Umumiy tushunchalar

Agar har bir ¥ e R vektorga biror goidaga ko‘ra A¥ € R vek-
tor mos kelsa, chiziqli fazo R da A almashtirish berilgan deyiladi.

Agar har ganday ¥ va ¥ vektorlar uchun va har qanday 2
hagiqiy son uchun A(X +3)=4Ax +t4y, A(AX)=2AX tengliklar
bajarilsa, A afmashtirish chizigli deyiladi. Agar u har ganday ¥
vektorni o‘zini o‘ziga almashtirsa, ayniy almashiirish deyiladi. Ayniy
chizigli aimashtirishlar £ bilan belgilanadi. Shunday qilib, £x =% .

523. Ax =X almashtirishning chizigli ekanligini ko‘rsating,
bunda a hagigiy son.

 Yechish:
¥  Almashtirishning berilishiga ko‘ra:
PRI (X +F) =X +T)=aX +ay = A%+ 47,
et oo AAXY = a(Ax) = AlaX) = A4%.
-, Shunday qilib, chiziqli almashtirishning ikkala sharti ham
@hjariiayapti.

Bundan garalayotgan A almashtirish chiziglidir,

524. 4 almashtirish R chizigli fazoda 4x =X +3; tenglik bilan
aniqlangan, bu yerda X;e R fiksirlangan noldan farqli vektor. 4
almashtirish chizigli bo‘ladimi?

Yechish:

AX) =X +%, A(F)=F+X, AX+Y)=X+y+%,, ¢
AF+5) = AR)+ AF) |
tengliklardan ¥ +3 +Xx, ={¥+X;)}+(¥ +X,) degan xulosaga kela-
miz. Bundan esa X, =0 ni olamiz, lekin bu shartga ziddir. Demak,
A almashtirish chizigli emas.

525. Geometrik vektorlarning chiziqli fazosi berilgan.

Almashtirish har bir vektorni Ox 0°‘qi bo‘yicha tuzuvchilarga
 almashtirishdan iborat. Bu almashtirish chizigli bo‘ladimi?
Yechish:

Faraz gilaylik, a= xi:_'-l-yl i+ ZIE va b= xzz-'+ yz'}-!- ZZE ixti-
: yor'iy vektorlar, A esa ixtiyoriy hagigiy son bo*lsin.
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a+b=(3 +3,)i+ (0 + )i +z + 2,0k, Aa= i+ Ay j+lzk bo'lganligi
uchun, A(::—:—B):(xl +@)§'=.xii+xija+A5, A(JIE)=Axl;'=2A:1 bo‘ladi.
Demak, A — chizigli almashtirish. '

526. xOy koordinata tekisligiga nisbatan har bir geometrik
vektorni uni simmetrik akslantirishga almashtirish chiziqli almash-
tirish bo‘ladi.

527. Har bir geometrik vektorni o‘zining uzunligiza ko‘paytirish
chizigli almashtirish bo‘ladimi?

528, Agar A% =%, bo‘lib, x element R chizigli fazoning ixti-
yoriy vektori, x; esa fiksirlangan vektor bo‘lsin. 4 almashtirish
ganday hollarda chizigh bo‘ladi?

529. x ={e + 4,8, + &g, +£,F, vektorlar chizigli fazosi berilgan,
bunda &, &, &, &, wrli hagiqiy sonlar. A — fiksirlangan hagiqgiy
son. Ax =& +&,e, +4, +£E  tenglik bilan aniglanadigan A
almashtirish chizigli bo‘ladimi?

530. x=¢£g +&e +&6 + 5,8, vektorlarning chizigli fazosi
berilgan A almashtirish har bir vektorning ikkinchi va uchinchi
koordinatalari ofrinlarini almashtirishdan iborat, ya’ni
Ax =& e +&,e +&8 +£,e, A alimashtirish chizigli bo‘ladimi?

531. A chizigli almashtirishning matritsasi. B¥ =4X—2 ¥ teng-
lik bilan aniglanadigan £ almashtirish chiziafi bo‘lishini isbotlang.

2. Chizigli almashtirishning matritsasi. - =

Bazisi €1, 22, ..., e» boflgan, n o‘lchovli chizigh fazo R da,
A chizigli almashtirish berilgan bo‘lsin. Ae:, A?z, ... , Aéx R
fazosining vektorlari bo‘lgani uchun, ularning har birini yagona
usul bilan vektorlar bo‘yicha yoyish mumkin:

art ) o _A{?l =a1[el+azjez+-"+aa;]€#r3 .
i 0, A =apg tane totase,, “Lan
. ,E:J{i '.i ;'l 4 )\J Ei- 'i’k ............................................. }!H"\{I]i . . ]B:;
T :?;‘i*f! i:; 103 41. Aeﬂ = alﬂel +a2nez +... +aﬂ.ﬂ en, 1?!103 L. ‘{i‘i (_:\t
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& Gy - G

a?.l all b a?r:
= aﬂi’l an2 e a;m

matritsa €1, €2, ..., é» bazisdagi chizigli almashtirishning matrit-
sasi deiladi. Bu matritsaning ustunlari bazis vektorlarini almash-
tirish formulalarining koeffitsientlaridan tuzilgan. R fazoda gan-
daydir ¥ = xg, +x,€, +...+ x,€, vektorni olamiz. AX € R bo‘lganligi
uchun, 4x¥ vektorni ham bazis vektori bo‘yicha yoyish mumkin: -
Ax=xjes+x,e2+..+x,e,9AX vektorning (x', X', en X))
koordinatalari ¥ vektorning (%, X,, ..., X,) koordinatalari orgali
quy;dagl formulalar bo‘yicha ifodalanadi:

X Eax apX, tota,X

"

X'y = @uXy Xyttt @y, X, oo HlE o

.................................... Arrasremre

suar sl X Sy T Xy ot @, X,

Bu n ta tcnghkm €1, €2, ..., es bazisdagi A chizigli almashtirish
deyish mumkin. Bu chiziqli almashtirish formulalarining
koeffitsientlari A matritsa yo‘llarining elementiari bo‘ladi.

532. »n oflchovli fazoda £ ayniy alnmsbtlrishnlng matritsasint
toping.

Yechish:

Ayniy almashtirish bazis vektorlarini o‘zgartirmaydi:

r — —

u— — —t —_
£y = €y B2 =€, ...,6n =Ln,
.
- yal —t — — —
‘Ey zZ1 =l-e140-224...+0- &,

@l =0-21+1-@2 +..+0-5,

rasaun vasw

r
[
.
H
.
.
.
-
H
H
.
.
.

S @ =0-B14 0Bkt 1B _
Shunday qlllb birlik matritsa chizigli almashtirishning mag-
-ritsasi bo‘lib xizmat giladi:
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by
il
>
=
—
<

000 .. 1) v s
- §33. n oflchovli fazoda A¥=w-¥ o‘xshash almashtirishning
matritsasini toping.

To'rt o'lchovli chizigli fazoda 4 chizigli almashtirish garaladi.
Agar Al =l,+£L,, Al,=e +e,, de,—e, +e, Ade =e¢, te
bo‘lsa, bu almashtirishni koordinatalar formasida yozing.

Yechish:
A almashtirishning matritsasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

0 1 1 Q) rureo it
001 1| .
A=l 0o 4
| S 1100) . . |
4 Shuningdek A almashtirish koordinata formasida yoziladi: ,g
3 =X, +%, X,=x+x,, xjnx,+x4,':x4—x]+xz ki
534 xOy tekisligidagi barcha = B

vektorlar to‘plamining chizigli ai-

mashtirishi har bir vektorni soat

strelkasiga teskari yo‘nalishda o bur-

chakka burilishdan iborat {22-rasm).

Bu chizigli almashtirish matritsa-. .

sini koordinata formasida toping.
Yechish:

A7 =7 cosa + J sina, v 22-chizma

Af =—isina+ j cosa bolganligi uchun -

o cosS —Sina o
oo aivindents A= . 1 ailip vpbrmald
PRl ghnnan SIR & +COS B e
: - wsanni dilnd frea
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bo‘ladi. Shunday gilib, garalayotgan chizigli almashtirish qu-
yidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
x'=xcosatysina; ¥y =xsina+cosa. :
536. X =xg +x,8,+xe,+x,8 vektorlarning chizigli fazom
garaladi, bunda X, x,, %, x, — turli haqiqiy sonlar.
AX = xje, + x,8, + X,6; + x,, tenglik bilan aniglangan A almashti-
rishning chizigli ekanligini isbotlang va uning matritsasini toping.

3. Chizigli almashtirishlar ustida amallar.

Quyida keltirilgan ta’riflarda quyidagi belgilashlarni gabul qi-
lamiz: 4 va B — R chizigli fazodagi ixtiyoriy chizigli almashtirish-
lar, 2 — ixtiyoriy hagigiy son, X e 8 — ixtiyoriy element.

Cx = Ax + Bx tenglik bilan aniqlanadigan () almashtirishni
A va B chizigli almashtirishning yig ‘indisi deyiladi va quyidagicha
belgitanadi: C,=A4+8.

Cx=A4x tenglik bilan aniglanadigan C, almashtirish
A chizigli almashtirishni A songa ko ‘paitirish deyiladi. Belgilash:
¢, =14

C % =ABX tenglik bilan aniglapadigan C; almashtirish
A chizigli almashtirishni B ch:’ziqli a]mashtx‘rishga ko ‘paytmasi de-
yiladi.

C,, C, va C, almashtirishlar chizigli bo‘ladi. C,C, va C,
chizigli almashtirishning matritsasi C,=4+B, C,=i4, C;=AB teng-
liklardan aniglanadi.

_ Chizigli almashtirishni qo‘shishda o‘rin almashtirish gonuni
bajariladi; umumiy aytganda, 4B ko‘paytma B4 ko‘paytmadan
farg giladi.

R fazodagi chiziqli almashtirish ustidagi amallarning ba’zi
xossalatini sanab o‘tamiz:

A(BC)=(AB)C; AE=EA=A; (A+B)C=AC+BC;
C(A+B)=CA+CB.

Agar A chizigli almashtirish uchun shunday B va C chizigii
almashtirishlar topilsaki, BA=E, AC=E tengliklar bajarilsa, u
holda B=C bo‘ladi. Bu holda B=C=A-! bhilan beigilanadi, 4-!
chizigli almashtirish esa A chizigli almashtirishga nisbatan teskari
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chizighi aimashtirish deyiladi. Shunday qilib, A-' A=AA4~t =£.
Agar chekli o‘lchovli fazoda A chizigli almashtirish matritsa-
sining determinanti noldan fargli bo‘lsa, A chizigli almashtirish
maxsusmas deyladi.
Intiyoriy A maxsusmas chizigli almashtirish 4-1 teskafi al-
mashtirishga ega va faqat bitta ekanligini hisobga olish kerak.
Agar A maxsusmas chizigli alinashtirish koordinata formasida
quyidagi tengliklar bilan aniglansa:

'—
x'=qxta,y+..tayu,

* ' Y'=ayx+a,yt.tai,

| RO e

e AL Y=g Xyt
5 By e Coa
1 holda A~ teskari chiziqh almashtirish quyidagi.,; ko‘rinishda bo'ladi:
sSefiiframunie A2 ;

rraalgiadl et *= | Al | Ai y- + | A| 5

A A
Coy=Ry Ry 4202
e IAI || T
. 1 AA .........................

="Myt T2 gy o
s IAI |4 .

Bunda A — A matritsaning a; elementming algebraik
to‘ldiruvchisi, |A|-— A matritsaning determinanti.

A-'chizigli almashtirishning matritsasi 4 matritsaga rusbﬁtafl
teskari bo‘ladi va quyidagi tenglik bilan aniglanadi:

All AEI b Anl

e et ) s
Ty r"?.-f.'l J‘..__” . ‘i\“ 7 A
A= I\ ‘412 AIZ e AJ:Z
3{;}#1\"4: L ’{ ﬁ‘i‘ ?5 lAl tew raan (1Y) Wy L s
' ;s R B [ T SR e
MY b oAb 4, 4, .. 4, Aeies

. -
+ 537. A almashtirish xOy tekislikdagi har bir vektorni GE._;E

178

www.ziyouz.com kutubxonasi



burchakka burishdan iborat. A+£E almashtirishni koordinata for-
masini toping.

Yechish: - - Tr. —. % J2- 2=

Ai = icos(~—) + sm(—) = (*)f + (—)J‘;
Aj= mos(~) + i n( Ty= —(£)r + (‘£)J
boladi.. =1 '..
Shuningdek, .= NN

bofladi. e i
Shunday qilib, A+E chiziqli almashtirishni o
2 2 N2 5 B
x":‘__;l_-il\x‘_f‘_} s -f: ___\AJ_'_{'_JT‘]Q_ ‘;-;
(2 ) tzJJV y =5 3 H-i::
tengliklar yordamida yozish mumkin.

ERNE
538. Ikkita chizigli almashtirish berilgan: R
x' =x42y+3z, ¥ =x+3y+4,5z,
Y =4x+5y+62, (4) va Y =6x+7y+9z, (B
B Z'=Tx+8y+9z, z'=10,5x+12y+13z. J

34-2RB ni toping.
539, Chiziqli almashtirishlar berilgan:

X=x+y, X=X+,

' e
y.=y+z, (4) va - wes U V=v+2z, ( B)
'=z4x, I =+ : _:.-_.-;

' 179

www.ziyouz.com kutubxonasi



AB va BA almashtirishlarni toping.
Berilgan almashtirishlarning  matritsasi quyidagi
Lot

Yechish:

B O T o ¥ o

ko‘rinishga ega: N RRLLITVLA
11 0} & 0 1 1
A=[0 1 1|,:% B=|1 0 1]
Bu matritsalarning ko‘paytmasini topamiz:
' I 1 2y & 11 2
AB=|2 1 1|, © Bd=|2 1 1|
21 121

Bu holda AB=BA4, shuning uchun A8 va BA chiziqli almagh-
tirishlar ustma-ust tushadi. 48 almashtirishning koordinat fortna-
si quyidagicha yoziladi:

X' =X+ p4+2z, S
V=2x+y+z ;
Z'=x+2y+z.

540. xOy tekisligidagi 7= xi + y} vekiorlar to*plami ustida
ikkita chizigli almashtirish bajariladi: A — vektorni uning Ox o‘qgi
bofyicha tuzuvchisipa almashtirish; B — vektorni I va III koordinata
burchaklarining bissekirisasiga nisbatan simmetrik akslantirish. 4B
va BA4 almashtirishlarni toping.

Yechish:

Shartga ko‘ra A =xi, Bif =xi +3 . Shunday gilib, A7 =7,

4i=0, Bi=j,B=i.
ya'ni

1 -'
. 0],8201’143:01,814:00
0 0 1 o) "7 oo 1 0)

Demak, A8 almashtirish x'=y, y’=0 tengliklar bilan, B4
almashtirish esa x' =y, y' =0 tengliklar bilan aniglanadi. Bu teng-
fiklarni geometrik mulohazafardan hosil gilishni tavsiva etamiz,

541. A almashtirish xQOyp tekislikdagi har bir vektorni ¢
burchakka burishdan iborat. A? (ya’ni A4-4) almashtirishning
matritsasini toping.

Y
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Yechish: % _
Woleeol A =icosa+ fsing, -

A '“—"'ITSl'n&’%-fcosa
bo‘lgani uchyi * - ¢
: -

MRS cosx —sing
Vo A= .
sing  cosg

bo‘ladi. Shunga ko‘ra:

cos’a —sin“e —2-sina-cose
sin2a cosZa

2 cos2a¢ —sin 2{2’}_
2-sine-cosa  cos’a—sin‘a ,
Demak, koordinata formasida A’ almashtirish =~
¥ =xsin2a + ycos2a,
x' = xcos2a — ysin2q _
tengliklar bilan aniglanadi. Bu natijalarni sof geometsik muloha-
zalardan ham hosil qilish mumkin. i 0

5

542. A almashtirish xOp tekislikdagi- har bir vektorni

burchakka burishdan iborat. Chiziqli almashtirishni
B=A2+J24+E matritsasini toping.

=

2

Yechish:
SR
-__{;Az 7 2 =£(} _J] :=_.2 0 —{
Lol vz 2, 4 2(1 OJ;
2 2

Ry S e S

543. Geometrik vektorlar fazosi berilgan. A almashtirish fazo-
s
ni Oz oqi atrofida — burchakka burishdan iborat, B chizigli

-~ almashtirish esa fazoni Ox o‘qi atrofida xuddi shu burchakka burish
- bo‘lsin. AB chizigli almashtirishning matritsasini toping.

Yechish: A-?zi_-cos(i)ﬁ-j_‘-sin[fJ: 3‘2 T4 ~J—§ BT At
4 4 2 2 7
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A-f:—?-sin[i—}}-cos(%} —[g}q{%—z— j

2 2

Bk=- [% S+ £ k R &

,‘ : 2 5 _l -

B ) : ‘2 L

Shunga ko'ra: /%5 ! T
W R T PO 4 PR R
. 0 0 1 ol S22 . :/_5- ﬂ o
- i [N 2 2/ 2 2 ).

o
% 544. Chiziqli almashiirish berilgan:

*=-0,5(y+z), ¥y =-0,5(x+2), 2=-0,5(x+y)
Teskari chiziqli almashtirishning matritsasini toping,.
" .t 545, Barcha geometrik vektorlar to‘plami qaraladi. 4 chizighi
almashtirish bu vektorlami P tekislikka nisbatan simmetrik akslan-
tirish. 47! ni toping.

546. Bazisi e, &, bo‘lgan chiziqli fazoda A chizigli almash~
tirish berilgan. Agar A4¢ =g,, Ae, =e bo'lsa, teskari almashti-
rishning matrisasini toping.

547. A chizigli almashtirish xOy tekislikdagi har bir vektorni
oo burchakka burishdan iborat. B= A+ A~ matrisani toping.

548. A: x'=x-+y, y'=2{x+y) chizigli almashtirish berilgan.
Teskari chizigli almashtirishni toping.

549. A chiziqli almashtirish xOy tekislikdagi har bir vektorni

b
— burchakka burishdan iborat. A4~ matritsani toping.

4
550. A ning qanday qiymatlarida x'=—2x+y+z, y'=x—2y+z,
Z7'=x+yA+z chizigli almashtirishning teskarisi bo‘Imaydi.
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4. Chizigli almashtirishning xarakteristik sonlari va xos vek-
torlari.

Faraz gilaylik, R — berilgan n o‘lchovli chizigli fazo bo‘lsin.
Nol bo‘imagan X € R vektor A chizigli almashtirishning xos vek-
tori deyiladi. Agar ¥ - A% tenglikni ganoatlantiradigan A son
topilsa, A soni esa ChlZIqh almashtirishning X e & vekforiga mos
Xarakteristik soni deyiladi.

Agar €, e, ..., g, bazisdagi A chiziqli aimashtirish matrit-
saga ega bo‘lsa:

ARV RN Y LR

© i,

A AR e

O

Gy o By —A : :

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lgan n-tartibli tenglamaning
A, A, ... A, hadgiqiy ildizlari A chizigli almashtirishning xarak-
teristik sonlari bo‘ladi. Bu tenglama xarakteristik tenglama deb
atalib, uning chap tomoni esa A chizigli almashtirishning xarak-
teristik ko‘phadi deyiladi. Koordinatalari quyidagi

T LU A& +ay Cy tetay, S, =0, sl Z
vt s |y 6 (@~ )&y ot Oy &, =0

...........................................................
i
oA

Ay - §l+aﬂ2 §2+ +( ml -4 ) § =0 -i;!?}‘z_,ﬁé“u;"i #OK
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bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasini qanoatlantiradigan har
qanday £ +&,6, +...+£€, vektor, A, xarakteristik songa mos
keladigan X, xos vektor bo‘ladi.

Quyidagi muhim teoremalarni keltiramiz:

Chizigli almashtirishning xarakteristik ko‘phadi bazisni tanlab
olishga boglik emas.
_ Agar A chizigh almashtirishning matritsasi A simmeltrik bo sa,

u ho!daIA—/l-El =0 xarakteristik tenglamaning barcha ildizlari

hagigiy sonlar bo‘ladi.

551. x'=5x+4y, y'=6x+9y tenglamalar bilan aniglanadigan
A chiziqli almashtirishning xarakteristik sonlari va xos vektorlarini
toping.

Yechish: Almashtirishning matritsasi quyidagicha yOleadl

5
4= 4
8 9

Xarakteristik tenglama esa quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi: -
5 - j« 4 _ D r,.,.fif‘:il #f

8 9-a| Sy
yoki A’ —14A+13=0. RS EEE
Uning ildizlari 4 =1, 4, =13~ xaraktenstlk sonlar

Xos vektorlarning koordinatalarini aniglash uchun ikkita chi-
zigli tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

{(5 ~ Ao, +48, =0, {(5 ~A4,)5 +4¢, =0, e
851"'(9_/11)?2:0: oo 851 +(9—/22)¢'2,-:
A, =1 bo‘lganligi uchun birinchi sistemani quyidagicha yozlsh
- momkin: _

o

{4951 + 452 =0

8% +84,=0
Shunday qilib, & va ¢, giymatlar £ +&,=0 tenglamani
danoatiantirishi kerak yoki &, = ~& . Shunga ko‘ra, bu sistemaning
yechimi & =¢&, =~¢, ko‘rinishda bo‘ladi. Bunda ¢ — ixtiyoriy
- migdor. Shuning uchun A =1 xarakteristik songa # =c (e ~&,)
xos vektorlar oilasi mos keladi, ya'ni #=¢, (g -¢,).
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A, =13 giymat quyidagi tenglamalar sistemasiga keltiradi.
{—8‘514'4'52 =0,
; _8'§1"4'§z=09
va'ni & =2&. & =e¢, deb faraz qilib, &, =2¢, ni hosil gilamiz.
Shuningdek, A=13 xarakteristik songa vV =c,(¢ +2¢,) xos vek-
torlar oilasi mos keladi.
Demak, ¥ =c (¢ —¢,),V =c,(¢g +2¢,) tengliklarda ¢, va ¢,
migdorlarga turli son giymatlarini berib, A chizigli almashtirish~
ning turli xos vektorlarini topamiz.

a 0
552, Matritsasi 4= 0 J bo‘lgan chiziqli almashtirish be-

' rilgan. Bu almashtirishning xarakteristik sonlarini va xos vektor-
larini toping.
(6 —4
553. Matritsasi A=L 4 -2 bo‘lzan chizigli almashtirishning
xarakteristik sonlari va xos vektorlarini toping.
a b
554. Matritsasi A=[ 5 —a) bo‘lgan chizigli almashtirishning

xarakteristik sonlari va xos vektorlarini toping.

2 -1 -1 |
555. Matritsasi A= _01 2 - bolgan chizigli altiieHiE
0 1

'_rlshnmg xarakteristik sonlari va xos vektorlarini amqlang
.. Yechish: Xarakteristik tenglamani tuzamiz:

2-4 -1 1
' -1o2-4 -1 =0, "
0 0 1-4 .

o
. ya’ni

(1-2)[(2-2~1]=0, (1-2) -(3-2)=0, 4, =1, 4 =3.
11 Agar A=1 bo‘lsa, xos vektorning kordinatalarini aniqlash
- Gichun tenglamalar sistemasini hosil gilamiz: "
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51 —-& +§3 =0, Bt SR
e
o & = |

Shunday qilib, A=1 xarakteristik songa # =c,(¢ ~e,) X0s
;. vektorlar oilasi mos keladi.

Agar A =3 bolsa, xos vektorning koordinatalarini aniglash
-uchun tenglamalar sistemasini hosil qilamiz: - a#n=¢1
' e 5 —&+6;, =0,

A 3G &g =0,
és =0

Bu xarakteristik songa mos keladigan xos vektorlar oilasi

V=c,(g &) tenglikdan aniglanadi.

aess (e e

1 1 3
556. Matritsasi 4=|1 5 1| bo‘lgan chiziqgli almashtirishning
31 1

‘xarakieristik sonlarini va xos vektorlarini aniglang.
-,

S

@) ay 4

) a a a # Mipncoptye
557. Agar | 2! T2 "3 | simmetrik matritsa va a, By ésa

@ 4y Ay
noldan fargli haqiqiy sonlar bo‘lsa, u holda

a, dp— 93—

matritsa xarakteristik tenglamasining hamma ildizlari haq:qu son-
Jar bo‘lishini isbotlang.

Yechish: Matritsasi 4 bo‘lgan €, &, & ch121qll al.mashtmshm
~ qaraymiz. U holda;
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- - B = Y.z
- Ae = a, ¢ +[az1 '__)‘ez +[a31 -—]-33,
44 (44

;v-_.-,:;\- Ae, :(012 %)El +ay 8 +[a33 ";,-JE?.

Ae, =[a13 ‘_)' 1"'(‘723 '“J"‘—’z Ty e

s _..A(a-El)=au-a-51+%1'ﬂ'52 RS TRV AL RN AN 9
o ApT)may @B ey BT
A(}"-e_l)=als'a‘a"'aza‘ﬂ'az"'“ass'y'gz '
ga ega bo‘lamiz. a-e, =8¢, f-e,=8, y-e =¢ deb faraz qilil,
quyidagini topamiz:

yoki

|

- —
Ae = a6 +mye, +dye,

- __ — - —
Aty = 4,8, + e, + 83,8,

42 = 0,38 + aye, + a8,
Shunday qilib, &, &,, &, bazisdagi A chiziqli almashtirishning
matritsasi quyidagi simmetrik mairitsa bo‘ladi:
. | ty G Gy
A=y ay
4y U5 Oy

Shuningdek, &, €, &, bazisdagi 4 chizigli almashtirishning -
xarakteristik tenglamasining yechimlari fagat hagiqiy sonlardan

iborat bo‘ladi. €, &,, & bazisga o‘tilganda xarakteristik sonlar - -
o‘zgarmaganligi uchun bu ildizlar 4 matritsaning Xarakteristik -

tenglamasiga ham ildiz bo‘ladi.

- _
558. A chiziqli almashtirish fazoni Oz o‘qi atrofida 3 bur- -

chakka burishdan jborat. Bu almashtirishning xarakteristik sontari -

va xos vektorlarini toping.
Yechish: Bu chiziqgli almashtirishning matritsasi:
187 ’
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ST (5 R
A= V3 LIPS .
: 2 2 §a
Y [f,ﬂ 0 \¥ 0 1 .‘
o . PR WU SN 4‘ 3 {!‘; i

ckanligini ko‘rsating.
559. A chiziqli almashtirishning xarakteristik sonlarini bilgan

holda A teskari chizigli almashtirishning xarakteristik sonlarini

toping. RN i 210 neEa

S s ER] e 1

560. Matritsasi A= bo‘lgan chizigli almashtirish-

_ 0 D
[ B e R e
- ]
L=~ I~

ning xarakteristik sonlari va xos vektorlarini toping. e

a gy

i anl
561. Matritsasi 4= 7 ¢ 7| bo'lgan chizigli almashtirish:
B v « e

PR

- ming xarakteristik sonlari va xos vektorlarini toping.
3

5-§. EVKLID FAZOST =~ =
Agar chizigli fazo R dagi ixtiyorly ikki vektor ¥, 7 lar
uchun (¥ ,¥) bilan belgilanadigan skalyar ko‘paytma — hagigiy

sonni aniglaydigan shunday qoida mavjud bo‘lsa, R chizigli fazo
Evilid fazost deyiladi, shu bilan birga bu qoida quyidagi shartlarni
kanoatlantiradi:

L(x,Y)=(y.X); o B 5
2 (X, THE)=(E, FINF.T);
188
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3. (A% ,¥)=AX,¥) ixtiyoriy haqiqiy son uchun;
e SERAT A EF A

4. (x,Xx)>0 agar ¥ #0 bo'lsa.
L 1—4 shartlardan quyidagilar kelib ch1qad1

@) (FHT, FIF, FVHE, Fhow retoox

b) (¥, Ay)=ux, y),

d) har qanday ¥ vektor uchun (0, ¥)=0.

Har ganday X eR vektorni o‘ziga skalyar ko‘paytmasi
vektorning skalyar kvadrati deyiladi.
Evklid fazosida X vektorning uzunligi deb, shu vektor skalyar
kvadratining kvadrat ildiziga aytiladi, ya'ni ‘xl 1/(:c,
Agar A har ganday haqiqgiy son bo‘lsa, ¥ ssa — Evklid
fazosining ixtiyvoriy vektori bo‘lsa, u holda l,ﬂ,ﬂ:'ﬂllﬂ bo‘ladi.
Uzunligi birga teng bo‘lgan vektor normallashtirilgan deyiladi.

1 _ -
Agar ¥R — nol bulmagan vektor bo‘lsa, J:_—-x (yoki I"_‘l
x

bilan belgilash mumkin) normallashtiriigan vektor bo‘ladi.
Evklid fazosidagi har gqanday ikkita ¥ va ¥ vektor uchun Koshi-
Bunyakovskiy tengsizligi deb ataladigan, (¥, 37)2 <(x, )7, ¥)
tengsizlik urinli bo‘ladi.
(%, y) <(%, ¥)(7, 7) tengsizlik o‘rinli boladi, shunda va faqgat

shundaki, X va y vektorlar chizigli bog'ligsiz bo‘lsa.

Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan —1 < %’Ty_—)l <1 kelib ¢hiqadi.
X[y

X,
cos@ ="(§'—’y;—}" tenglikdan aniglanadigan va _[0, TC] kesmaga tegishli
bolgan © burchak, X va ¥ vekforlar orasidagi burchak deyiladi.

Tt
Agar nol bulmagan ¥ va ¥y vektorlar uchun ¢ = 5 boflsa u holda

(¥ ,y)=0 bo‘ladi. Bu holda X va y vektoriar ortogonal deyiladi
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va ¥ 1y ko‘rinishda yoziladi. Evklid fazosining ixtiyorly ¥ va ¥
vektorlari uchun quyidagi muhim munosabatlar ofrinli: :'
&
1y [Z+¥<FHFH — uchburchak tengsizligi
2) @— X va y vektorlar orasidagi burchak bo‘lsin. U holda
x —?]2=)f|2+|ﬂ2—-2’ff-|}7j'cosgp tenglik o‘rinli bo‘ladi (kosi-
nusla’"r_ teoremasi). Agar ¥ L ¥ bo‘lsa, u holda If —}7[2 = fflz +[57[2
tenglik hosil bo‘ladi. Oxirgi tenglikda ¥ ni — ¥ ga almashtirib

[T+ 5[ =[5+ tenglikni bosil qilamiz (Pifagor teoremasi).

561. 4\61—masalada ko‘rilgan chizigli fazo berilgan bo‘lsin.

x=(&; & o &) va ¥=(n; my .3 1,) ikKita ixtiyoriy vek-
torlarning skalyar ko‘paytmasini (f, i) =&n+ém+..+dn,
tenglik bilan aniglash mumkinmi (bu fazo Evklid fazosi boflishi

uchun)? ST
Yechish: 1—4 shartlar bajarilishini tekshiramiz: '

i DD X) =g+ + 41,4, bolganligi uchun (¥, ¥)=(33¥).
i DE=(5 4, . &) bolsin, u holda '%Pﬁiﬁ«:a:f;‘&i

y+z= (??l-l-":l: ??'*+§2= o3 7?:;‘*'5) va
(X, V+E)=Em+EC +Em+EL +otEn, +EL,0=

=(Em+Em+.+én)H(EG +EG .+ EL) = (R, y)+(x Z).
3) (/lx y) AL + Ay + A AT, = ’!

21(517?14‘527?2*'---“'5”7?"): (f’ J_’) .

4) (%, %)=& +&,+.+ &7 =0, agar . &y on 6, -jsﬂqml'—

lardan hech bo‘lmaganda bittasi noldan farqli bo‘lsa. TS
Demak, berilgan fazoda ko‘rsatilgan tengliklar yordamlda
skalyar ko‘paytmani aniglash mumkin. : _ TV
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. 563. 562-masalada ko‘rsatilgan Evkiid fazosi berilgan.

&y &, «» &, lar har kuni zavodda ishlab chiqariladigan # ta
ko‘rinishdagi mahsulotlarning migdori, 7> s 7, esa mos ravish-
da bu mahsulotlarning narxi bo‘lsin. ¥=(&, &, ., &) va
¥={m, % - 1,) vektorlarning skalyar ko‘paytmasini ganday
ma’noda tushuntirish murnkin? '
564. Vektorlari » ta musbat sonlardan tashkil topgan turli
sistemalar bo‘lgan chizigli fazo berilgan:
£=(&; &3 s &), =0 s o ), 22(605 €05 5 C0)s
~ vektorlarni gqo‘shish va vektorlarni songa ko‘paytirish
T+7 =& &ty s E0) AX =€), E4 ww E7)  tengliklar
bilan aniglanadi. Skalyar ko‘paytmani boshga
(%, ¥)=In&Inn +Innn, +..+1né, Iny, tenglik bilan aniglab,
bu fazoni Evklid fazosi qilish mumkinmi?

_ Yechish: L
- * 1~4 shartlarning bajarilishini tekshiramiz:

L(T, ¥)=Wmé& g+ nng, +..+Ing, lnqn,
(¥, V)=lnp n& +lnp,Iné, +..+1lny, ng,

» .
SR ek

ya'ni (¥,y)=(y,x)

2. YT =08 ey -3 .5, bolganligi uchun,

(%, ¥+2)=In& () +1n &, n(p,85 )+ + In &, In(, &) =

=né lng +Wdé lng +..+Inf Iny, +Ind Ing +Iné, Ind, +

+.+Iné Ing, = (%, ¥)+(,2). N

3. A¥=(£%; &; .z £,) bo‘lganligi uchun LIRS
(A%, F)=é&* g +1né&  Inn, +...+Iné’ Iny, = i
=A(In&inn +né Ing, +..+Iné, Inn, )= A(%, ¥).

4, (5:', .v?)=1nz.5,"1 +In* £+, +In* £ >0,

DemaXk, qaralayotgan fazo Evklid fazosi bo‘lar ekan.

565. a,b] oraligdagi ¥=%(¢), y=¥(1), Z=%(¢), ... uzluk-

-~ 'siz funksiyalarning chizigli fazosi garaladi. Har qanday ikki ¥

Y
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b
va y vektorlarning skalyar ko‘paytmasini (f s ¥ ) = J‘S‘_(t)'y (£)dt

tenglikdan aniglab, bu fazoni Evklid fazosi kilish mumkinmi?

566. Agar ikki vektorning skalyar ko‘paytmasini ularning uzun-
liklarining ko‘paytmasi sifatida aniglansa, barcha geometrik vek-
torlar tuplami Evklid fazosi bo‘ladimi?

567. Agar ikkita ixtivoriy & va b vektorlarning skalyar
ko‘paytmasi @ vektorning uzunligi va 5 vektorning & vektor
yo‘nalishidagi proyeksiyasi uchlanganligining ko‘paytmasi sifatida
aniglansa, barcha geometrik vektorlar to‘plami Evklid fazo
bo‘ladimi?

568. 562-masalada qaralgan chizigli fazoda n=4 bo‘lsin.
¥=(41 2; 2) va y=(1; 3; 3, —9) vektorlar orasidagi burcha-
kni aniglang.

Yechish:

: : o [x] =4 /(f, X)=Vv16+1+4+4=5; |
pooatik o g Ii[:,f(jf, j'z') =1-+949+81 =10, . %L
v (7, 7)=443+46-18=-5; i
S %7 _ ’
cosg)z(_ @:—5 =
51 510

569, 562-masalada garalgan Evklid fazosi berilgan.
x=( 3, V5, . ¥2n-1) va ¥=(1, 0, 0, ..., 0) vektorlar .

orasidagi burchakni aniglang.

‘ﬁi

0L p=arccos(-0,1)=174%5' o

[—l, l] kesmada X (t), y(t), Z(t), ... uzluksiz funksiyalar-
ning  Evklid fazost garaladi., Skalyar ko‘paytma
| .

(% )= [¥()-7()dr tenglik bilan aniglanadi. ¥=3s>-1,
-1 _-;:"'._',

¥ =3t-5¢ vektorlar orasidagi burchakni toping.
Yechish:

| (x, ¥)= 1]'(3;2 —1)-(3r—5r3)dt bofladi. Integral ostidagi funk-
| N 192
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siya tog bo‘iganligi uchun (¥, 7)=0 ekanligini ko‘rish giyin
emas. Demak X va ¥ vektorlar ortogonal.

571. 562-masalada ko‘rilgan Evklid fazosi n=6 da berilgan.
¥=(1,0,2,0,20) va y=(0 6 0; 3; O 2) ortogonal vektorlar
uchun Pifagor teoremasining o‘rinli ekanligini tekshiring.

Yechish:

[F]=V1+0+4+0+4+0=3, [J|=v0+36+0+9+0+4=7; #

T+7=(1,6,2,3,22); [F+¥= «/_—|-36+4+9+4+4 \/“

" . Shy
A XA

Demak, |x| +7 =[F+5] .

§72. 565-masalaning shartlariga mos kclad1gan uzluksm funk-
siyalarning Evklid fazosida ikkita vektor ko‘riladi X =¢"+1,
y= At +1. [0, 1] kesmada X va ¥ vektorlar ortogonal bo‘ladigan
3 ning kiymatini toping va bu vektorlar uchun Pifagor teore-
masining urinli ekanligini tekshiring.

Yechzsh Skalyar ko paytmani tuzamiz

(%, )= }'t +1} 2,12—1-1 dt—)/-l- A",+l)/3+1

(X, ¥)=0 shartdan A ni aniqlaymiz: % +{A+1)/3+1=0,

bo‘ladi bundan A:—%. Endi x=£+1, y=—%r2+1 va

(+ y)= —(%)f2 +2 vektorlarning uzunligini topamiz;

| IJCI \[ _[r + 282 +1 \j; \/‘ :
17 \[ 12515t s1)a \/i_—;’— ( }
|x+y| \/f(%r - 61 +4)dr,J:2—; J—
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A

Shunday q111b |x[ = | l -“—‘ | +J’| =50*, ¥a’n

S
[=l -+ =3

573. @ =(@; 8y;..33,), b =(b;by; .. bn), ... turli tartib-
langan geometrik vektorlar sistemasining to‘plami qaraladi. Aga;
clementlarni go‘shish, elementlarni songa ko‘paytirish va skalyas
ko'paytma @ +5° = (& +B; @, +by; .5 8, +5,), |
A =(Aay; May; .5 08,).(F +5" V=@ b+ @b, +... 485, tenglik-
lar bilan aniglanganda, bu to‘plam Evkilid fazosi bo‘ladimi’
Ya’ni oxirgi tenglikning o‘ng tomoni geometrik vektorlar skalyas
ko‘paytmasining yigindisini beradimi?

574. Tengsizliklarni o‘rinli ekanligini ibotlang:
\/(ﬁ, +q,)2+(§: +r;2)3 +...+(<§"+3;,,]2 sJ@':, + & L +Jr},3+?f:+...+r32";
(&I +& +o & W' 4+t ) S (G + Em ++E0,) bunda
& €20 &5 00 &5 M M Mg e M, — hagigiy sonlar.

Ko ‘rsatma; 562 masalada kurilgan Evklid fazosi uchun uch-

burchak va Koshi-Bunyakovskiy tengsizliklaridan foydalaning.
575. [0; 1] kesmada x(?), y¢(#), ... — turli uzluksiz funksiyalai

1 1 i
qaraladi. \/ (x+y)dt < \[ j‘xzdt J Iyzdr , va agat x{0)#0 bo‘lsa,
. Q 0
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6-§. ORTOGONAL BAZIS VA ORTOGONAL
ALMASHTIRISHLAR

1. Ortogonal bazis. .

Agar i#k da (2:%)=0 bo‘lsa, Evklid fazosining g; 2,3 ..,
bazisi orfogonal deyiladi. Quyidagi teorema o‘rinli: kar ganday
Evklid fazost ortbgonai hazisga ega.

Agar ortogonal bazis normallashtirilgan vektorlardan tashkil
topgan bo‘lsa, u holda bu bazis orfonormal deyiladi. e, e,, €5 eﬂ
ortogonal bazis uchun quyidagi tenglik o‘rinli: '

o (0itk da,
AT (6;; ek)z{l,i= k da. Ot 0 PR

Agar n oflchovli Evklid fazosida biror ?1]_3, z bazis
ma’ium bo‘lsa u holda bu fazoda har doim € €5 ..., €, ortogonal
bazisni ham topish mumkin. Ortogonal bazisda berilgan evklid
fazosining har ganday X vektori X =§¢ +8,8,+..+§ g, teng-

likdan aniglanadi.
¥ vektorning uzunligi quyidagi formula bo‘yicha topiladi:

T & e g

Tkkita
x =E"lgl +€2€2 +"'+§H€H va ? =T]1‘67[ +n2é_2 +"'+nugn s .
vektorlar chizigli erkli (kollinear, proporsional) bo‘ladi, fagat va

& _& _ £, .

faqat shundaki, agar —=-*=..=-"_ bo‘lsa.
T]] Tll nu

Xva)y vcktor]arnmg ortogonallik sharti quyidagi ko‘rinishda

bo‘ladi:
Em+én+..+€,1,=0.

Ikki ¥ va y vektorlar orasidagi burchak quyidagi form_u'la
bo‘yicha topiladi:

P I :
089 E fﬁ[ +§2f- - 2 ;172” I
J‘f“] ) +-~-+§_*J?? R/ A
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Quyidagi masalalarda n o‘lchovli Evklid fazosining ortonormal
‘bazisi €,¢,,...,, — bilan belgilanadi.

576. X =4g —-2¢, +2¢,—¢, vektorning vzunligini toping

577. T =g +2/2e, +33z, +8z, + 556, vektorni normal-
lashtiring.

578. Ortogonal bazis e;e,; e, dan ¢,e,, e, bazisga o'tish

(2 3 ¢
_ 7 7 7
o e 6 -2 3 , _— = = .
matritsasi, 4 = ] berilgan. &;@e,; e bazis ortogonal
2 ._6_ ﬁ FF
N7 7 7

ekanligini isbotlang
579. X=¢ sin’ a +e, sin’ o.cos 0.+ &, sinccos o +& cose vek- | :
torni normallashtiring o
580. f=aﬁ+52\/§+§3\/§ va ?:Elﬁ+52\/§ vektorlar
orasidagi burchakni toping
S81. ¥=35-5-5-8, 7=4-35,+5+8, 7=5+5-35+F,
vektorlarga ortogonal bo‘lgan normallashtirilgan vektorni toping
582. A ning qanday giymatlarida X =Xg +%ie, —¢, — A&, va
Yy =¢ —& —Aey, —¢, vektorlar bir xil uzunlikda bo‘ladi?
583. To‘rt oflchovli fazoda f, f,, f,, f, bazis berilgan. Bu
bazisning vektorlari yordamida shu fazoning ortonormal bazisioi quring.
Yechish: Avval berilgan fazoda biror &, 83, &, & ortogonal
bazisni quramiz. Faraz gilaylik, &, =/, & =/, +ag; bo'llsin. -
Shunday ¢ hagiqiy sonni tanlab olamizki g, 1 g; shart bajarilsin, -
Oxirgi tengliknt ikkala tomonini g, ga _skalyar ko‘paytiramiz va
(§1,§2)= (gl’fi)‘*‘a(gpg])_
tenglikni hosil gilamiz.
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(2,.8,) =0 bo‘lganligi uchun, «=—(Z;, %)/ (Z.8) bo'ladi.
So‘ngra g, = f; +B,g +B,g, tenglikda B va B, ni shunday
qilib tantab olamizki, B L By & L8 shart bajarilsin. 5}
(2:8)=(5./)+A(3: 8)+ 83 ).

(B8 &)= (B A)rAG BB (B T) e
tengliklarden, 8 =—(2: /3)/(2: 2), A =-(8:5)/ (& gag)

e

Va nihoyat g, = fi +Y18, Y22y +1 g, tenglikdan
1 =_(ol> f4)/(31= g) 7 =_(gzs fst)/(gz; &) o
~(8:4)/ (35 8)
larni topamiz.
Shunday gilib, @ B, B2, 71, 72, ¥3 Jami yugoridadek taniab
olganimizda, g, &, ;. 8, vektorlar juft-jufti bilan ortogonal vek-

torlar bo‘ladi. Demak,

~_8 - _& - _B - _&

L Pl =P e T = Sy PO PRl

@ &l Bt lEl

vektorlar ortogonallashgan bazis tashkil kiladi. '~
584. Darajasi ikkidan oshmagan ko‘phadlar to‘plami garaladi.
Ikki ko‘phadning skalyar ko*paytmasi quyidagi tenglikdan ani-

glanadi: _
«. o (Ey)= J (1) (r)a. ”a? velewdd

.

fl =1, _;_2 =7, ]75 =1 bazisdan foydalanib va S5$83-masalada
ko‘rilgan yechish usulidan fosdalanib, bu fazo uchun ortogonal

bazisni quring.
Yechish: Avval g,, 2,, 8, ortogonal bazisni ko‘ramiz. Faraz
gilaylik g =7, vani g =t g =/f,+08 =t+ar’. U holda
197 '
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[ [ 1
I gt dt = J‘z‘"’dr+a_[t“dt. g, va g, vektorlarning ortogonalligidan

1] Q 4]
oxirgi tenglikning chap tomoni nolga aylanadi. Shunday qilib

-5  _ 2 ~ 5
a:T va 8 =f“% Endi Z; ni topamiz. 83=1+ﬁif2+|;f§[r—z]

tenglikda B, va S, ning giymatlarini ortogonallik shartidan ani-

glaymiz:

]‘ngzdf =0; ].8'3 (f— 541‘2)(,{:;‘; 0. Shunday qilib, 0= ]Izd(+ B ]-f‘dt
0 q ; ;

va = J(r——tz]a’HﬁE J(r——-rz]dr i i ' '; ;’:5 R G
0 4 5 4 - ST

Bundan B/ =-= 5 ;B =4 g3_1_5L_4(;__5£_J va’'ni

F,‘--v

: 4
- _ 10:2 - i 5
e g3=l_4r+—3"’ Endi gl::tz, g —-—t—'? vAa

2
_ f
gy=1-4+ 5 vektorlarning uzunligini topamiz. -

‘IELI J""dt \[- ,g2| I[ iﬂ} d.f:%,

i L 10 68 . 80, 100, 1
|g3i-\[j(l 4r+—3—r) \/J‘(l 81 + t Jdr_g

"~ Shunday qilib, | "
K 5"3-*- Z =é=\f§;2, z =~%—=«f§(4~5t2),
| Ignl 2|
e = =3-12¢+10s .
~_vektorlar ortonormal bazisni tashkil gitadi, o S
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585. A ning ganday giymatlarida

e e

E=AZ+54515, =5 +A515+E,
G =BAE NG 1E, B =G +5+E TAE,

vektorlardan tuzilgan bazis ortogonal bo‘ladi? Bu bazisni nor-
mallashtiring.

Yechish: (F,; 'é;): 0, (z’ # k) shartdan A+ A+1+1=0 teng-
lamani hosil gilamiz. Shuningdek, A =—1 va

B =—q+&+&+e, =8 -t te, g, = +e -8 1E,

Z,=5+5+5-7, [g|=VI+l+1+1=2 .
Shunday qilib, e

g =05(-¢+5+5+7), §=05(5-5+&+e),

g ={),5-(El +e —g +E4),; e, =0,5~(§, +e, +& —E‘) R
artonormal bazis tashkil giladi.

- 586. o va P ning qanday giymatlarida A
. g =—-g + e t+p8 . &= e+ e, +—e

T EA 2t 8 3.0 2 3 14,5 2T va
— o.. l-o_ ", o ) -
e, = fie, + 36 + &, vektorlardan tashkil topgan bazis ortonor-

mal bo‘ladi?

- Yechish:  |g|=1, (g ©)=0 (i%k) da shartlardan teng-
lamalar sistemasini hosil gilamiz: .

Gy 7
. i¢ | ol + (1 _ G)E n 9132 =0, ' -35‘_‘1.:: d‘::
" afl-a)+3(1-o)p+3ap =0

Oxirgi tenglamadan £ =-a-(@~1)/3 ni topamiz. 3 ning bu

qiymatini birinchi tenglamaga qo‘yib, quyidagilarni hosil gilamiz:

@ +(1-a) +a (1 -at )2 =9 1-2(1-a) +a3(1 ..az)z 9;

(1 ~o+a’ ) =9. o ning haqgigiy giymatlarida 1-a+¢a° >0
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bolganligi uchun, 1—q+® =3, y2’ni @ —g-2= 0. Shuningdek

Demak, ikkita ortonormal bazis hosil gilamiz:

(1) _ 1_ 2_ 2 —(Y 2_ 2 1_ o
el = ""é’el +§€2 '_‘583, 62 = '58, "‘"3_32 '3'83.5;“1‘

_(l) :H%E] _é“eg +g§-3.

3 e

2 g 1_ 2 2
N . —'EEI__S-”eE +‘3_e'3, 62 _‘_‘Eel +-§€2 +§-e.3ii
i R @3{2) = _El +g-e—2 - ?3 e

F”‘{{i‘i{.

I. Ortogonal almashtirishlar. i
Evklid fazodagi A chizigli almashtirish ortogonal deyiladi,

agar u bu fazodagi har ganday ikkita ¥ va ¥ vektorlarning
skalyar ko*paytmasini saqlasa, ya’ni (4%, 45}=(X.7). Bunda ¥

vektorning uzunligi o‘zgarmaydi, ya'ni |4%|=[¥|. Shunday qilib,

5 &)
hHﬂ |4x}-| 4]

Oxirgi tengllkdan A chiziqli almashtirish har ganday ikkita
x va y vektorlar orasidagi burchakni o‘zgartirmasligi kelib chigadi.
Ortogonal almashtirish ixtivoriy ortonormal bazisni ortonormalga
o‘tkazadi. Aksincha, agar chizigli almashtirish biror ortonormal
bazisni ortonormalga o‘tkazsa, u holda u ortogonal bo‘ladi.

587. Har bir geometrik vektorni biror fiksirlangan tekislikka
nisbatan simmetrik vektorga o‘tkazadigan almashtirish ortogonal
bo‘ladimi?

588. xOy tekisligida votgan har qanday vektorni fiksirlangan
« burchakka burishdan iborat bo‘lgan almashtirish ortogonal
bofladimi? .
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589. ). ning gqanday giymatlarida A¥ =iX tenglikdan anigla-
nadigan 4 almashtirish ortogonal bo‘ladi?
590. Biror ortonormal §, &, & bazisda
[ G Ay
A= dy dy

4 4y dy

matrisa orgali aniqlangan A almashtirish, agar . . - .0 a0,

@y + 0Oy + a3y =0, 8,8, + 8,0y, + 3, =0 o

_ 2 2 T e B
Qo0hy F Aoyl + gy Oy =0, o', +a,+a,=1,"

2 2 2 _ 2 2 r
A +a,+a =1, Q@ taty; =1
bo‘lsa, ortogonal bo‘ladimi?

591. Ax =-dg+&e +Ee +4,€, almashtirish ortogonal
bo‘ladimi, bunda ¥ ={g +&,8, + &, +&,2, ihtiyorly vektorlar,
e, &, &, ¢, — ecsa ortonormal bazis?

592. €, @, &, &, &, ¢ — otonormal bazis bo'lsin. Agar 4, =%,,
Ae,=—¢,, Ag, =g cosa+gsing,, Ade, =-esiha+e cosa,

A& =% cos f+Esinf, A =—gsinf+Gcosf bo'lsa, A or-
tonormal almashtirish ekanligini isbotlang. i - Lwivvi uw

we 35 E‘;_:;i“étrl?_ﬂ"r}\k
7-§. KVADRATIK FORMALAR .

L ngisines

X)s X, - , %, haqiqiy o‘zgaruvchilarning kvedratik formasi
deb, birinchi darajali had va ozod had gatnashmagan, bu
o‘zgaruvchilarga nisbatan ikkinchi "c"iarajali ko‘phadga aytiladi.

Agar f(%, %, ..., X,) — X, %, .., X, O‘zgaruvchilarning
kvadratik formasi, A esa gandaydir hagiqiv son bo‘lsa, u holda
(A%, A%y A%)=A7F(X, X,, ..., x,) bo‘ladi. Agar =2 bolsa,
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u holda f(xl, x,) a, l:!4: +ar22x2 +2a,%,%,. Agar =3 bo‘lsa, u
holda
Flx, X, X)) = aux] + X3 +a,x7 + 20,55, + 28,55, +2a,,%,x,
bo‘ladi. Kelgusida barcha zaruriy ifodalashlar va ta’riflarni uch
o‘zgaruvchili kvadratik forma uchun keltiramiz.
4y &y Gy

v A=y a4y ay UG HE D B

3 4y 4dgy T TN R

matritsada a, =a,, bo‘lsa, f (xl, X35 x3) kvadratik formaning

matritsasi deb ataladi, unga mos kelgan determinant esa kvadratik
formaning deferminanti deb ataladi. 4 — simmetrik matrisa bo‘lganligi
uchun

| be‘ladi.
Faraz qﬂayhk, N
_ &§=b2 +b;152+baié_39 N
:-“E.{}_ C ok wnr’. r"} ._%E k34 fe—zf =B, +byE, +5,7,, _
&/ = b8, + b8, +by,E, Videsseikn frreves
vektorlar, &, e, & ortonormal bazisdagi A, 4,, 4, xarakteristik

- sonlarga mos keluvchi normallashtirilgan xos vektorlari bo‘lsin.
Oz navbatida g, &,, e, vektorar ortonormal bazis tashkil etadilar.

bl 1 bn ‘613
B= bzl bn bza
bsl bsz bas

- matritsa esa €, &, & bazisdan €, &, €, bazisga o‘tish matritsasi
- boladi. Yangi ortonormal bazisga o‘tishda koordinatalarni almash-
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tirish formulalari quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
™ = by, +byxy o+ b,
e 1 X, =hyx) +byx) A byx], T e
B o e
Bu formulalar yordamida f(x,, x,, %;) kvadratik formani al-
mashtirib, xx;, xx;, x;x; ko‘paytmali hadlar kirmagan
F (s x5, xb) =437 + 2% + A% kvadratik formani hosil gilamiz.
B ortogonal almashtirishlar yordamida f (%, x,, %;) kvadra-
tik forma kanonik ko rinishga keitirildi deb aytish gabul gilingan.
A il? va A, xarakteristik sonlar turli degan farazda muloha- '

zalar vuritildi. Agar xarakteristik sonlar ichida bir xillari bo‘lsa
nima qilish kerakligini masala yechish davomida ko‘rsatiladi.

593, f=27x  -10xx,+3x. kvadratik formani kanonik
ko ‘rinishga keltiring
Yechish: Bunda a,, =27, @, =-5, a,, =—3. Xarakteristik teng-
lamani tuzamiz
27-4 -5
-5 3-A

" xarakteristik sonlar. Xos vektorlarni aniglaymiz.

Agar A=2 bo‘lsa, quyidagi tenglamalar sistemasini hosil
gilamiz: _
{2551 =56, =0, n

. ~56,+¢ =0, .
" Bundan esa &, =5& ni hosil gilamiz. & =c deb olib, & =5¢, -
ga bo‘lamiz, ya'ni xos vektor #=c(g+5'%,) ga teng bo‘ladi. =
Agar A =28 bo‘lsa, quvidagi sisternaga kelamiz: =

S _ {_§|_5§2=0, . ’
e |-56-255=00 %
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Bu holda ¥ =c¢(~5-5+%,) xos vektorni hosil gilamiz. 7 va ¥

vektorlarni normallashtirish uchun s=1/I*+5° =1/+/26 deb
gabul qilish kerak.

(g +52,) é_,_(-sa@)
2% 1 J26
x05 vektorni topdik.

¢, € ortonormal bazisdan ¢, & ortonormal bazisga o‘tish
matritsasi quyidagi ko‘rinishga cga"

Demak, biz g'= normallashtirilgan

-5
I J_ V26 |
5 1
% % '
Bundan koordinatalarni almashtirish formulalarini’ ’hosxl qi-
lamiz: . k:‘.L

r 1 5

-t et
x;T

Shunday qilib,

f—27'[—1_x'-— 5 —10'[ 1 x’._ S ‘r']. -m;:"‘\
“J'..“ '\[2_6 ! \/% \/% 1 \/%_'2 .}\‘; ‘-

| -[——5—-35 — )+3 ‘[—S—x’ NI T =2x 428w
4 r.ﬁ.'ii".!!i \.(2_,6 | Jz_é ' J% [ J2—6 : i . R i
f=2x" + 4% bo‘lganligi uchun bu natijani birdaniga hosil di+
lish muomkin edi. )
594. f=2x"+8xx,+8x} kvadratik formani kanonik k@ nmshga
keltiring,. i
Yechish: Bunda @ =2, @, =4, a, =8. .
Xarakteristik tenglamani yechamiz:
2-4 4
4 3-4
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Xos vektorlarni aniglaymiz. N e

A =0 da quyidagi sistemani hosil gilamiz: . . ;.. ...
{25, +4&, =0

4% +82, =0,

uning yechimlari & =2¢, &, =~c bo'ladi, ya'ni #= r::(ZEl ez)

A =10 da quyidagi sistemani hosil gilamiz: shaniad

_SEJ] + 4&2 — 0 | o ._‘:‘ . I »iz; ,
48, =26, =0 o ol T

uning yechimlari & =c¢,&, =2¢, ya'ni_ 17= c-(El + 223) .

m \/g ) deb gabul s qilib 1 \E s

L)
2 —T normallashtirilgan xos vektorlarni topamiz.

Yangi bazisga o‘tish matritsasi (ortogonal almashtirish matnt—,_._._.
sasi) quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi: 3k

2 L
po| V5 5
-1 2|

s

Koordinatalarni almashtirish formulalari quyidagicha yoziladi;

2, 2, i, 2,
X, =7_§~x1 +7_5—x2,x2 = -—-\/—gxl +£x2 .
Shunga ko‘ra
2
1 1 1 2
f=2-(—x'+-—x3'] [ —X = ][ —= X, = ']+
NN NCa \/_ NN
+g.(__1-x'+-2_xj_mxe
‘Jg 1 \/g 2 2
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Bu masalani soddaroq yechish mumkin. f = 2(x[ +2x2)2
nligini ko‘rish giyin ¢mas. Shuning uchun ' '

(A'I +2x2) (x+ 2""1) X = M deb gabul gilish mum-
Ji+4 «/5 \/5

n (ikkinchi tenglik almashtirishning ortogonalligini hisobga olib
¥y '
foilgan). x, +2x, =\/f_> ' X, boflganligi uchun, f =10xf bo‘ladi.

Eka

§95. f =3x] +2x7 +x; +4xx, +4x,x, kvadratik formani ka-
Onik ko‘rinishga keltiring.
Yechish: Buyerda a,=3, a,=2, a,=1, a,=2, a,=0, a, =2
qrakteristik tenglamasini tuzamiz:
Loat e 13— A 2 0 o
2 2-4 2 =0,
0 w2 1-4

Ve feE T
In 3 ﬂ.[f
Qri: hx e

i?:

| h=2 dy==l 4=5.
X Topilgan xarakteristik sonlarga mos xos vektorlarni aniglaymiz.
Qs vektorlarning koordinatalarini aniglash uchun uchta chizigli

“hglamalar sistemasini hosil gilamiz:

% 1 h=2, 2) h=-1, 3) A=35 p
Suo o [&+28=0,  [45+2&, =0, D& +24, =0,
_ 26 +2& =0, 28, +3&,+2£, =0, <2&-3&+2£, =0,
’;"'-'1.'*.;2 25,-4=0; 25 +25,=0; 24, -4, =0;

W =2, & =c, i &=2e, -

S AT L=-2, \ & =20, "
- & =—2c, &y =2c, Sy &=¢ '

W B =(2-5,-28), V=c(g-26+25), w= c(2e,;—§gz+e3)

206

" wwiv.ziyouz.com kutubxonasi



P SN DN | -
€ =5(291 -82—223), "32=§(31_232+2€3), ‘33=§(2e_1 +22, +e3)
Ortogonal almashtirish matritsasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

R ;2_ l E\
403 3 3
o B= L2z VR mila D
: Jv .. 3 3 3 FRRNICNT I Paedt

L. L 3 3 3 T
Koordmatalarm almashtirish formulalari quyldaglcha oty
x—2x+ X, +=X3,% ——x’—zx’+2x' x ——Ex’;rgx'+l .
R Rt R i SRR A R RS

Shunga ko‘ra: £ =2x]> —x, + 5.
596. f=6x] +3x +3x] +4xx, +4xx, —8x,x, kvadratik for-

mani kanonik ko‘rinishga keltiring.
Yechish: Bu yerda a, =6, a,,=3, a,=3, a,=2, a;=2,

= -4, Xarakteristik tenglamani yechib: ia
6-4 2 2
A2 3-1 -4 |=0,
12 -4 3-2

Ay =X, =7, l:,, = -—2.. xarakteristik sonlarini tbpamiz. h=7 da qu- -

yidagi sistemaga kelamiz: i
_‘:el +2682 +2"§3 =0,
24 — 45— 48, =0,
24, —4¢,—445=0

U bitta & =2&, +2&, tenglamaga keltiritadi. Bu tenglamaning Lo

vechimini & =2a+25,£, =a,{; =b ko‘rinishda yozish mumkin.
Natijada ikkita 2 va & parametrlarga bog‘liq bo‘lgan: - .
§=2-(a+b)-f?_1 +a-e,+b-e xos vektorlar oilasini hosil gilamiz.
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h=-2 da quyidagi sistemani hosil gilamiz: T
8E +2&,+26, =0, oni iy
251456, =4¢, =0,
26, -4, +54,=0.

Masalan, ikkita oxirgi tepglamani yechib bob 5
.9 -18 -18
yoki & =—%‘—=-—%—, & =c, & =-2¢, & =—2¢ larni hosil gila-

miz. Shunday qilib, ¥V =¢ -(EI —2e, — 2@‘3) bir parametrli xos vek-
toriar oifasini topamiz. #@=2-(a+b)-g +a-2,+b-2, xos vektor-
lar oilasidan ikkita gandaydir ortogonal vektorni ajratamiz. Ma-
salan, a=0, h=1 deb faraz gilib, # =2-¢ +e, xos vektorlarni
hosil gilamiz. @ va b parametdlarni shunday tanlaymizki, (#,#%)=0
tenglik bajarilsin. U holda 2:2(g+5)+56 =0 tenglamani hosil qi-
lamiz, ya’ni 4g¢+56=0 Endi ¢=5 b=—4 deb gabul qilish mum-
. kin, bundan qaralayotgan oilaning boshqa xos vektorarini topamiz:
u, =2e +5¢, —4e,
Demak, biz uchta o‘zaro ortogonal vektorlarni hosil gildik:
u =28 +e, i, =2 +5,-4¢, v=¢-2¢,-2%,. Ui va u, xos
vektorlar & =7 xarakteristik songa, ¥V xos vektor s=1da A=-2
xarakteristik songa mos keladi. Bu vektortarni normallashtirib, yangi
ortonormal bazisni hosil gilamiz, bunda yangi bazisga o‘tish
matritsasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

T R I P
R A T

(22 1)
V5 3503
,;:’L‘%.’:%Bz 0 '\_/_i :_2_ )
it PR
o ._,5_1“%_: 1 . -_4 :-2_ Vi
B LV KE W5 3
24446 R
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Berilgan kvadratik formaga EEA
2 1 5,2, oL

x = =X X, Xy S Xy Ky, Xy S o
R T = f"*

koordmatalaml aimashtmsh formuialarini go‘llab *

es CH AR

f=7x 2x 1ti hosil gilamiz. T

597 l‘Jr’x2 + 12xu + Bu®* — 80=0 egri chlzzq tcnglamasm]
kanonik ko‘rinishga keltiring.
Yechish: Tenglamanmg yuqori daraJah hadiari guruhl ma-

trisasi .
42|17 6 i
6 8 . TS

" bolgan 17 x*+12xu+8 u? kvadratik formam hosi] qliad1 Xarakta—
ristik tenglamani tuzamiz; S e -

17-% 6 _
6 8-A
. % =5, A, =20 xarakteristik sonlar. Stunga ko‘ra 17x2+12xu+8u?

yoki  A* —25), +100=0. Uning yechimlari

kvadratik forma 5x? +20y” kanonik ko‘rinishga keladi, berilgan

© tenglama esa quyidagi ko‘rinishga keladi: 5x"%+20y7 ~80=0 yoki- -

: xiE yr2
E+—4—~—1, ya'ni berilgan egri chiziq ellips ekan.
" Elipsning tenglamasini kanonik ko‘rinishga keitiradigan bazis--
- ni topaylik, buning uchun xos vektorlarni aniglaymiz.
A=5da o4
{125l +6&, = 0, '

6¢, + 3, = Al
tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz va uni vechib &, ——24,‘1

S

hosil qilamiz. £ =c¢ deb faraz qilib, £ =-—2¢ ni olamiz, ya’ni
#=c-(g—-2%) xos vekior.
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' A0 d {—351 +6§2=
64 -12¢, = e

tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz, bundan lf.,l '2§2 ni hosil

l'}k‘ 1 et 5.

BN L aE

gilamiz, ya’ni v =c-(Zg;+#&,) xos vektor. .
S g2, . _25+E
Cc= = — sy Tl e 1 ) 1 2
:ﬁz——z 5 deb gabul qilib, ¢ —-—-————JE Ya e 75
b
niermallashtirilgan xos vektorlarni topamiz.
., Ortogonal almashtirish matritsasi quyidagi ko‘rinishga ega:
1 2
b B = J‘- _ J_

Koordmatalaml almashtmsh formulalarl quyldaglcha yoziiadi:

f;}y
y=——=Xt+—my
T EE S
17x% +12xy+8y* —80 = —gv(x'-%-Zy’)2 +-§—(x'+2y')(—2x'+jf') +

8 : r
+3(2 ) ~80=>5x7 +20y” - 80.
~:¢ Bu natijani A, va A, lar topilganda darhol hosil gilish mum--
© kin edi: Ax?+4,5%7~8=0. '
Quyidagi egri chiziglar tenglamalarini kononik Kko‘rinishga -
keltiring:
598, 6x* +24/5xy+2y> —21=0.
599, 4xu+3w? +16=0.

600. Sx? +4\/_xy+7y -44=0.

diwm
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VI BOB e
ANALIZGA KIRISH

1-§. ABSOLUT VA NISBIY XATOLIKLAR
Faraz gilaylik ¢ — hisoblashlarda A aniq sonni almashtiradi-
gan taqribiy son. « — taqribiy sonning absolut xatoligi deb, o
taqribiy son va unga mos ainiq A soni otasidagi ayirmaning absclut
giymatiga aytiladi: ]A-a]. ]A—cx,|<A tenglsizlikni qanoatlantiruv-
chi, mumkin bo‘lgan A kichik songa, limit absolut xatolik de-
yiladi.
A aniq son g-A<A<a+A chegaralarda joylashadi, voki

A=a+A. atagribly sonning nisbiy xatoligi deb, bu sonning ab-

A-a A4-a

soiut xatoligini mos aniq songa nisbatiga aytiladi: ) —x3d

tengsizlikni qanoatlantiruvchi, mumkin boflgan & dan kichik
songa limit nisbiy xatolik deyiladi. Deyarli 4~a bolganligi uchun,

' A
limit nisbiy xatolik sifatida o =— son gabul gilinadi {(odatda pro-

sentlarda ifodalanadi). {1 -8 < A<a(l1+38) tengsizlik o‘rinli. O'nli

kasr ko‘rinishida yozilgan, musbat ¢ taqribiy son absolut xatoligi o

n-xonasi birliklarining yarimdan oshmasa, bu son » ta ishonchli
belgl (ragam) ga ega deyiladi.
»>1 da birinchi ishonchli ragami k£ bo‘igan, o tagribiy son-.

|

10

v=l
3 ) sonni gabul gilish

1
ning limit nisbiy xatotigi sifatida 5~~—(

muinkin. Agar

=2k +DL10 1)
ma’lum bo‘lsa, u holda a soni # ta ishonchli belgiga ega
bo*ladi. e i REMCHINTTR
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Bir necha sonlar algebraik vig‘indisining limit absolut xatoligi
qo shiluvchilar }mit absolut xatoligining yigfindisiga teng. Musbat
qgo‘shiluvchilar yig'indisining nisbiy xatoligi bu qo‘shiluvchilar
nisbiy xatoligining eng kattasidan oshmaydi. Tagribiy sonlar
ko‘paytmasining va yig‘indisining limit nisbiy xatoligi bu sonlar
limit nisbiy xatoligining yig‘indisiga teng. Taqribiy son darajasining
limit nisbiy xatoligi bu sonning limit nisbiy xatoligining daraja
ko‘rsatkichiga ko‘paytmasiga teng.

- 601 Teodolitda oflchangan burchak 22°20'30" + 30" ga teng bo'lib
chigdi. O‘ichamning nisbiy xatoligi qanday?

Yechish: e b |
A=30" absolut xatolik. U holda nisbiy xatolik . i
" : T
5=2o 20 ioow=004%. s o
o 22°20030°

602. Nisbiy xatoligi 0,5% bo‘lganda og‘irlik kuchining tezla-
nishi g=0,8006... ning ishonchli belgilar sonini aniglang va taqribiy
migdorming mos yozuvini bering.

Yechish: .

Birinchi giymatli ragam 9 bo‘iganligi uchun (I) tengsizlikdan

[
foydalanib, 0,005< BT

mak, £=9,8

1 =]
( ) ni hosil gilamiz. Ya’ni »=2. De-

603. V19 sonining limit nisbiy xatoligi 0,1% ekanligi ma’lum.

Bu songa nechta ishonchli belgilar kiradi?
Yechish:

Bunda birinchi ishonchli ragam 4 bo‘ladi. §=0,001=10" limit

n=1
nisbiy xatolik. (I) tengsizlikka asosan 0,00] <§—l—5— [?15-) bo‘ladi.

Bundan #n=3 ni olamiz. Shunga ko‘ra 19 =4,36 (to‘rt xonali

jadvaldan /19 =4,3589).

604. Agar nisbiy xatolik 1% ga teng bo‘lsa, A=3,7563 son *

nechta ishonchlii belgiga ega bo‘ladi?
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Yechish: VoM e
Birinchi ishonchli ragam 3 bo'ladi, shuning uchun

-1
1 (1Y
0,01 Sﬁ(-l*a) s
bundan #=2. A sonni shunday yozish lozim: A4=3,8. R
605, Kvadratning yuzi 25,16 sm? ga teng (0,01 sm? gacha
aniqlikda).
Kvadratning tomonini qanday nisbiy xatolik bilan va nechta
ishonchli belgilari bilan aniglash mumkin?
Yechish:
x=+/25.16 izlanayotgan tomon. &=(1(2) (0.01/25.16))
kvadrat tomonining nisbiy xatoligi, bu yerda 0,01 yuzaning abso-
lut xatoligi, va’ni §=0,0002. Kvadratning o‘lchanadigan tomoni
uzunligining birinchi ishonchli ragami 5 ga teng. k=5 da (1) teng-

e Tt an s

sizlikni echib, (5+l)'0,0002<mn_1 ni hosil qilamiz, vyoki

1,2-1073 < =3 ni olamiz.

606. Agar doiraning yuzi 124,35 sm? ga teng ekanligi ma’lum

bo‘lsa, (0,01 sm? gacha anialik bilan), uning radiusini nechta .

ishonchli belgilar bilan aniglash mumkin? |
607. Agar kesik konus asoslarining radivslari R=23,64 +0,01(sm),
r=173120,01 (sm), yasovchisi /=10,2{+0,01 {(sm), n=3,14 bo'lsa,
uning to‘la sirtini hisoblashlardagi limit nisbiy xatoligini toping.
608. £=9,8066 con beshta ishonchli belgili og'irlik kuchi tez-

lanishining (45° kenglik uchun) tagribiy qumatl bo‘lsin. Uni nisbiy .- -

xatoligini toping.

609. Tomeonlari 92,73+0,01 va 94,5+0,01 (sm) bo‘lgan to‘g‘ri '
to‘rthurchakning yuzini hisoblang. Natijaning nisbiy xatoligini va * .

ishonchli belgilar sonini aniqlang.
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2-§. BIR ERKLI O‘ZGARUVCHINING FUNKSIYASI

Ratsional va irrasional sonlar haqigiy sonlar deyiladi. Barcha
haqiqiv sonlar to‘plami R bilan belgilanadi. Har bir hagiqiy
sonii sonlar o‘qidagi nugtada tasvirlash mumkin.

A va Y ikkita bo‘sh bo‘lmagan to‘plamiar bo‘lsin. Agar X
to‘plamning har bir x clementiga biror aniq goidaga asosan Y
ning yagona elementi u mos kelsa, bu holda X to‘plamda qiymat-
lar to‘plami ¥ bo‘lgan funksiva yoki asklantirish berilgan deyiladi.
Bu funksivaning ko‘rinishini shunday yozish mumkin:

xeX, X_AL, y yoki f:x-»Y bunda X funksiyaning aniglanish
schasi, y= f(x) ko‘rinishdagi sonlardan tuzilgan ¥ to‘plam esa —
funksiyaning qiymatlar to‘plami deyiladi. Agar u o‘zgaruvchi,
x erkli o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘lsa, u holda y= f(x) yoki

y=0¢(x) ko‘rinishda ham yeoziladi. fva ¢ harflar shunday goidani
xarakterlaydiki, bunda berilgan x argumentga y ning qivmatlari
mos keladi. f funksiyaning aniglanish sohasi D(f) bilan, qiymat-
lar to‘plami esa, E{f) bilan belgilanadi., f(x)} funksivaning x=q
dagi giymati, bunda ae D{f), funksivaning xususty giymati deyi-
ladi va f{a) bilan belgilanadi. Oddiy hollarda funksiyaning aniq-

lanish sohasi: Ja,8[ interval {ochiq oralig), ya’ni a<x<b shartini
qanoatlantiruvchi x ning giymatiar to‘plami; [a,5] segment (kes-
ma yoki yopiq oraliq) ya’ni a<x<d shartni ganoatlantiruvchi x
ning giymatlar to‘plami; Ja,5] (va’ni a<x<d) yoki [a,8f (ya'ni
a<x<b) yarim interval, cheksiz interval [a,+0] (ya’ni a<x<b)

yoki ]-0,b] (va’ni -w <x<b) yoki ]~o,+] (ya'ni -~ <xgw)

bir necha intervallar va segmentlar to‘plami va h.k.
Quyidagi funksiyalar asosiy elementar funksiyalar deyiladi:
1. y=x* darajali funksiya, bunda xeR

2. p=c* kofrsatkichli funksiya, bunda, ¢ — birdan fargli ix-

tivoriy musbat son: >0, a=x1
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i
l

.y=logx logarifmik funksiya, bunda a4 — birdan fargli ix-
tiyorly musbhat son: a>0, a=z 1.

4.y=sinx, y=cosx, y=tgx, y=clgx, y=secx, y=cosecx tIi-
gonometrik funksiyalar:

5. y=arcsinx, y=arccosx, y=arctgx, y=arcctgx teskari trigo-
nometrik funksiyalar

Elementar funksivalar deb asosiy elementar funksiyalardan
to‘rtta arifmetik amal va superpozisiyalash (ya’ni murakkab funk-
sivalarni hosil) qilishni, chekli son marta go‘llash yordamida
hosil bo‘ladigan funksiyalarga aytiladi. Haqgigiy son X ning absolut
giymati {moduli) elementar bo‘lmagan funksiyaga misol bo‘lib

xizmat giladi:
. X, xz0
¥ =| x l:
el -X, x<0
lx] geometrik nugtai nazardan sonlar o‘gida koordinatasi x bo‘igan

nugtadan sanoq boshigacha bo‘lgan masofaga teng. Koordinatalari
(x, fix)) bo‘lgan xOy tekislikdagi nuqtalar to‘plami y=f(x)
funksiyaning grafigi deyiladi, bu yerda x e X))

Agar har qanday xe&D(f) uchun f(—x)=f{x) [mos ravishda
f(—x)=—f(x)] bo‘lsa, aniglanish sohasi nolga nisbatan simmetrik
bo‘lgan f{x) funksiya, juft (toq) funksiya deyiladi. Juft funksiya-
ning grafigi ordinata o°qiga nisbatan, toq funksiyaning grafigi —
koordinata boshiga nisbatan simmetrik bo‘ladi. Agar shunday musbat
* T son mavjud bo‘lsaki, xeD{f) va (x+NeD da flx+T)=f(x)
tenglik bajarilsa, f(x) funksiya davriy funksiya deyiladi. Ko‘rsatilgan
hossalarga ega bo‘lgan eng kichik musbat 7 soniga funksiyaning
asosiy davri deyiladi.

b _ Cm
@ 610. Agar f(x)=x" bulsa, _f:(_b)t{&?l ni toping. s
n |

Yechish:
Berilgan funksiyani x=a va x=4 da givmatini topamiz:

flay=a*, f)=4. U holda quyidagini hosil gilamiz:
: f®) - f@) _B-a _

A h-a b—a atb,
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-2
611. S(x)= ;x-l funksiyaning aniglanish sohasini topi
Yechish: /
Agar 2x—1#0, ya’ni x# 1/2 bo‘lsa, berilgan funksiya aniq-
langan. Shunday qilib, funksiyaning aniqlanish sohasi quyidagi

ikki intervalning birlashmasi bo‘ladi: D{(f)=]-c0,1/2[UJL/2,+oo[

612. son="4 +1")

Yechish:

Agar x—1#0 va 1+x>0, ya’ni agar x7#1 va x>=1 bo‘lsa
funksiya aniglangan. Funksiyaning aniglanish sohasi quyidagi ikki
intervalning birlashmasi bo‘ladi: D(f)=}-LI[ UL+

613. S(x)=+1-2x+3arcsin 3 -
hasini toping.

Yechish:

1—2x >0 da birinchi go‘shiluvchi, —1<(3x—1)/2<0 da esa
ikkinchisi haqiqly givmatlarni gabul qiladi. Shunday qilib, be-
rilgan funksiyaning aniglanish sohasini topish uchun quyidagi
tengsizlik sistemasini echish zarur:

1—2x20, 3x—1)/2<1, (3x—1)/22—1. Natijada x<1/2, x< 1,

funksiyaning aniglanish sohasini toping.

funksiyaning aniqlanish so-

o x>— 1/3 ni hosil gilamiz. Shunday gilib, funksiyaning amqlamsh

sohasi [—1/3, 1/2] kesma bo‘ladi.

614. Funksiyalarning qiymatlar to‘plamini toping:

) f(x)=x>-6x+5 2) f(x)=2+3sinx

Yechish:

1) Kvadratik uchxaddan to‘la kvadrat ajratib, f (x)=x*~bx+
+9 -4 =(x-3)" -4 ni hosil gilamiz. O‘ng tomonda turgan ifodaning
birinchi xadi x ning barcha giymatlarida musbat bo‘lgani uchun
funksiva —4 dan kichik bo‘lmagan giymat hosil giladi. Shunday

- qilib funksiyaning qgiymatlar sohasi [-4,+x) ga teng.

2) Sinusning giymatlari modul bo‘yicha birdan oshmagani
~ uchun |sinx| <1 yoki -1=<sinxs1 tengsizlikni hosil gilamiz. Bu
tengsizlikning ikkala tomonini 3 ga ko‘paytirib va ularga 2 ni qo'shib,
—1 <£2+3sinx<3 ni hosil gilamiz. Shunday gilib E(f}=[-15].
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615, Funksiyalarning asosiy davrlarini toping.

1) f(x)=cos8x 2) f(x)=sinbx+1g4x

Yechish:

1) cosx funksiyaning asosiy davri 2x bo‘lganligi uchun,

27 n
f(x)=cos8x funksiyaning asosiy davri g B yoki 78 teng.
s i - . . 2n o ®
2) Bu verda birinchi qo‘shiluvchining asosiy davri 3 &
Tt

teng, ikkinchisi uchun esa, u 288 teng. Berilgan funksiyaning

T R . .
asosiy davri 3 V27 sonlarning eng kichik umumiy karralisiga,
ya'ni ® ga teng ekanligi ko‘rinib turibdi.

616. Funksiyalarning juft voki togligini aniqlang:
D f(x)=x" -%/-.;+25inx; 2y fx)=2"+277; 3)_f(x)=‘;¢[--".'Sé-".2 ;
+3 - |
4) f(x)=x"+5x; 5)f(x)=lg§;—2*. _ e
Yechish: -
Ko‘rilayotgan masalalarda har bir funksiyaning aniqlanish
sohasi nolga nisbatan simmetrik: birinchi to‘rtta masalada

D(f) = (—o0,+0) , oxirgi masalada esa D{f)={-o,-3)U(3,%).

1) x ni —x ga almashtirib

Flxy= (=) -¥x +2sin(-x) = ~x*¥x - 2sinx ni hosil gilamiz,
ya’'ni f(~x)=-f{x). Demak, berilgan funksiya tog funksiya ekan.

2} f=x)=2"+2"=2"+2" bo'ladi, ya’ni f(-x)=jf(x) De-
mak, funksiya jufi ekan.

~ 3) Bu yerda f(-x)= |«-x]—5e"”’2 = x| ~5¢7, ya'ni f(-x)= f(x).
Demak funksiva juft funksiya ekan.

4 f()=(=x) +3(-x)=x"' —5x¢ Shunday qilib f{-x)= f(x) va - .

F(-x)=—f(x), ya'ni berilgan funksiya na juft, na toq bo‘lmaydi.
Juft ham, toq ham emas.




—x+3  x-3 . (x+3 Y x43
X} = —1 = ——
) ) !g ¥ -3 g x+3 8 x-3 ]gx 3

ni topamiz, ya'ni f{(—x)=—7(x) va shuning uchun berllgan funk-
Siva togdir. .

617. Funksiyalarning aniglanish sohasini toping.

[§) f(x)=~J4—x2+%; 2) f(x):arccos[%—l);

i
Yrwm=ts 8 f0=I2 s f()-—-_z%;

6) f)=1glx-D+2glx+);  7) f(x)=1’5-3_—c-;—xlsinx_

618. Funksiyalarning giymatlar to‘plamini toping. -
D) =f+1; 2)f)=5/x; 3)f=16-x"7 i

s {h
4y f(xy=-x*+8x-13;,  5) f(x)=1-3cosx; 6) f(x)=43'-‘ar"“{"-"-"' '

619. it
) £y =wsinTe; 2 fxy=51x|-3F ; 3) Fx) =5 -3 x5
4) f(x)=x[42; 5) S =|x+2(; 6) f(¥)=Igoosx; i
7 =11

620. Funksiyalarning asosiy davrlarini toping.
1) fxy=sindx; 2) fA(x)=-2 cqs(x/3) +1;
3) f(x)=lgcos2x; 4) f{x)=ig3x+cosdx.

3-§. FUNKSIYALARNING GRAFIKLARINI YASASH
Funksivalarning grafiklarini yasashda quyidagi usullar -

go‘llaniladi: “nugtalar bo‘yicha” vasash; grafiklar vstida amallar

(qo‘shish, ayirish va grafiklarni ko‘paytirish); grafiklarni almash-

tirish . (siljitish, cho‘zish).
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y=f(x) funksiyaning grafigidan foydalanib, quyidagi funk-
valarning grafiklarini yasash mumkin:

1) y=f(x—a) — Ox ¢‘qi bo‘yicha a birlikka surilgan boshlang‘ich
afik: .

2) y=f{x)+b — Oy o°qi bo‘yicha b birlikka surilgan huddi -
sha grafik. .

3) y=Af(x) — Oy o‘qi bo‘yicha 4 marta cho‘zilgan boshlan~ - .
ch grafik. . '

y=f(kx) — Ox o'qi bo‘yicha 1/k marta cho‘zilgan, xuddi o‘sha
afik.

Shunday qilib, y=f(x) funksiyaning grafigiga ko‘ra
= Af[k(x-a)]+ b5 ko‘rinishdagi funksiyalarning grafigini yasash
umkin,

621. y=2x+1+cosx funksiyaning grafigini yasang.

Yechish: _

Berilgan funksiva grafigini #1
ki funksiya grafiklarini
yshish bilan vasaladi. y=2x+1
vy =cosx. Birinchi funksiyvan-
g grafigi to‘g‘ri chiziq bo'ladi
, unid ikki nugta bo‘vicha vasash
umkin; ikkinchi funksiyaning
afigi — kosinusoida (23-rasm)

A

!

ey grven Al Ay bkl gl ot B -

]
£33

b e gt S ek frdt — S A Sy
By gt P A Sk g et S
v By P e P . il e P o
i Mgt vy g ey P T, bk ot mrn

T Ty e P — —

i — A p—— i — N

oy
2-x x<3 h
622, Y= 0. 1x? ©>3 : 23-rasm
nksiyaning grafigini yasang.

Yechish:
Grafik x<3 da nur, x>3 da

irabolaning bir tarmog‘i bo‘ladi.
I-rasmda izlanayotgan grafik tas- \

flangan.
623. y=2sin(2x-1) fu:ﬂcsayamng \ I L
afigini yasang. o liIaNI458 @& L
Yechish: R : T

Berilgan funksivani W7 24-rasm
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) |
y=2sin[2(x - -27)] ko‘rinishga almashtiramiz. Bunda A=2, k=2, a=1/2

y=sinx ning grafigini berilgan deb olamiz. Keyin uni absissa o‘qi
bo‘ylab ikki marta sigib, y =sin2x funksiyaning grafigini yasaymiz.
Bundan keyin hosit bo‘lgan grafikni 1/2 birlikka o‘ngga surib,
y=sin2(x—0,5) funksiyaning grafigini yasaymiz va nihoyat, oxirgi
grafikni ordinata o‘qi bo‘yicha ikki marta cho‘zib, y =2sin(2x—1)
funksiyaning izlanayotgan grafigini hosil qilamiz (25-rasm).. ..

ated

- Funksiyalarning grafiklarini yasang:
%624, y=(x*-x)/3 [—4,4] kesmada
_ 625, y=x¥(2-x)* [—3,3] kesmada
_. ﬁ 626. y=./x + V4—x aniglanish sohasida
627, y=0,5x+2*  [0,5] kesmada
628. y=2(x—1)*, y=x’ funksiyadan foydalanib .
629 y=1/(x1+4) 63D, y=(x?+1)/x
L 631, y=sin(3x—2)+1 632. y=—2cos(2x+1) ' -
633 y=arcsin{x—2} 634, y=xt1+sin{x—1)

- x<0
©. 635, p=sinx+cosx’  636. y=1,. x20 '
4-x -x<—1
637. y=1<5 ~1€x<0

3 +5  x<0 .
20
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o bR g 4-§' LIMITLAR )

Agar har ganday istalgancha kichik & musbat son :uchun,

shunday musbat N son topilsaki, barcha »>N larda |x —d/<s

bo‘lsa, @ son x,, x,, .., X,, ... ketma-ketlikning limiti deyiladi va
lim, =a

LA g

ko‘rinishda yoziladi. .

Agar har ganday istalgancha kichik €>0 uchun shunday 8>0
topilsaki, 0<|x—a]<8 da |f(x) —A|< ¢ bo‘lsa, u holda A soniga f(x)
funksiyaning limiti deyiladi va shunday yoziladi:

/()= 4 ;

Huddi shunga o‘xshash, agar x> N da |[f(x)—Al<s bo‘lsa, -

lim f{x)=4

IP=oc

Agar 0<)x—a|< 8 da |[f(x)|>M bolsa, sharili ravishda quyida-
gicha yoziladi -

fim £(x) =

bunda M ixtiyoriy musbat son.
Bu holda x—a da f(x) funksiya cheksiz katta deyiladi.

Agar lima(x) =0 bo‘lsa, u holda o (x} funksiya x -« da cheksiz -

Nt

kichik deyiladi. Agar x<g va x—a bo‘lsa, u holda x»a-0 yo-

ZUv; agar x>a va x—>a bo‘lsa, u holda x— a+0 yozuv ishlatiladi.
fla—0)= .E?fo f(x) va fla+O)= ,,Eﬂof {x} sonlar mos ravishda f(x)

funksiyvaning a nugtadagi chap va o‘ng limitlari deyiladi.
Limitlarni amaliy hisoblash quyidagi teoremalarga asoslanadi.

Agar }.T; fx) va }E}g(x) mavjud bo‘lsa, u haolda
by L IS+ 20~ I S )+ e,

i 2 MO/ 2] =l £() mg(), o - E
!- "=por n—¥e H—bex | E --\:--2 . (— . v

221

< -www.ziyouz.com kutubxonasi

3

R




f(t) hm f(.‘t) [ . ]
ime——t =220 | limg(x)}=z0|,
= g(x)  limg(x) »-%:(

shuningdek quyidagi limitlardan foydalaniladi:
sinx

lim—==1,
-

birinchi ajoyib limit.

x 1
lim (1 +}.) = ]in%(lwku)“ =ex2,71828 -
X—+n x = . e‘
(ikkinchi ajoyib limit). :

x sonmng € asosga ko ra loganﬁm natural logarlfm dcyxladl va

olish foydali:

L lim111{1-+-x)_l i l—lna i (L+x)" -1
x-3) x X X
638. n—w da 3,2%,2%, 2+ L. ketma-ketlikning limiti
. _
- 2 soni ekanligini ko‘rsating.
Yechish:

' Bunda ketma-ketlikning s-xadi x, =2+ bo‘ladi. Shuningdek,
44

1 _ . . .
g = Avvaldan € musbat sonni beramiz. # ni shunday yetar-

1
licha katta tanlab olamizki, - <& tengsizlik bajarilsin. Buning uchun

1
ne= deb qabul gilish etarli. Bunday tanlashda |x,-2|<& hosil
. boladi. Demak, limx, =2.

o

71013 3ntd
639, n—>w da - 35T ,2n+ s kctma-kethkmng limiti 3/2
- soni ekanligini ko‘rsating. '
Yechish:

Bunda x,— 2o t4 33
st 2" 2nel 27 2@n+1)’ 2(2?1 1)

tcngsmhk n mng

222
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- z
nday qiyvmatiarida bajarilishini aniglaymiz. 2(2x+1) >§ bo‘iganligi

5 1 3
hun, #>-——-% bo‘ladi., Demak x,.“a <& bo‘ladi, ya’'ni

4e 2

<0,1 tengsizlik n>12 da ba-

3
X, _',.;

3
nx, =3 g=0,1 faraz qilib,

riladi (masalan, #=13 da) degan xulosaga kelamiz. Xuddi shun-

- o‘xshash, xﬂ—% <0,01 tengsizlik n>124,5 (masalan, n=125
) da, -r,,—-;— < 0,001 esa n>1249,5 (masalan, #=1250 da) da
jariladi. )

Quyidagi limitlarni topmg 3

dx+2

640. '1—13‘} 2x+3 _ o i K

Yechish: '

x—4 bo‘lgani uchun, kasrning surati 5-44+2=22 songa,
waraji esa 2-4+3 =11 songa intiladi. Shunga ko‘ra thH2 22 _

~42x+3 11
641, fim 3x+5 . n
o2y 47
Yechish:

Kasrning surat va mahrajl x—)w da chegaralanmagan holda

sadi. Bu holda — kof nmshdag1 amqrnashk o‘rinii deyiladi. Kasr-,.

surat va mahrajml x ga bo‘lib quyidagini hosil gilamiz

l_im;x+?=li_1’1; X
B S
X

inda x—> da 5/x va 7/x kasrlardan har biri nolga intiladi.

2

., x*-9
642']’9}%.‘:2—-33;.. .

223
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Yec‘h!&'}f ik . k: AL RGN &) S
. x-»3 da kasrning surat va mahrajl nolga muladl (0/0
Xko'rinishidagi amqmashk). Agar x#3 bo‘lsa u holda ' %,

(x 3)(x+3) x+3
:c2 3x x(x —3) x

ni hosil qilamiz, shunga ko‘ra e
S NS
3 3y x3 oy
o a3 343
Lekm >3 da 222 kast —5—~=2 songa intiladi. Demak,
' -9
Ii =2.
xl—% xz -3 ¥
32 Lo
+1 ; :
fimX ¥ Z¥tE o SN
643 amal xJ R x2 _—y - 1 ‘J P a0
Yechish:

Bunda 0/0 ko‘rinishdagi anigmaslik o‘rinli. Kasming surat va
mahrajini ko‘paytuvchilarga ajratamiz:

L XY=t exrl L - (x-1 (x-1(x+) . x-1 0 ;
11 X X X+ =l =], =l =____0.
POyl RN AD o D DE el 23
lim Xt ~100
644. w107 - 2057 +100% ELECE ::?51‘";,&';-s‘ﬁ."?-._f;ﬁ??-wéT..g_'e\‘.

Yechrsh. _

Bu ham 0/0 ko‘rinishdagi anigmasiik. Kasrning surati 300 ga
intiladi, maxraji esa nolga, ya’ni cheksiz kichik migdor bo'ladi, -
shunga ko‘ra garalayotgan kasr — cheksiz katta migdor bo‘ladi va

. ¥ —1000

n ———————=

=10 63~ 20x? +100x
645, hm_____\.x-t-4—2_

. —+0 x

Yechish:

ST

Kasrning surat va maxrajini V3 +4 +2 vigindiga ko‘paytiramiz:
224 S

" www.ziyouz.com kutubxonasi



wx+ ~(x+4+2) hmx+4 4

g x(Jr+4+2) "‘°\/_+4+2 |
= |im 1  }  ,
"""\/E— +2 4 wes R s
3 3 O - o
646, um_____.__M
=30 X . x
' Yech.r'sh'
' Faraz gilaylik, 1+x=5", u holda x>0 da y=1. |
EL - Demak, i - P
. 5 3 3 3 :;,“
1m‘~‘(l+x) ctimZ " _‘hm yty+l 3
LT =yt =1 “*‘y $7 404yl S
- 647 ln&smmx_ r
s x <\.

- Yechish: L
: Birinchi ajoyib limitni go‘llab, hosil qgilamiz .-

. S msmmx sinmx
liim = lim mlim =
Fai] x x—0 wx %0 gy
1- cosSx
‘648, h —
; : Co et RER
Yechish: e e

_ .3 . 2 \2
G A0y IO 5‘1’-@?_21) =2-[§ B
-4 X T8 xz Eoy ] x 2 2
Biz bunda, m=5/2 gabul qilib, avvalgi mlsolmng natitasidan

wdalandik. :
x +2x% +3x+4

lim

649. oo 40 132 42541

Yeckish

; .-_‘.';".'..'.,? -

Bu g ko‘rinishdagi aniqmaslik, kasrning suralt vaj %ahrmlm

atta darajaga bo‘lamiz, ya’ni x? ga: ST
| 1imx3+2x +3x+4 ~lim1+2{x+3/x2+4fx3=—l— .
T g 430 1 2] e 4w 3/x+ 21X 1 4

235

www.ziyouz.com kutubxonasi




g0, 2o
. Yechish:
Surat va mahrajini x* ga bo‘lamiz:
lim 3 -2 — lim 3-24x°
o [ 4 3x~4 """JI+31x +4/5°

651, lim(Vx? +8x+3 - +4x+3).

Yechish:
Bunda «—w ko‘rinishdagi a.mqmashk o‘rinli. Berﬂgan ifodani

Ty o

Vit +8x+3 +Jxf +4x+3 ga ko* paytiramiz va bo‘lamiz:
lim(Nx? +8x+3 i’ +4x+3)=

I+

(Jx +8x+3 - J—+4x+3)(~fx +8x~3 -/x +41+3)

"‘” Jx +8x+3+\fx +4x+3
X +8r+3-x—4x 3 . dx ,
= limm = fjin =
=2 S 4+ 8x 43+t +dx+3 Y 4 8x 434V 44243
4 4

= [im
=0 v 8/x+3/x° +1+d/x43/x> 2

2 5x+dY
652. Jlr-W(x —3x+7}

" Yechish: L s
Kasming suratini mahrajiga bo‘hb butun qlsrmm ajratamiz;

x +5x+4=l_i; 8x-3 _
X ~3x+7 x-3x+7

' Shunday gilib berilgan funksiya x - da, asosi birga, daraja
ko‘rsatkichi — cheksizlikka (1* Kko‘rinishdagi anigmaslik) intila-
digan darajani ifodalaydi. Ikkinchi ajoyib limitni go‘llash uchun,
funksiyani shunday almashtlramlzkz, natijada quyvidagini hosil
gilamiz:

L B 5rea ‘_ﬁm[n 8x-3 )x_
v s+ 3 ~3x 47 wael X ~3x+7

T 226
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c L ii ‘. “n .‘1’(3!—31 ©agt v 7h
) 23er? T 3043

= lim [1.}.__85_:3__) $ed = ..
S AL Xy xl _3x+7 s

8-3/x
X —34‘-‘-7 I- 3fx+TFx2

’i’ . _. ' i 8x-3 Y &3
IR x2 ~3x+7) -

»dwed

Ll 83 | &-3 Yar .
da. { ¢ i =g -
x—;ooigfglg?}q 7 e 2] bo Iganligi uchun hm( Fg—e x1—3x+7J e_.

8-3/x

me ekanligini hisobga olib,

bo‘ladi.

i [fj_ézc_t‘l

= e"; - .
T3 ?) ni topamiz.

X

653. x—+3 da f(x)= funksivaning chap va o'ng hnﬁ‘t-

larini toping.
Yechish:
Agar x—3-0 bo‘lsa, u holda 1/(x~3)— - va 2P 50, .

Shuningdek, hmf(x) 1/3. Agar x+3+0, u holda 1/(x-3)->==,

Tv—b-

2409 5o va im f(x) =0

x—3-0

654. xS a da f(x)=¢""* funksivaning chap va o‘ng limit-.

larini toping.
Yechish:

Agar x 5g~0 boflsa, v holda l/f(x~a)—=-0 u holda.
1{x~a)—>+= va 11‘?_}{5&) =+,

655. n—o da 1/2, 5/3,9/4,...(4n-3)r+1),.. ket:rna—ketlik.-i__;_;_l _
ning 4 ga teng limitga ega ekanligini ko‘rsating. .
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656, n>w® da 1,1/3,1/5,..,12n1),.. ketma-ketlik cheksiz
__".'El;"cichik migdor ekanligini ko‘rsating. SR
© Y7 Quyidagi limitlarni toping:

x'—6x+8
- 1 T : . L
657. 3% x* —8x+12 " FH -

5

. 658, lim \/]-f-x-kx2 Vl+x+x )
: ¥—0 X —-x

: 2 3 3
659. . ~5x+6_ 660. S —?x_ +11x—6-
= oyt 3x 42

EE] x2 — 9

sin(a + 2h) - 2sin(a+ k) + sina

661. lim

hs0 Ve

. fgmx . g —tgx, .. sinx-—cosx

lim . lim ~—7—, lim ———.
. 662. -l gin gy 663. XX, 664' 4 m—4x

x -
y 1t/2~x=q belgilang.

665. lim —

.r—m.Jzﬂ___zx
2x* 432 +5x -6 . (212 +4x+5)(x2+x+1)
S0 T 1 SR 2+ 7R +x~1)
2 .
e6s, I ggg iy VATx 4 22,
. x= y —8x+12 x==1 x+1

VI +xsinx -1 : x
jm— e = lim ——e—
670. lim " 671. P T a——

x=»2

672 lim\!1+x+x2—~\/7x+2x_—x2.

=2 xz _2x
' . l—cos3x . lgx—sinx | SIRE
i —_—— 1 ————, __:"s‘-"
673. lim o3, 074 Im=—3—
. In(Emx) . 243 5
Iim—————2 &7 H .o B K
075. :1_1;101. " _ 676. r}g 7 _3 3
228
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677. 5@(@+aa+b~& +cx+d)-

678. lim(sinm ;sinﬁ). 679. 15n(eij1_a/;)

680. mij . 681 lgn—-—ﬁig
sin2x 5-1
I .
682, 1m n(Gxy”~ 983 lim .
. x-1 4 ) ‘lmsinx
684. lim S *=f belgilang. 685 ,Lﬂ,—"_ixl
. {+sing . sin3x-—sinx " ) 5 _
. lim——— . Hx=5)
686. lim-——- 687. M=~ 688. Lu;gDLQ‘
ﬁ—'l B : foat '
689. lmsinx. §90. lim Co e e
pT a1 ¢t -1 S ‘

691. lim:(%z-1) (bunda t>0) x_s0da, x=1ﬂs:b1lan belgilang

x +l x
692. 1im(x jl] . 693, lim(1+i) _
X

Xl x XX

694. lim[u-l—m ;6_9). 695, lim>—*—

=2} x_3 X x—0 JC +x
- 696, lxl_lffll;;j , ¥ =¢™ ekanligini hisobga. oling.
' n(l - 3x) lifn st 45 +7 . In(x+2)-1n2
fim 2% L jimxte)zing
697. lm . - 698. Hm N - 699. lim -

700. lim(H,EJ- 701. hm(2 cosay e

cra¥" . 1/ x-2)
702, lim[ “} 703, lun[z} .

x+b
229
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5-§. CHEKSIZ KICHIK MIQDORLARNI ANIQLASH

" Faraz gilaylik, x—>a da afx), f{x) lar chek512 kichik mig-
dorlar bolsin.

1. Agar 91335=0 bo‘lsa, u holda o, B ga nisbatan yuqori

tartibli cheksiz kichik miqdor deyiladi. Bu holda e=¢ {B) ko‘rinishda
voziladi.

2. Agar Eimi=m bo‘lib, bunda m noldan fargli son bo‘lsa, u

holda « va 3 bir xil tartibdagi cheksiz kichik miqdoriar deyiladi
va a~B yozuv o va P lar ekvivalent cheksiz kichik miqdorlar

ekanligini bildiradi. Agar 111T1--—°° bo‘lsa, u holda llmE- 0 bolib

B, o ga nisbatan yuqori tarttbh cheksiz kichik mlqdor bo‘ladi,
ya’ni B=o{o).

3. Agar o va B bir xil tartibdagi cheksiz kichik migdorlar
bo‘lsa, bunda x>0 , u hoida B cheksiz kichik migdor a ga nisbatan
x — tartibda bo‘ladi deyiladi.

Cheksiz kichik migdorlarning ba’zi hossalarini ta’kidlab o‘tamiz.

I. Ikkita cheksiz kichik migdorlarning xo‘paytmasi
ko‘paytuvchilarga nisbatan yugori tartibli cheksiz kichik miqdor
bofladi, ya’ni agar y=«f3 bo‘lsa, u holda y=o(x) va y=o(pB)

2. a va B cheksiz kichik migdorlar ekvivalent bo‘ladi fagat va
fagat shundaki, agar ularning ayirmasi a—p=y o va a ga nisbatan
vuqori tartibli cheksiz kichik miqdor bo‘lsa, ya’ni agar y=o(o)
va y=¢(f) bo‘'lsa, u holda a~p .

3. Agar ikkita cheksiz kichik miqgdorlarning nisbati limitga ega
bo‘lsa, u holda har bir cheksiz kichik migdomi unga ekvivalent
cheksiz kichik migdor bilan almashtirilsa bu limitning qiyvmati

o‘zgarmaydi, ya'ni, agar E'L“"B =M a~a, B~B, bo’lsa, u holda

lim 2L .
}_EE =™ bo‘ladi.

Quyidagi cheksiz kichik migdorlarni ekvivalentligini nazarda
tutish foydali, agar x—>a bo‘lsa, u holda sinx~x, tgx~x,
arcsinx ~x, arctgx~x, In(l+x)~x
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704, Faraz gilaylik, 7 — cheksiz kichik migdor bo‘lsin.
a=5¢2+2¢5 ga B=3#2+223 cheksiz kichik migdorlarni taqgoslang.
Y echish: A
1im-"i—umf”2 L ALY S B
0B 032427 0 342 3
bo‘ladi. o va B larning nisbati noldan farqli son bo‘lgani uchun,
o va B bir xil tartibdagi cheksiz kichik migdorlar bo‘ladi.

705. t = 0 da a=tsin®f va p=2¢sin? cheksiz kichik miqdorlarni

taqqostang.
Yechish:
ssingt 1 '
Bunda 1m(}--=!:_13 2tsmt=—2-¥1_msum =0 yam o:—o(B)

706. t —» 0 da a=¢In(1+¢), B=tsint cheksiz kichik migdorlarni

taggosiang.
Yechish: L i
L+ ) '.
iimg lim fn(l+6 —fim 1n(¥+a‘) —im . i
=0 B -0 tsint 40 sing #d sinz
- SR ¢ LT vt
ni topamiz, ya'ni a~p g '
707. Quyidagi limitni toping: C

Yechish:
Kasrning surat va mahrajini ekvivalent cheksiz klchlk migdor-
'_larga almashtiramiz:
in{l+3xsinx) ., 3xsinx ., Sinx

5 = lim———=3lim
x=al) x x>0 X

lim =3

i) ng
708. y=xe* cheksiz kichik migderni cheksiz kichik x ga nisba-

tan tartibini anigiang.

709, y=+/l+xsinx -1 cheksiz kichik migdomi cheksiz kichik x
ga nisbatan tartibini aniglang.

710. x>0 da y=.fsin2x cheksiz kichik migdorni cheksiz - -
kichik x ga nisbatan tartibini aniqlang. - SR -

e
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71N Arap r— 0 bo‘lsa, a=1%in% va p=t -tg¢ cheksiz kichik
miqderlarni taggoslang.

712. Agar x — 0 va m — ratsional musbat son bo‘lsa, a=(1-+x)"
va p=mx cheksiz kichik miqgdorlarni taggoslang.

713. x—= 0 da, a=c¢*-1 va p=xIna cheksiz kichik migdorlarni

taqgoslang.
Quyidagi limitlarni toping: o
14, tim A 2x 1 L Y
1 r—»v AT In* (1 +2x)

Surat va mahrajmi ekvivalent cheksiz klcluk migdorlarga al-
mashtmng

- -1 lim 1n(1+x—3x2+2x’)
T8 Wy TV Mt
i Inco . sin(e™! -1

B T . gt

 cosx ni 1-(1-cosx) ko'rinishida ifodalang.

3 _ o o
(+xy -1 a1 1 oD D)

720 lim .l
> (L )3+ xY -1 ﬂ%(?‘-l)(ﬁ“—l)
722, \"}8 +3x =2

"““ \.f" 6+55~2

¢
_ _Surat va mahrajini 2 ga bo‘ling.

6-§. FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

f(x) funksiya e nuqtada uzluksiz deyiladi, agar:
1} bu funksiya ¢ nuqtaning biron bir atrofida aniglangan;

2) Im /() limit mavjud;
3) bu limit funksiyaning a nuqtadagl giymatiga teng bo‘lsa,

- ya'ni l|_1)n f(x)= f{a) bolsa.
| 232
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g

x—a=A4Ax (argument orttirmasi} va f{x)—f(@)=A y (funksiya
orttirmasi) deb belgilab, uzluksizlik shartini shunday yozish

mumkin: g_% Ay=0, ya'ni f(x) funksiva a nuqtada uzluksiz bo‘ladi

shunda sa faqgat shundaki, agar bu nuqtada argumentning chek-
siz kichik orttirmasiga funksianing cheksiz kichik orttirmasi
mos kelsa.

Agar funksiya biror sohaning har bir nugtasida uziuksiz (in-
tervalda, segmentda va h.x.) bo‘lsa, u holda funksiva bu sohada
uzluksiz deyiladi.

Funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli yoki bu soha uchun
chegaraviy bo‘lgan a nugta uzulish nuqtasi deyiladi, agar bu
nuqtada funksiyaning uzluksizlik sharti buzilsa.

Agar lirr_)EJ J&)Y=f(a-0) va Emo flxy= f(a+0) chekli limitlar

mavjud bo‘lib, f(a), f(a—0}, f(a+0) sonlarning kamida bittasi
qolganlariga teng bo‘imasa, u holda a nugtaga 1-tur uzilish nugtasi
deyiladi. _

I-tur uzilish nuqtalari o‘z navbatida, yo‘gotish mumkin
bo‘lgan nuqgtalarga: (f(a—0)=f(a+0)#* f(a) bo‘lganda, ya’ni funk-
sivaning chap va o°ng limitlari bir-biriga teng, lekin funksivaning
bu nuqtadagi giymatiga teng emas) va sakrash nuqtalariga

{(f(a—0) # f(a +0) bo‘iganda, ya’ni funksiyaning a nuqtadagi chap =~ -

va o‘ng limitiari turli) bo‘linadi, oxirgi holda f(a+0)—f(a—0)
ayirma funksiyaning a nugtadagi sakrashi deyiladi.

I tur uvzilish nugtalari bo‘lmagan uzilish nugtalar, IT tur
uzilish nuqtalari deyiladi. IT tur uzilish nugtalarida hech
bo‘lmaganda bitta bir tomonlama limit mavjud bo‘lmaydi.

Chekli sondagi uzluksiz funksiyalarning yig‘indisi va ko‘paytmasi
uzluksiz funksiya bo‘ladi. Ikkita uzluksiz funksiya bo‘linmasi,
bo‘luvchi nolga teng bo‘lmagan barcha nugtalarda uzluksiz bo‘ladi.

723. x=4 da y=x/(x—4) funksiya uzilishga ega ekanligini

ko‘rsating.
Yechish:
x!ig}ﬂx—'q-:—w’ xi—{g}ﬂx— =+ larni topamiz. e
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... nuqtasi bo‘ladi. (26-rasm)

ko‘rsating.

- Shunday qilib, x -4 da funksiya na chap, na o‘ng limitga ega
emas.Shuning uchun x=4 nuqgta bu funksiva uchun II Typ uzilish

! .
i i ¥ BNERRLP
i oI
1 2 J\’
“-—-aw-womc—on-—’-—-m-—- ¢ v 3 T] [V B Jana
APV ! 1 - il { 4
| @ .ﬂl-\
! 2
l,
]
26-rdsm _ 27-rasm

724. x=4 da y= arctg —— funksiya uzilishga ega ekanligini

PR

Yechish:

T
— %0 p lim y=-,
x...4 va k—yd— ﬂy 2

Agar x->4-0 boflsa, u holda

| " bo‘ladi. Agar x »4+0 bo‘lsa, u holda %*H-w va lm y=7/2

x—4+0

& boladi. Demak, x—>4 da funksiya ham chap, ham o‘*ng chekli
* limitlarga ega va bu limitlar turli. Shunga ko‘ra x=4 nuqta I tur

~ © uzilish nuqtasi — sakrash nugtasi bo‘ladi.

_Funksiyaning bu sakrashi ®/2—(n/2)= n ga teng (27-rasm)

x
725. x=5 da ¥y= funksiya uzilishga e¢ga ekanligini

_ x—5
ko‘rsating. -
Yechish: G
x =5 nuqtada funksiya aniglanmagan, chunki bu qumatnl ﬁ.}nk-
sivaga qo‘ysak 0/0 anigmaslikni hosil qllarmz i
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Boshga nudqtalarda x—5=0 bo‘lganligi uchun, kasmi x—5 ga
qlsqa.mrlsh mumkin. Shunga ko‘ra, x5 da y=x+3. Bundan esa

,l_isn-l y= hm y-l() ekanligini ko‘rish osomn.

Shunday qilib, x=5 da funksiya yo‘gotish mumkin bo‘lgan
uzilishga ega. Agar x=5 da y=10 deb shartlashilsa, uni yo‘qotish
mumkin bo‘ladi. Demak, agar x=5 da ham, (x*—25)/(x—5)=x+5
tenglik o‘rinli deb olsak, x ning barcham gqiymatlarida
y=(x*-25)/(x—5) funksiya uzluksiz deb hisoblash mumkin. Bu
holda funksiyaning grafigi y=x+5 to‘g‘ri chiziq bo‘ladi.

-2} _

726. ¥+ D]

funksivaning uzilish nuqtalarini toping.

727, ¥= funksiyaning uzilish nuqtalarini toping.

L
(x -1 -5)

728. x=1 nuqtada »¥~=

1 )
= funksiya uzilishining xarakteri

ganday?

! sinx . iy s .

729. x=0 nugtada y=— funksiya uzilishining xarakteri gan~ =
day? R |

: Cobgxe arctg-«——l—— : :
¢ 730, Jk=~_-;a-—§)—- funksiyaning uzilish nuqtg]anm topmg '

X —-6x? +1ix-6

731, y=

33 3,57 [unksiyaning uzilish nugtalarini
‘toping.
x+l . . . _ o
732 = 62 t1eE funksivaning uzilish nuqtalarini
t0p1ng.
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* N i or ” {.) oy g + e }.
b Wiy ’
734, y= m funmy@m qumdag;k%malasdﬁfﬂﬁlﬂsﬂhk-

Ka tekshiting. el G A3 ._ L R
COD[RSKEY [0 3) [o7) FT de

funkmyhni guyidagi kcsmalarda LthkSlz-
'3’ fg SRS

1
x* +26x% +25
likka tekshiring.
1) [6,10]; 2) [-2,2]; 3) [66]

735. y=
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L TSP St U R A

1 9
4D 5 D 552~ 6 M(?) 7. C(L), D(2). 8. C(-9),

D(—1). 16. 1) 13, 2) 3. 19, 5. 20. (~1; 8), (L; 9), (3; 10). 21, S=0,
ya'ni A, B, C nuatalar bir to'g‘dl chizigda yotadi. 22. IX17; 22). 23. C(—10;

7). 24.J53. J82. J185. 25. 24 kv.b. 29, A(4; %); BG; %); (43

By D -2y BVZ A B m). 30, 40 105 B3 -3

;0 D(% —%); E(w‘;z;—g); - £-~‘£)

31L.Jg + 8 - 20 cos(6,6,) - 32.5.33. M,(p; —8). 34. M,(p; ©+8).

Tn i 5w i 2r 7t
35. 1) (3; "4—), (5; —3) va (2; —6'), 2) (3; "g), (5; “*37) va (2, E)

36. M(p; n-6). 44, y=2x~15. 45. 1 va III koordinatalar burchakla-

rining bissektrisasi. 46. 11 va IV koordinatalar burchaklarining bissek-

trisasi. 47.x7 437 —2x-2y=0. 48.3x" + 2xy+3p* -dx—-4y=0. 49, p=a.
R
50. 9=q. 51. p=acos®, 57, y=2x to‘g‘ri chizig. 58 +——*1 (bu

2 2
egri chizig ellips deyiladi). 59. :z =

deviladi). 60.4B to‘g'si chiziqning kesmasi, bu yerda A(l; 0),B(0; 1).
61. x%+y% =, B2.x=a{tsint +cost), y=afsint~tcost) (bu egri chi-

=1 (bu egri chiziq giperbola

1
ziq aylana evolventasi deyiladi). 67, 1) x+2y-25=0; 2)y=(- e +5;
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f

x ¥ 1 2 i
= 42— =1. —_ o ly-2=0
NN 4)(£)x+( r~5)y . 68. 135% 69. 54. kv. b,

70. Yo'a. 72. A3x+y-1=0. 73. x+y—-4=0. 74. 3x~2y =0.
75. x+y~-7=0. 76. x+3=0, y+4=0. 77. x+y-5=0(,

27
x+y+5=0. 99, g = 100. x—-y=0, 5x+3y—-26=0,

3x+5y~26=0. 101.14r+14y~45=0, 2x-2y+35=0.102.3x —y+14 =0,
x=5y-14=0, x+2y=0. 103.x-2=0, y-T7=0. 104. 44. 105,

2,4. 106. m=4. 107. x-y=0, x+5y~14=0, 5x+y—14=0.
108. -g. 109. (0; 5) va (4:3). 110. (7/8; 0) va (—27/8; 0).
111.13x+6y-82=0, 3x+4y-23=0, §=315 kv.b. 112. 3r-2y=0,
Sx+y+6=0. 113, 5x+4=0. 114. 5x+8y+11=0. 115. 5y+2=0. 116.
17x+1ly=0. 117, x+y+1=0. 118. x=q, y=6. 119. x=1, y=x.

120. 30°. 121. ¢ =53%%'. 122. 5x-3y+2=0. 123./3 kvb. 125.

x ¥y Cx 3
. - — —_— . :1'
B(1; 3, C(L; 6). 126. 1) 4 + 6 “1, 2) 4(J§—1)+{—6J(\/§+1j ;

x ¥
=l —_— - — -
AN T 127.  3x-4y-9=0; 3x '4y+16—0,

4x+3y~37=0 yoki 4x+3y+13=0.134. 1) a=4, b=-3,r=5;2)

g=-35, b=2, r=0; tenglama nugtani aniglaydi. 3) q=2, b=—7, ri=—1;
tenglama geometrik ma’noga ega emas (mavhum aylana). 135.

tgp=-2,4. 136.(x+12 +(y—-17 =5. 137. (x-3)* +(y=4)* =25. 138.

x=3,2. 139. 3x—~4p+8=0, 4x—3y+7=0, 140. (x-2)* +y* =16. 142. (4;
1,8); (4; —1,8); (—4; 1,8); (—4; —1,8). 143. bi/z. 144. dx+3y+12=0,
145. 16x° +25y% =41. 146. M nugta — ellipsdan tashgari; &V nuqta —

ellipsda; P nuqta — ellips ichida. 147. e =sin(a/2). 148. M(—5; 7).
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2
149. 32 +3y" -2xy-2x-2y-1=0. 150. §+=y4—=l. 151. Izlanayotgan

egri chizig — ellips. Agar koordinata o‘glarini to‘g‘ri burchak tomonlari . -
ba‘yicha yo'naltirsa (4 nugta Ox o‘gida yotadi), bu eflipsning tengla- - - .-

| 2y 2 o

masi 9x’ +36)° = da? 155, =% =1. 156. %——%ﬂ. 157. (~4; -3). - -
2 8 2 Sl s
158, SrXol50. -2t =co 160. £= 7161 (=8 0. 162. "

64 438 225

xz y2 2 yi )
VORI 163. 6 va 14. 166. x —-§-=1 giperbolaning o‘ng shoxi.

169. y*=4x. 170. M(24)vaMy2—-4). 171, ¥ =4x, y’ =—4x_

172. y=+2V2x. 173. y? =+3x. 174. MO0)vas(i8;-24). 175. .

8 1
¥ =x, go=Tz. 179, (3;2). 180. (8;6). 183. 1) O(Li2), p=-7i "

1 1 1 1 :
J2=__ L . - r2=_ ' O —), ——
Ix G DOM3), p=-m =2y 3) eg” P73 :

. [N 1
-y =-*(—l-)x’; 4 o(;-2) p=~1—: yi=x'. 184. 1) x¥'==; 2)
4 2 3
R | ,, b L. 1 1 1 ‘“
Xy =— Y = - == _oy LY . .
Y3 3 x 5 4y xy 5 187.(x 2) +(y 3) 1 aylana 5
. er 2 xr‘z 2 L
188. 5 J;—6=1 ellips, yangi markaz O°(l; -1). 189. —4——3’?=1 giper-
x)} yﬁ
bola, yangi markaz O'(2; 3). 190. O(2; Dnuagta. 191.E_—l)+-(—1—:1-
-2
4

mavhum ellips, x'=x, ¥ =v+1. 192. 7 —x? =1giperbola, yangi

markaz O'(3; 0). 193. x'* =—)' parabola, vangi markaz O'(l; g')-
194, x=2 va x=4 tog'ri chiziglar. 195, Mavhum to‘g‘ri chiziglar.
239 '
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202.5x+ ¥+1=0 va 5x+y—1=0 ikki parallel to‘g"ri chiziglar. 203,
x+p+1=0 jkkita go‘shilgan to‘g‘ri chizigiar. 204. 2x—3y+1=0, 4x—3py—

nl wZ
—1=0 ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziglar. 205. 33-6+~}’—5»=1. 206,

¥
xrrl yrr

9 36
rama-qarshi (yechimi yo'g). 212. x=g+8, y=0-¢. 213, Sistema an-

=1, 207, y?=-2x". 210. x=1/2, y=1/2. 211, Sistema qa-

3
iglanmagan (cheksiz ko‘p yvechimga ega; x — ixtiyoriy, Y =(—5Jx +1—2“.

214, x=yp=z=t, 215, x=cosq y=sing. 216. x=2¢ y=t z=2¢.
222, 0. 223, 2. 224, 2(ad~bc). 225. x=1,y=2, z=3. 226.
x=0, y=0, z=-2. 227, x=0,y=0, z=0. 228. x=¢, y=2, z=-3¢.

229.x=1, y=-1, z=0 230, x=¢ y=1, 2=~. | .
T 1%

g II BOB S Ee) ,
#0234, C(5/311/3;13/3), DQ/3; 13/3; 17/3). 236. M(3; 1; 3).
237. Teng ikkiga. 238. M(0;0;17/8). 239. MIls -5 0). 246.

5 :
—_ (B+ke)

RTESY)

. 248. a,=0, a,=2, a,=-2. 249, m +m+]. 251

a:%; cosa=]§, cosB=cosv=:§-. 252. iﬂlMlz'?, COSOt'—‘%, cosﬂzﬂg-,

. 253.p =27 +5k yoki b=-27-5k. 254. M(~4:4 4V2).

cosY =

| L

255. 7,=(1/3)7—(2/3)7—(2/3)% . 268. —96. 269. arccos(17/50).
270, m=1. 271, 547. 272,  A=F-§=F-s.cosp=53.
273. (U VID)T - 37 +5). 274.6 =T +& voki ¢ =(1/3)(-T +47 k). 275.

20/3 va 20/7. 276. 7, =7i +77+7k . 279. Yo'q, chunki komplanar
240 B '
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vektorlar o‘zéro perpendikuljar bo‘la alfnaydi. 280. a%b—l7?+7}’-k
281.465/2 kv.b. 282. 4. 284. 20 kub. b.; 4510/17.

_-\..q.'_nr
i
-]
&
J—
Sy
=
-
Sl
'Y
1
Mg
it
(e ]
»
————
L]
S|
-
i
—
[
>
pe—
=
+
pr——,
L e
i
(1
'
r—
[,
.»ﬁ}a,
T
o
I
P=

13 o
207, & 232———; koordinatalar boshi va M, nuqta tesiktikning turli tomo-

nida  yotadi. 298." a=75/3. 299. 1) x+y+z~35=0;
) 2x+2y+2-6=0 2x+2p42-6=0. 30L. M5 5 5). 302
4x-3y+12z-169=0. 303. 5y+4z=0, 5x-3z=0, 4x+3y=0. 304,
6x+5y~T2-27=0. 305, ;f%i&f) . 306, 60°. 307
x+7y+10z=0.368. x~y=0.309. x+y+2z-3=0.310. 5x+2y-9=0.
311, Zx+y+z-5=0. 312, 4xe3y-2:-1=0. 313. (4D,~4D)x+
+(BD,~BD )y +(C\ Dy -0 )z=0. 314, x-y+2=0. 315, arcsin(5/6).
327. Sy+5:-64=0, x=0 (YOZ); 5r+5:-2=0, y=0 (X02). 328.
(x+1)/S={p-3)/2=z/1. 329. cosa=6/7, cosB=3/7, cosy=2/7.
330, (x-1)/\2=(p+3)/1=(2-3}/(z1). 331 (x-Spl=(y+1)/3=1
=(z+3)/(-11). 332. M(0;7;-2). 334. x=-3f=-1; y=6f+1;

z=1+2. 335, 530/6. 336. (x-3)/3=(p+)A-5)=(z-2(-2). 337. o

cosg=20/21. 338. x/0=y/1=2/2. 339. (x-4)/2=(y-1)/1=(z+2)/(-2)-

340, x/2={y-/(~-1)=({z-1)/0. 341. (x-D)/2=(p-/(-)=(z-1)/2.

342. W/l =(y-26-1)=(z—-D/~1). 343, x-5y-2z+11=0.

4. x/(-10y=(y-3,4)/13=(2-5,2)/19, 348, 1)} C(—1; -2; O, r=5;
24t
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2) C2; —3; —1), r=4; 3y CQ; —1; 3/4), r=3/4; 4 C(1; 0; 0), r=1;
5) C(0; G; 2), r=1. 349, 1) Sfera ichida; 2) Sfera tashgarisida; 3} Sfera
ustida. 350, (x—2F +(y—1F +{z+2F =9. 356. 1) Aylanma silindr;
- 2) elliptik silindr; 3) giperbolik silindr; 4) parabolik silindr; 5) parabolik
silindr; 6) prarabolik silindr; 7} aylanma silindr; &) applikatalar o‘qi
x=0, p=0;9) bissektral tekisliklar x=2z va x=-2z; 10) p =0 va
y=x tekisliklar. 357. 1) x*+z°=9, p=3 (aylanma);
2) 32 —x? =1, z=1 (giverbola); 3) z* -y =0, x=0 (ikki to'g'ri
chizig). 358. 1) y2 I+ 22 b ~x*/a* =0. 363. 1) Giperbolik pa-

raboloid; 2) uchi koordinatalar boshida bo‘lgan konus. 364,
2 2 2

3z=2x +»*. 365. 3-;—+25—+ZT=1. 366. (aylana) x° +y’ =1,

z=1. 367. 1) Ordinatalar o‘qi; 2) o‘qi Op bo‘lgan va uchi koordina-
talar. boshida bo‘lgan konus; 3) o°qi Ox bo‘lgan va uchi koordinatalar
boshida bo‘lgan konus; 4) koordinatalar boshi, 5) Oz o‘gi bo‘yicha
kesishuvchi ikki tekislik. 374, x=y va x=z ikki tekislik.
375.(x - 2)2 +{z~ 2)2 =4 aylanma silindr. 376.X = ¥ = 2 to'g‘ri chi-
zigq. 377.x2 +(y-1f —(z -1’ =0 uchi (@ I; 1) nugtada bo‘lgan
iickinchi tartibli konus. 378.(0; I; —1) nuqta. 379. x* +y?/4-z"" =1
kanonik tenglamali bir pallali giperboloid. 380.x"% +y'> + 2% = -1
kanonik tenglamali ikki pallali giperboloid. 381. x> + ¥'? = 4z’ kanonik
tenglamali aylanma paraboloid. 382.x"% —z'*/9 =2y kanonik teng-
lamali giperbolik paraboloid. L e

IV BOB T |
387. 900. 388. 12. 389. 21280. 390. &’b’. 391. x=1,y=-1,.
z=0,¢t=2. 418. (t; 28 31‘) bu verda ¢—ixtivoriy hagigiy son.

411.(2;24;1) bu yerda r-ixtiyoriy haqigiy son. 412. (0; 0). 413.

_4 -84
x'cosg - y'(1+sin)=0 to'g'si chizig. 414. B=|-3-1-5

BT e W -7-061
242 | |
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9 6 6 031 _0,2 0!7

a15. 18261 416 |0 O1-021 449 421 y=2 z-3

669 0 0 01

418.%, =2, h,=1; 4, =(ME)i-(5/VA)j; £, =(1N2)i+(1V2))
419, A =-2, A, =3, A =6 y=oli~k), n=P(i-j+k), n=y(i+2j+k).
423, x/16+y7/4=1. 424. x7/25-y7/9=1. 425, y? =227
426, x'2 + ' /127 /3 =1 {bir pallali giperboloid).
427.2y" + 32" = J6x" (elliptik paraboloid). 434. agar 2 % 0 bo'lsa,
o

Gva
3

eI )
& =g

r(A)=2. 435. r(4)=3. 436.r(4)=3 bazis minorlar

0

O 41 437, Ha)=2; b 1 (] 2] [l IJ (l 3]
. r azis minorlar R .

3 34) 32 356

i
4 .
It
36 3 3
1 ’ [ ) y 3} va |; 4] 441. Sistema o‘rinli,

r(A)=r(A|):2; X, =1, x, =1/2. 442 r{A})=1, r(4)=2. Siste-

ma o‘rinli emas. 443. Sistema o‘rinli, r{4)=r(4)=2. 446.
=L x,=35 x,=2.447.x, =1 x,=2, x;=3, x,=4.448.
X =5x,=4, x,=3,x, =1, x; =2, 449. Sistema orinli emas.
450, x =196, y=296, z=504.451. x=150, y=116¢ z=140.
458. x,=u,x,<u+l, x;=u+2, x,=u+3. 459 Sistema o‘rinli emas.

460, ?‘(A) =3.

L T e B

"V BOB
463. Ha. 464. Yo'q, chunki to‘plamning ikki elementi yig‘indisi shu
to‘plamning elementi emas. 465. Yo‘q, chunki ikkinchi darajali ikki
ko‘phadlarning yig‘indisi birinchi darajali ko‘phad yoki o‘zgarmas son
bo‘lishi mumkin. 466. Ha. 467. 1) Ha; 2) Ha; 3) Ha; 4 Yo'q.
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468. Ha. 469. 1) nol vektor bo‘lgandagina; 2) vo'q, chunki bu fazoda
x va y vektorlardan tashqari boshga Ax + zg¢ ko‘rinishdagi vektorlar ham
bo'lishi kerak. 470, Yo'q, chunki hosil boflgan vektorlar to*plamida
vigindisi x bo‘lgan vektorlar topiladi, masalan, (x-n y! 2) va (x + y)! 2

vektorlar. 471. Mumkin. Masalan, geometrik vektoriar to*plamidan iz
o‘giga perpendikular bo‘imagan vektorlarni chiqarib tashlasak, chizigli

fazoni tashkil etuvchi A7 +4f vektorlar to‘plami hosil bo'ladi. 473.

Yo‘q, chunki Z(f,, &, c_f}), agar A — butun bo‘lmagan to‘plamga

kirmasa. 474. Yo‘q. 475. Yo'q, chunki gqarama-garshi vektorlar I
oktantada joylashmagan. 488. Darajasi » dan oshmaydigan barcha

ko‘phadlar to‘plami. 501. x=¢ +2¢ +3e, +4¢,. 502.
x=g+ere+..te,. 504. & = fo &y =, & = ﬂfzgx Sq = Vs,
&, =08€,. 505. Yo'q, chunki e +e, +e =0 bajarilishi kerak, bu esa

¢ , e ,e, bazis vektorlarning chizigli erkli bo‘lgani sababli mumkin emas.
506. Bu element nol vektor bo‘lgandagina mumkin. 508. Kesishgan
x,=(0;0;€:8,), v, =(0:0;m57,)z, =(0;0; & &,) elementlar to‘plami
. yigtindisi R fazo bilan ustma-=-ust tushadi. - 509.
Cd(R)=3, d(R,)=3, d(R,)=2, d(R,)=4. 510. Yo'q. 513.R, o‘zgarmas
* kattaliklar to‘plami, R, =Cy' +Cy?+C,t+C, ko‘rinishdagi ko‘phadlar
to‘plami. 514. R, — Ox o°qiga parallel bo‘lgan barcha vektorlar to‘plami,
R4 = R . 516. Barcha juft funksivalar to‘plami fazo osti tashkil qiladi,
toglarining to‘plami yo'g, chunki ikki tog funksiyalarning ko‘paytmasi
' jﬁﬂ funksiva. 517. Yo‘q, chunki ixtiyoriy Az vektor bu to‘plamga tegishli
emas, agar A irrastional son bo‘lsa. 522.

k=3 f=0L01500) £=(-L00L0), f=(0,-1/2;01)
f=(-C: =€ -0,5C; € Cs G,). 526. Ha. 527. Yo'q, chunki ab#0

bo‘lganda |a+d|-ja+b|=a-a+b-b tenglik bajarilmaydi. 528. x, =0

SENS - NR L R
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_ a0 0.0
K . . i 0(1 0.0

bo'lgandagina. 529.4 = (0 bolgandagina. 530. Ha. 333. [.........
B -‘-;:: i K ;. 0 O 0 & K

? 0100 ok
o | 1 -1 -1
oA 0010 L
1000 :

01 ok "
545. A = 4. 546. 4™ -:( [J, 547, B= gf;cosa. 548. A chiz-

A igli akslantirish teskarisiga emas, chunki [Ai=0_.;-¢_- 549{_

- . (01 ‘
s =(A")‘=(_I G). 550. d <-2 da. 552. 1) Agar a =B bo'lsa, A, =o,

H=Cg, M=B, U=C&; 2) Agar a=f bolsa, i4=4 =a,
H=Cg+C#. 553, A=A=a, T=CF+Ce. 556.1=2,
u=C{g-&); i=3 | v=0G(g-5+8); A=6 7=C(g+25+7)
858, A=-1, 7=Ci+C,Jj 560, A=Lu=C(g+5+5 +5};
CAs-l, 5=C,(§-5+8-\5). 561. A=a+f+y, a=C(+5+8).
563. (f, 37) —korxona ishlab éhiqarayotgan barcha mahsulotning umu-
miy bahosi. 565. Ha. 566. Yo'q, chunki, A =0 da 2° va 3° shartlar
bajarilmaydi. 567. Ha. 569. arccos(l/n)}. 573. Ha. 577. |F=3. 578.
/T A58+ 2V2 115 + (37508 +(8/15)8s + (5 /3)Es. 579. x —
normirovanniy vektor. 580. ¢ = 1:;- 581. 0,5(¢ +e, +e, +2,). 582, J=+H.
587. Ha. 588. Ha. 589. L=zl da. 590. Ha, chunki, Az, de, va Az
_ ortogonallashgan bazisni tashkil giladi. 591. Ha. 598. x'2/21+ /% /3 =1.
599. x2/16-y714=1. 600. x?/4445274=).
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VI BOB i

606. n=4. 607. 5=0.16%. 608, J&=00005%. 609.
5=0022%; n=4; S§=8765+0,1s". 617. 1) [-2, O[ U 10, 21;
2) [0, 41; 3) 1=, O] U 10, +wf; 4) x=x(2n+1)/4, neZ;
5) 1= —2] U [2; +oof; 6) 11/3; +oof; 7) [0; 2[. 618. 1) [1, +oof;
2) ]-w, O U 10, +f; 3) [—4, 4]; 4) ]-w, 3]; 5) [-2, 4];
6) 10, 1]. 619. 1) Tog 2) jufi; 3) toq ham emas, juft ham
emas; 4) juft; 5) toq ham emas; 6) juft; 7) toq. 620. 1) 2r/5;
6 3)m;4) m. 657. 1/2 . 658. —1. 659. 1/6. 660. —2. 661. —sinc .
662. min. 663. sec’x,. 664. —2/4. 665. 1/2. 666. . 667. 2.
668. 3/4. 669. —1/4. 670. 1/2. 671. 3. 672. /4. 673. 25/9.
674. 1/2.674. 1/2. 675. m. 676. 1 agar x —> 4w, —1, agar x > —o.
677. {a—c)/2. 678. 0. 679. 0. 680. £n5. 68L. (n(8/7):(n(6/5).

. 682.2. 683. fnS. 684. 1/4. 685. 1 agar x—»+0; ~Lagar x—>—0.

686. +. 687, 2. 688, 0. 689. Mavjud emas. 690. 5/4. 691. ‘¢na.
692. e. 693. ¢&°. 694. 1/6. 695. in(5/4). 696. 1. 697. —3. 698. 0.
699. 1/2. 700. . 70%. Je. 702. ¢, 703. Je . 708. y—x. 709. 2.
710, 1/2. 711, @=0(8). 712, - B. 713. - 3. TI4. 1/3. 715. 9/4.
716. —1/2.  717. —1/2. 718. —1/2. 719. 1. 720. 9/25.
721. (¢n5-0n4)/(en3-£n6). 722. 1,6. 726. x=2 sakrash nugqtasi.
723. x=1, x=5 Il tur vzilish nuqtalari. 728. 1I tur uzilishi.
729, x=0 to’g’rilanadagan uzilish nugtasi. 730. x=3 sakrash -
nugtasi x=5 11 tur vzilish nuqgtasi, x=0 to’g’rilanadagan uzilish
nugtasi x=n/2+zn(neZ) II tur uzilish nugtasi. 731. x=1, x=2
to’g’rilanadagan uzilish nuqtalari. 732. x =-2, x=-3 II tor vzi- .
lish nuqtalari; x=-1 to’g’rilanadagan uzilish nuqtasi. 733, Funk-
siya ]—wo; +wf cheksiz oraligda uzhuksiz. 734. 1) Funksiya uzluksiz;
2) bitta II tur uzilish nugtasiga ega; 3) ikkita II tur ugzilish
nuqtasiga ega. 735. 1. Funksiya uzluksiz, ikkita 11 tur uzilish nug-
tasiga ega. 3. to’rtta H tur uzilish nuqtasiga ecga.
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